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Prefazione 


Questo volume riprende in modo sostanziale l'impianto del CORSO DI 
ANALISI MATEMATICA pubblicato nel 1989, con una scelta di contenuti 
leggermente ampliata e qualche maggiore approfondimento. 

Resta immutata l’attenzione agli aspetti costruttivi della matema- 
tica, che si concreta nei materiali per il Laboratorio di Matematica che 
costituiscono la terza parte del volume. I rimandi alle unità di Labora- 
torio sono contrassegnati dal simbolo ®l_ . 


I vari enunciati, esempi, ecc. sono indicati con una numerazione a tre 
cifre per agevolarne la localizzazione; così, ad esempio, la Proposizione 
3.5-1 è la prima proposizione del paragrafo 3.5. Le testatine poste in alto 
nelle pagine dispari facilitano una rapida individuazione dei paragrafi. 

Le dimostrazioni sono stampate in un carattere più piccolo rispetto 
al testo, e terminano col simbolo —«& D. Lo stesso vale per alcuni 
approfondimenti, di cui è segnalato tanto l’inizio quanto la fine. 

I rimandi interni al volume sono contrassegnati con una freccia in 
alto (7), oppure in basso ( | ), secondo che si tratti di un rimando indie- 
tro oppure avanti nel testo. Molti paragrafi sono corredati da problemi e 
complementi; quelli più impegnativi sono contrassegnati da un asterisco. 
All’indirizzo: 
http://www.ciram.unibo.it/"barozzi/PCAM_Elenco_compl.html 
è reperibile lo svolgimento completo dei problemi posti al termine dei 
paragrafi, assieme ad altri materiali. 


x 


Una ricca collezione di esercizi è contenuta nella seconda parte del 
volume. 

Un testo che può essere utilmente letto prima del presente volume è: 
P. Boieri, G. Chiti: PRECORSO DI MATEMATICA, Zanichelli (Bologna), 
1994; ISBN 88-08-09186-4. 

Alcuni colleghi, che avevano avuto modo di utilizzare il Corso di 
Analisi Matematica ed altri amici che hanno visto le bozze del presente 
volume mi hanno suggerito miglioramenti, segnalato errori, ecc. Ad essi 
va il mio ringraziamento: Sandra Bernecoli (Rovigo), Sebastiano Cap- 
puccio (Forlì), Gabriele Lorenzoni (Bologna), Enrico Pontorno (Oderzo, 
TV), Luigi Tomasi (Adria, RO). 

Questo libro è dedicato a mio figlio Stefano, il cui spirito critico, in 
àmbito matematico e non, ha contribuito a rallentare il mio invecchia- 
mento. 


Giulio Cesare Barozzi 


barozzi@ciram.unibo.it 


Bologna 
Giugno 1998 


Indirizzo Internet della Zanichelli Editore S.p.A.: www.zanichelli.it 
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Figura 1.1-1. 
Unione e intersezione degli 
insiemi A e B. 


NUMERI REALI 


I numeri reali sono il materiale di costruzione dell’ Analisi Matematica: 
come un artigiano deve conoscere alla perfezione le proprietà del mate- 
riale che usa per la realizzazione di un’opera, così chi si appresta allo 
studio dell'Analisi deve innanzitutto rivedere e approfondire la propria 
conoscenza dei numeri reali. 

Certamente il lettore ha utilizzato i numeri reali anche nelle scuole 
secondarie, probabilmente senza porsi troppi problemi circa la loro defini- 
zione e le proprietà delle operazioni. 

In questo capitolo ci proponiamo di ripassare velocemente le prin- 
cipali proprietà dei numeri naturali, interi e razionali, e di esporre le 
proprietà dei numeri reali, definiti come allineamenti decimali. 


RICHIAMI SUI NUMERI NATURALI, INTERI, 
RAZIONALI 


Supponiamo che il lettore abbia una conoscenza, anche minima, del lin- 
guaggio degli insiemi. 
Se A è l’insieme costituito dagli elementi a, b, c,..., si scrive 


l = bi; pe 


l'appartenenza dell’elemento a all'insieme A si scrive a € A. 


Se A e B sono due insiemi, l’unione di A e B, indicata A U B è 
l’insieme degli elementi che appartengono ad almeno uno degli insiemi 
A e B, mentre l’intersezione, indicata A N B, è l’insieme degli elementi 
comuni ad A e a B. 
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Numero naturale 


Assiomi di Peano 
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Se ogni elemento di A è anche elemento di B si dice che A è un 
sottoinsieme (o parte) di B e si scrive A C B; se poi B contiene almeno un 
elemento che non appartiene ad A si scrive A C B (A è un sottoinsieme 
proprio di B). 

Il lettore che non abbia familiarità con il linguaggio degli insiemi e 
con la relativa simbologia, farà bene a leggere l’ Appendice 1 al termine 
di questo capitolo. 


Cominciamo ricordando l’insieme dei numeri naturali 
Ne=10,1,2,3,4 6. JE 


con il segno :=, che useremo spesso nel seguito, intendiamo dire che il 
simbolo che si trova alla sinistra del segno stesso (cioè dalla stessa parte 
in cui si trovano i due punti) è definito in base all’espressione che sta a 
destra. Ad esempio, l’insieme dei numeri naturali diversi da 0 è 


N° PILIA nah 


I numeri naturali sono i primi che abbiamo incontrato tanto nell’espe- 
rienza scolastica, quanto nella vita di tutti i giorni. Il matematico tedesco 
Leopold Kronecker, vissuto tra il 1823 e il 1891, ha espresso il senso di 
familiarità che ciascuno prova nei confronti dei numeri naturali dicendo: 
“I numeri naturali li ha fatti il buon Dio; tutto il resto è opera dell’uomo”. 


Verso la fine del secolo diciannovesimo, nel quadro di un generale ripensamento 
sui fondamenti della matematica, si è cercato di individuare un insieme mini- 
mo di proprietà dell’insieme N, da cui fosse possibile dedurre tutte le restanti 
proprietà, ammesse fino a quel momento come “evidenti”. Le proprietà ap- 
partenenti a questo insieme minimo vengono chiamate assiomi. 

L’insieme dei numeri naturali può essere individuato dagli assiomi di 
Peano, così chiamati dal nome del matematico Giuseppe Peano (1858-1932). 
Essi fanno uso dei concetti primitivi di zero, numero naturale e successivo; 
un concetto si dice primitivo quando non è riconducibile a concetti definiti 
precedentemente. 

L’insieme N dei numeri naturali è caratterizzato dalle seguenti proprietà: 
P.1 0 (zero) è un numero naturale: 0 € N; 

P.2 ad ogni naturale n è associato un numero naturale, detto successivo di n, 
che indicheremo con il simbolo o(n) (0 è la lettera greca sigma); 
P.3 il successivo di un qualunque numero naturale è un numero diverso da 0: 

per ogni n € N si ha o(n) #0; 

P.4 numeri naturali aventi lo stesso successivo sono coincidenti: o(n) = o(m) 

implican= m; 

P.5 se A è un sottoinsieme di N per cui sono verificate le proprietà: 
i) A contiene lo zero, cioè 0 € A, 
ii) A contiene il successivo di ogni suo elemento, cioè n € A implica 
o(n) € A, 
allora A= N. 


A partire dagli assiomi di Peano si possono definire in NN le operazioni di 
addizione e moltiplicazione. Sull’assioma P.5 è basato il principio di induzione, 
che riprenderemo ed utilizzeremo nel paragrafo 1.6. 


JI 

Sommando e moltiplicando tra loro numeri naturali si ottengono 
ancora numeri naturali. Se però tentiamo di invertire l’operazione di 
somma, ad esempio cerchiamo un numero naturale che sommato a 5 
dia come risultato 3, ci accorgiamo che la cosa è impossibile restando 
nell’ambito di NN. 

In termini più formali: l’equazione a + = b, dove a e d sono numeri 
naturali assegnati e x è l’incognita, può essere priva di soluzione in N. 
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Relazione d’ordine 


Divisione intera 


i Laboratorio 1.1-1 


Numero intero 


Se esiste un numero naturale x che sommato ad a dà b, si dice che a 
è minore o uguale a b, e si scrive 


a < b; 
se a < b, ma a # bD, si scrive 
a< bb. 


La scrittura db > a (da leggere “» è maggiore o uguale ad a”) equivale 
alla scrittura a < b. 


Abbiamo così introdotto in N una relazione di ordine, cioè una re- 
lazione 


e riflessiva (n < n per ogni naturale n), 
e antisimmetrica (se n < m ed m < n, alloran= m), 
© transitiva (se n < m, e m < p, allora n <p). 


È possibile introdurre in N altre relazioni di ordine, ad esempio la 
relazione di divisibilità. Dati n, m € N, se esiste q € N tale che 


qm= n, 
si dice che m è un divisore di n, ed n è un multiplo di m. 


Dato un naturale positivo m, ed un secondo numero naturale n, 
non c'è ragione perché n debba essere un multiplo di m. È però sempre 
possibile trovare un multiplo di m, sia qm, che approssima n per difetto 
a meno di m, cioè tale da aversi 


gqm<n<(q+1)m. 
In termini equivalenti, posto r := n — qm, è possibile scrivere 
n=gm+r, 0<r<m. 


I numeri gq ed r si dicono quoziente e resto della divisione intera di n 
per m. Ad esempio, per n = 13, m = 5, abbiamo 


13=2-5+3, 
cioòg=2,r=3. 
Utilizzando notazioni ispirate al linguaggio Pascal, possiamo porre 
ndivm := q, nmodm:=r. 


Riprendiamo in considerazione l'equazione a+ = b, con a e db numeri 
naturali fissati; abbiamo già osservato che si tratta di un’equazione che 
può essere priva di soluzione nell’ambito di N. L’introduzione dei numeri 
interi negativi, che insieme ai naturali formano l’insieme Z dei numeri 
interi 


Zita ZL 013 ch 
rimuove questa difficoltà: se a e d sono due interi ad arbitrio, l'equazione 
a+txr=b 
ha una ed una sola soluzione appartenente a Z. 
In Z esiste, come in N, un elemento neutro per l’addizione che è 0: 
a+0=a, perognia € Z; 


ma, a differenza di N, per ogni a esiste un simmetrico additivo, cioè un 
elemento d che sommato ad a dà 0: 


a+b=0. 


Questo elemento si chiama l’opposto di a, e si indica con il simbolo 
-a. La sottrazione in Z non è, propriamente, un’operazione distinta 
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Relazione d’ordine 
tra numeri interi 


Legge di tricotomia 


Numero razionale 
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dall’addizione; la differenza d — a è semplicemente la somma di d con 
l'opposto di a: 

b-a:=b+(—a). 
Si può estendere a Z la relazione < che già conosciamo in N, me- 
diante la seguente convenzione: 


a<b significa b-a€E N. 


Dunque la scrittura 0 < è equivale all’altra dè € N, mentre a < 0 
equivale alla scrittura —a € N (cioè a è un numero il cui opposto è 
naturale). Esattamente come in N, anche in Z la scrittura a < b significa 
che a < b, ma a # bd. 


Se a € Z, allora vale una ed una sola delle tre alternative 
a=>0 @=0, @&<0, 
dove la prima equivale alla relazione a € N*, la terza alla relazione 


—a € N*: ne segue che, dati ad arbitrio due numeri interi a e d vale la 
legge di tricotomia, cioè sussiste una (ed una sola) delle tre alternative 


db a=b, «> 


Veniamo all’operazione di divisione, cioè l’operazione inversa della 
moltiplicazione: dati a e d interi, si tratta di risolvere l'equazione 


ax = b. 


cioè si tratta di trovare un numero x che moltiplicato per a dia come 
risultato db. 


Una prima difficoltà si presenta se a è uguale a 0: il prodotto 0 - x è 


sempre uguale a 0, quindi se anche bd è 0, la nostra equazione ammette 
infinite soluzioni; se b # 0, non c’è alcuna soluzione. 


Come vedremo nel seguito, la situazione rimarrà inalterata anche 
dopo aver ampliato l’insieme dei numeri a nostra disposizione, cioè dopo 
aver introdotto l’insieme Q dei numeri razionali e l'insieme AR dei numeri 
reali. 


Conclusione: non dividere mai per zero! Si tratta di un’operazione 


impossibile oppure indeterminata. 


Riprendiamo in esame l’equazione precedente, supponendo ora che 
sia a # 0; abbiamo già osservato che si tratta di un’equazione che può 
essere priva di soluzioni nell’ambito Z dei numeri interi: si pensi, ad 
esempio, all’equazione 


de =3: 
L’ostacolo viene rimosso introducendo l’insieme Q dei numeri razio- 


nali (dal latino ratio, cioè quoziente, rapporto): si tratta dei numeri che 
possono essere rappresentati come quozienti tra interi: 


fl Lipgezia zo}. 


Il numero p è il numeratore e q il denominatore della frazione indi- 
cata; spesso, per ragioni di comodità tipografica, si scrive la frazione di 
numeratore p e denominatore q nella forma p/q. 
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Figura 1.1-2. 

Si divide il segmento unitario 
in 3 parti uguali e si riporta il 
“piccolo” segmento ottenuto 
5 volte. Si ottiene lo stesso 
risultato se si divide il 
segmento unitario in 6 parti 
uguali e si riporta il segmento 
ottenuto 10 volte di seguito. 


Figura 1.1-3. 

Fissato un sistema di assi 
cartesiani, rappresentiamo 

la frazione p/gq, con q > 0, 
mediante il punto di coordinate 
(g.p); dunque il denominatore 
q è l’ascissa, il numeratore p è 
l’ordinata di tale punto. 
Frazioni equivalenti sono 
rappresentate da punti a 
coordinate entrambe intere, 
che giacciono su una stessa 
semiretta che esce dall’origine. 
Il numero razionale 
rappresentato da queste 
frazioni può essere interpretato 
come la “pendenza”, cioè il 
coefficiente angolare, della 
semiretta in questione. 

In figura sono rappresentate 
Du” frazioni equivalenti a 
1/2. 


Frazioni equivalenti 


Per meglio comprendere la genesi dei numeri razionali, conviene riportarsi 


"al problema della misura delle grandezze geometriche, ad esempio la misura 


dei segmenti. Dire che la misura di un certo segmento, rispetto ad un altro 
assunto come unità di misura, è 5/3, significa dire che quel segmento può essere 
ottenuto dividendo il segmento unitario in 3 parti uguali, e riportando poi di 
seguito per 5 volte il nuovo segmento ottenuto. 


| ERI e ee) rd 
A B E D 
(VG [5956 Sg (Et ERE [ee re eo Le i] 
A B (E D 


Si osserva facilmente che i numeri 5 e 3 non sono univocamente determi- 
nati: se si divide il segmento unitario in 6 parti uguali e si riporta il segmento 
ottenuto 10 volte si ottiene ancora lo stesso segmento di prima. Tutto questo 
ci induce a dire che le due frazioni 5/3 e 10/6 rappresentano, o se si vuole 
sono, lo stesso numero. Scriveremo semplicemente 5/3 = 10/6. 

Il fatto di manipolare oggetti per cui esistono più rappresentazioni, an- 
che infinite rappresentazioni, non deve spaventare: basta che le regole per la 
manipolazione di questi oggetti diano sempre lo stesso risultato, indipenden- 
temente dalla rappresentazione usata. 


Per sistemare in modo coerente la questione precedente, osserviamo che le 
frazioni 5/3 e 10/6 sono legate da questa regola: moltiplicando il numeratore 
dell’una per il denominatore dell’altra si ottengono prodotti uguali: 


5-6=10-3=30. 
Conveniamo di dire che due frazioni p/q e r/s sono equivalenti se 


ps = gr, cioè ps—-gr=0. 
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Scriveremo in tal caso p/qg = r/s. La denominazione che abbiamo in- 
trodotto è giustificata dal fatto che, così facendo, abbiamo effettivamente 
definito una relazione di equivalenza nell’insieme di tutte le frazioni, cioè una 
relazione per cui valgono le tre proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva (| 
problema 1.1-10, al termine del paragrafo). Tutte le frazioni equivalenti rap- 
presentano lo stesso numero razionale, o, se si preferisce, un numero razionale 
è una classe di equivalenza (| problema A.1-10). 


Dunque ogni numero razionale ammette infinite rappresentazioni: il nu- 
mero razionale 2/3 è rappresentato anche da 4/6, 20/30, -2/—3, ecc. Di solito 
si preferisce usare la rappresentazione più semplice: si scartano le frazioni con 
denominatore negativo, e tra le frazioni con denominatore positivo si sceglie 
la frazione ridotta ai minimi termini, cioè quella per cui numeratore e deno- 
minatore sono primi tra loro. 

Ricordiamo che due numeri interi (non entrambi nulli) sono primi tra 
loro se ammettono come divisore comune positivo soltanto l’unità. Se p e q 
sono due numeri non primi tra loro, si può calcolare il loro massimo comune 
divisore, sia d = MCD(p, g); dividendo tanto p quanto gq per d si otterrà una 
frazione ridotta ai minimi termini, equivalente alla frazione p/q. 

Frazione apparente Può darsi che, a semplificazione avvenuta, si ottenga una frazione con de- 
nominatore uguale a 1: ad esempio la frazione 16/8 si semplifica nella frazione 
2/1. In generale, n/m si semplifica nella frazione g/1 se (e solo se) n = qm, 
cioè n è multiplo di m secondo l’intero g. Queste frazioni, spesso dette frazioni 
apparenti, vengono indentificate con il corrispondente intero g, cioè si scrive 
16/8 = 2, e in generale 


n/m=q, sen= gm. 


Questa identificazione trova giustificazione nel fatto che le operazioni tra 
frazioni, che introdurremo tra un istante, danno lo stesso risultato se applicate 
a frazioni apparenti oppure ai corrispondenti numeri interi. 


In questo senso Z è contenuto in Q, così come N è contenuto in Z; con 
i simboli della teoria degli insiemi: 


NCZCQ. 
rca Trio dar 0 reo or arior_rr rr 11 au qe_rPPPP i s32| 
Operazioni tra I numeri razionali si possono sommare e moltiplicare tra loro, otte- 


numeri razionali nendo ancora come risultati numeri razionali: precisamente, se p/q e r/s 
sono numeri razionali, dunque q ed s sono diversi da 0, si pone 


+ gr 
ice (1) 
q ss q8 
D- SE pr 
PIL @ 
qs qs 
Ad esempio, 
3 ,2_8:52:4_28 
45 45 è 20° 
3 2 6 3 


Le definizioni precedenti sono “ben poste” nel senso che danno risul- 
tati indipendenti dalle frazioni utilizzate per rappresentare gli operandi. 

Con le definizioni poste (1) e (2), si trova che 0, rappresentato da una 
qualunque frazione con numeratore nullo, è l'elemento neutro dell’addi- 
zione, mentre l’opposto di x = p/q è —x := —p/q. 


L’elemento neutro della moltiplicazione è 1, rappresentato da una 
qualunque frazione con numeratore uguale al denominatore, l'inverso (o 
reciproco) di x = p/q#40è x! = 1/x:= q/p. 

Dati i numeri razionali x = p/q e y= r/s, la sottrazione di y da x e 
la divisione di x per y (a patto che sia y # 0) sono definite come 
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ps — qr _i ps 
see. efy:=a-y!=—. 
qs gr 

La Tabella 1.1-1 mostra le proprietà delle operazioni di addizione e 
moltiplicazione in N, Ze Q. 


r-y:=t+(-y) 


Tabella 1.1-1. Proprietà delle operazioni di addizione e moltiplicazione in N, Z e Q. 


(r+y)+z=x+(y+z2z). (cy)z=a(y2) 
(proprietà associativa) 


LTty=Y+%2, Xy=yYX 
(proprietà commutativa) 


Esiste un elemento, denotato 0 (zero), tale che € +0 = x per ogni x 
(esistenza del neutro additivo) 


Esiste un elemento # 0, denotato 1 (uno) tale che 1- x = x per ogni x 
(esistenza del neutro moltiplicativo) 


c(Yy+z)=xy+az 
(proprietà distributiva) N _ 


Per ogni x esiste y tale che 7 +y = 0 


(esistenza del simmetrico additivo (= opposto)) Z - 


Per ogni x # 0 esiste 2 tale che x2 = 1 


(esistenza del simmetrico moltiplicativo (= reciproco)) Q 


Relazione d’ordine Il quadro che abbiamo dato dell’insieme Q dei numeri razionali non 
tra numeri razionali è completo: non abbiamo ancora introdotto la relazione di <. 

Se x = p/qey = r/s sono due numeri razionali, dove non è restrittivo 
supporre che i denominatori q e s siano positivi, possiamo rappresentare 
i numeri stessi mediante due frazioni aventi lo stesso denominatore, ad 

esempio 
sl set 
qs qs 
come già abbiamo fatto, implicitamente, quando abbiamo introdotto la 

somma tra frazioni mediante la formula (1). 


È) 


A questo punto il confronto tra le due frazioni è ricondotto al con- 
fronto tra i rispettivi numeratori: 


x=p/q<y=r/s significa ps < gr. (3) 
Analogamente x < y significa ps < gr. Ad esempio, 2/3 < 4/5, 
poiché 2-5= 10<3-4= 12. 
Legge di tricotomia Poiché in Z vale la legge di tricotomia, lo stesso accade in Q: dati i 
due numeri razionali x e y vale una (ed una sola) delle tre alternative 


D<U = CDY 


Si osservi che 0 < x = p/q, con q > 0, significa che p > 0, cioè 
i numeri razionali positivi sono quelli esprimibili mediante frazioni con 
numeratore e denominatore entrambi positivi. Infine, poiché somme e 
prodotti di numeri naturali sono ancora numeri naturali, dalle formule 
(1) e (2) segue subito che somme e prodotti di numeri razionali > 0 sono 
ancora numeri dello stesso tipo; per 7, y € Q si ha cioè: 


Cap. 1 - Numeri reali 


© 88-08-1148 


sex > 0,y>0, allorar+y2>0, xy > 0. (4) 


Possiamo riassumere quanto abbiamo fin qui dimostrato con una 


frase in gergo tecnico: 


L'insieme Q dei numeri razionali, munito delle operazioni di addizione 
e di moltiplicazione definite dalle formule (1) e (2) e della relazione di 


ordine < definita dalla (3), possiede una struttura di campo ordinato. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


1.1-1. Quali sono gli elementi di Z che ammet- 
tono reciproco appartenente ancora a Z? 


1.1-2. Per ciascuna delle relazioni seguenti, de- 
cidere se è vera o falsa: 


apra 1 ed 2 

datata 3 ata” 
2 3 2 3 
3 _4 1 


1.1-3. È possibile scrivere 2/3 sotto forma di 
frazione con numeratore 3? 


1.1-4. È possibile scrivere 2/3 sotto forma di 
frazione con denominatore 4? E con denomina- 
tore 9? 


1.1-5. È vero che, per ogni coppia di numeri 
n,m € N*, sihan/m+m/n>2? 
1.1-6. Dimostrare che, per ogni naturale n, si ha 
n & nt L 
n+1 n+2 
1.1-7. Vero o falso: x = p/q > 0 se e solo se 


pq > 0. Vero o falso: 0 < x = p/q < 1 implica 
e <x. 


1.1-8. Dimostrare che se 0 < x = p/qg < y = r/s, 
allora x? < y2. 


1.1-9* Si verifichi che la relazione < in N è una 
relazione di ordine totale (per ogni coppia di nu- 
meri naturali n e m, sussiste almeno una delle re- 
lazioni n < m oppure m < n). mentre la relazione 
di divisibilità è di ordine parziale (cioè esistono 
coppie n, m per cui n non è divisore di m e m non 
è divisore di n). 


1.1-10* È stata introdotta una relazione di equi- 
valenza tra frazioni dicendo che p/q è equivalente 
a r/s se ps = gr. Indichiamo (provvisoriamente) 
il sussistere di tale relazione con la scrittura 

p/a = r/s 


(che si legge “p/q è equivalente a r/s”). Verificare 
le proprietà: 
e riflessiva 

p/q = p/q per ogni frazione p/q, 


esimmetrica 


se p/q= r/s, allora r/s = p/q. 

® transitiva 
se p1/q1 = p2/92; e p2/92 = p3/93, 
allora p1/q1 = p3/93- 


[SUGGERIMENTO. Per quanto riguarda la pro- 
prietà transitiva si tratta di dimostrare che da 
P102 = P241 € P293 = P392 Segue P193 = P341- 
Esaminare separatamente i casi po = 0, po # 0.] 


1.1-11. Siano x e y due numeri razionali con x < 
< y: dimostrare che la media aritmetica (x +y)/2 
è strettamente compresa tra x e y: 


a< iL <y 


Se ne deduca che tra due numeri razionali esistono 
infiniti altri numeri razionali. 


1.1-12. Dimostrare che se 
0<ax=p/q<y=r/s, 


allora x"! > y71>0. 


1.2 RAPPRESENTAZIONE DECIMALE DEI NUMERI 


RAZIONALI 


Abbiamo terminato il paragrafo precedente imparando come si fa per 
confrontare due numeri razionali espressi in forma di frazione. Tuttavia 
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è chiaro che se vi venisse chiesto, a bruciapelo, qual è la maggiore tra le 
due frazioni 


13/27, 25/53, 


ben difficilmente, senza carta e matita, sareste in grado di eseguire i 
prodotti 13 - 53 = 689, 27 - 25 = 675, per arrivare a concludere che la 
prima è maggiore della seconda. 


Se però vi venisse chiesto qual è il più grande tra i due numeri 
0.481481..., 0.471698..., 


non avreste esitazione a rispondere che il maggiore è il primo (*). 

La cosa curiosa è che si tratta della stessa domanda formulata in 
due modi diversi, o. per meglio dire, si tratta di due modi diversi di 
rappresentare gli stessi numeri razionali. Infatti 


13/27 =0.A81481..:, 25/03=0.471698..... 


Ancora una volta incontriamo una circostanza frequente in Matema- 
tica: lo stesso ente può essere rappresentato in modi diversi. che vengono 
utilizzati a seconda della natura del problema in gioco. 


Occupiamoci dunque della rappresentazione decimale dei numeri ra- 
zionali. Supponiamo che tutti conoscano la rappresentazione decimale 
dei numeri interi. Una scrittura del tipo 6235 sta a rappresentare il 
numero 


610° +2 10° +3 10 4-5410*; 


sulle ragioni che inducono a porre 10° := 1 torneremo nell’ultimo numero 
di questo capitolo. 

Notazione posizionale Come si vede, si tratta di una notazione posizionale: le cifre che 
costituiscono la rappresentazione (0, come anche si dice, l’allineamento) 
di un determinato numero hanno un “peso” diverso secondo la posizione 
che occupano ciascuna rispetto alle altre. La cifra che occupa la posizione 
k-esima a partire da destra dev'essere moltiplicata per 10%-!, e poi si 
deve eseguire la somma di tutti i prodotti ottenuti. 

Base La scelta della base dieci non ha niente di assoluto, ma deriva chiara- 
mente da un fatto anatomico: l’uomo ha dieci dita. Un qualunque altro 
numero naturale b > 2 può servire come base (o radice) di un sistema 
posizionale di numerazione. 


Come per la base dieci occorrono dieci simboli distinti per rappre- 
sentare i numeri naturali inferiori a dieci stesso, così per la base d occor- 
reranno b simboli per rappresentare i naturali inferiori a bd. 

Particolare importanza ha assunto la base due, in quanto tutti i mo- 
derni elaboratori elettronici, sia pure secondo modalità diverse, utiliz- 
zano tale base per la memorizzazione dei numeri, e più in generale per la 
gestione di tutta l’informazione coinvolta in un’elaborazione automatica. 


Per la base due basteranno due simboli: 0 e 1. Una scrittura del tipo 
(1011)a, 


(da leggersi “uno, zero, uno, uno, in base due”) sta a rappresentare il 
numero 


1-P4+0-P4+41-Dal-2 Ba d3*+i= 11 


Torniamo alla rappresentazione decimale. Utilizziamo potenze della 
base con esponente negativo, cioè 107! = 1/10, 1072 = 1/100, 1073 = 


(*) In questo testo usiamo un punto, anziché una virgola, per separare la parte intera dalle cifre decimali. 
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= 1/1000, e così via; in altri termini, conveniamo di porre, per ogni 
ne N*, 

103 DAL0P 


Si possono allora rappresentare in forma decimale anche numeri non 
interi ma razionali. Alcuni esempi: 


4 24 
2.4=2:100+4:101=2+4+—=l—-. 
» + 10° 

Y 3 73 

EE e RT e E I AL 

li i 


4 2 42 
0.049 =:0-10%+0=10"*+4>107%42-10%°= === e, 
È » Fao 100° 1000 — 1000 


Ricordiamo che l'introduzione della rappresentazione decimale per i 
numeri frazionari è dovuta all’olandese Simon Stevin (1548-1620). 
Allineamento decimale Ci chiediamo, in generale, quando un numero razionale n/m > 0 
limitato ammette una rappresentazione del tipo 


q.c102...c=qQ+ 11071 + c91077 +...+ cp107*, (1) 


dove q è un numero naturale (la cosiddetta parte intera di n/m), k è 
anch’esso un numero naturale e ciascuna delle cifre c1,c2,...,cx è un 
intero compreso tra 0 e 9. Una scrittura del tipo (1) viene chiamata 
rappresentazione decimale limitata (o allineamento decimale limitato), 
per esprimere il fatto che il numero delle cifre dopo la virgola è finito. 

Frazione propria Possiamo innanzitutto limitarci a rispondere alla domanda posta nel 
caso in cui la frazione n/m è una cosiddetta frazione propria, cioè ha il 
numeratore minore del denominatore; se così non è, possiamo eseguire 
la divisione intera di n per m, cioè scrivere n nella forma 


n=gmtr, 
con 0 < r < m, e q naturale. Dunque, dividendo per m, si può scrivere 
n r 
—=% Sio 59 
m m 
dove r/m è una frazione propria. 


Ad esempio, per la frazione 11/7, poiché 11 = 1-7+4 (cioè: il sette 
nell’undici ci sta una volta e avanza quattro), si può scrivere: 


LI 1 4 
Il problema è dunque quello di vedere se per la frazione propria 4/7 
è possibile, o meno, trovare una rappresentazione decimale limitata con 


parte intera nulla, dunque del tipo 
0.c12...cx = 11071 + c2107? +...+ cx107*. (1) 


Supponiamo che per la frazione propria r/m esista una rappresen- 
tazione del tipo specificato, cioè sia 


7 CI hi c2 dad Ck 
mo 101 10? UU 108 
Frazione decimale La quantità a secondo membro si può scrivere sotto forma di frazione 


decimale (cioè avente come denominatore una potenza di 10), e precisa- 
mente come la frazione 
cx 10871 + c93108-2 Wear ICH 
10% i 
Si osservi che il numeratore della frazione ottenuta ha come rappre- 
sentazione decimale la “stringa” di cifre c1c2...ck, salvo sopprimere da 
quest’ultima uno o più zeri iniziali. Ad esempio si ha 
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Proposizione 1.2-1. D 


Proposizione 1.2-2. p 


Dimostrazione 


Calcolo delle cifre 


decimali 


i Laboratorio 1.2-1 


1 inse LARA 2 P 50 625. 
(7. a = 10 * 100 1000 10000 10000° 


il numeratore della frazione decimale equivalente a 1/16 si ottiene dalla 
quaterna 0625 sopprimendo lo zero iniziale. 


Inversamente, è evidente che ogni frazione decimale propria r/ 10% 
(dunque 0 < r < 10%), ammette una rappresentazione decimale limi- 
tata: basta scrivere la rappresentazione decimale del numeratore r, e 
da quest’ultima ottenere la (1) dividendo entrambi i membri per 10°. 
Ad esempio. per la frazione 723/1000, poiché 723 = 7 - 100+2-10+3, 
dividendo per 1000 si ottiene 


723 7 2 3 
dla Saia 
1000 — 10 * 100° 1000 — © 

Riassumendo: 


Tutti i numeri razionali esprimibili mediante frazioni decimali, e soltanto 
essi, ammettono rappresentazioni decimali limitate. 


Si pone allora il problema di riconoscere quando una frazione n/m 
è equivalente ad una frazione decimale. La risposta è contenuta nella 
seguente 


La frazione n/m (ridotta ai minimi termini) è equivalente ad una frazione 
decimale se e solo se la scomposizione in fattori primi del denominatore 
m non contiene fattori diversi da 2 e da 5, cioè non contiene fattori 
diversi da quelli della base 10. 


Consideriamo, ad esempio, la frazione 3/40; poiché 40 = 23 - 5, per 
far comparire a denominatore una potenza di 10 basta moltiplicare nu- 
meratore e denominatore per 5° = 25, ottenendo la frazione decimale 
equivalente 75/1000. 

Per la frazione 3/50, si ha 50 = 2 - 52; per “pareggiare” gli esponenti 
dei fattori 2 e 5 basta moltiplicare per 2 ottenendo la frazione equivalente 
6/100. 


Dimostriamo, in generale, che se m = 275°, con r, s € N, allora n/m è equi- 
valente ad una frazione decimale. Se r = s, il denominatore è già una potenza 
di 10; se r > s, moltiplicando numeratore e denominatore per 5"° si ottiene 
la frazione decimale 5" °n/10", se infine r < s, moltiplicando numeratore e 
denominatore per 2°” si ottiene la frazione 2°7"n/10°. In ogni caso si ottiene 
una frazione con denominatore 10% dove k := max{r, s}. 

Dimostriamo, inversamente, che se n/m è equivalente ad una frazione 
decimale, cioè si ha n/m = c/10°, con c € N, allora m non ammette divisori 
diversi da 2 e da 5. Infatti, in tale ipotesi, si ha 


10%*n= cm; 


se m ammettesse un fattore primo p diverso da 2 e da 5, allora p, in quanto 
divisore del secondo membro, dividerebbe anche il primo membro 10%n. Ma 
essendo m ed n primi tra loro, p non divide n e pertanto dovrebbe dividere 
10% = 2* . 5%, ciò che è assurdo. @ 0 


In precedenza ci eravamo chiesti se la frazione 4/7 ammette una rap- 
presentazione decimale limitata, cioè del tipo (1); adesso sappiamo che 
essa non ammette una tale rappresentazione, in quanto il suo denomi- 
natore contiene fattori diversi da 2 e da 5. 

Ci si chiede come fare per trovare una rappresentazione decimale per 
una frazione n/m, dove m possiede divisori diversi da 2 e da 5. 


Riprendiamo in esame una frazione equivalente ad una frazione deci- 
male, ad esempio la frazione 23/20. Come già abbiamo osservato, la 


12 
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parte intera q della rappresentazione decimale (1) si ottiene eseguendo 
la divisione intera di 23 per 20: si ha 23= 1-20+3, quindi g= 1,r = 3. 
Poiché dovremo trovare altri resti dopo quello appena ottenuto, in- 
dichiamo questo resto iniziale con il simbolo rg anziché semplicemente 
r: dunque rog = 3. 
Dividendo per 20 l’uguaglianza scritta si trova 


A questo punto dobbiamo trovare una rappresentazione del tipo (1’) 
per la frazione propria 3/20. Per trovare la prima cifra decimale ci 
dobbiamo calcolare quanti decimi stanno in 3/20, dunque dividere 3/20 
per 1/10. Ma 


31 30 

20010 20° 
dunque si tratta di eseguire la divisione intera di 30 (cioè 10 volte il resto 
iniziale ro) per 20. Si trova il quoziente ci = 1 ed il resto r; = 10, dunque 
30/20 = 1+ 10/20, da cui, dividendo per 10, segue 3/20 = 1/10 +1/20. 
In definitiva 

niet 

20 10° 20 

Ora dobbiamo trovare quanti centesimi stanno in 1/20, dunque dob- 

biamo eseguire la divisione 

u.1_ 1 
20100 20° 
dobbiamo dividere 100 (cioè 10r1) per 20: si trova il quoziente co = 5 ed 
il resto ro =0. 


Il tutto può essere organizzato graficamente nel modo consueto: 


23 20 
30 1.15 
100 

0 


I resti via via ottenuti sono sottolineati. In definitiva 23/20 = 1.15. 


Ecco, come secondo esempio, la frazione 3/40 già considerata in 
precedenza: abbiamo lo schema seguente: 


3 40 
to 30 0.075 
# 300 
to —* 200 
Tg — (0) 


Dunque 3/40 = 0.075 = 75/1000. 

Si osservi la regola che produce i successivi resti e le cifre decimali: la 
parte intera g ed il resto iniziale ro sono quoziente e resto della divisione 
intera del numeratore per il denominatore: con i simboli introdotti nel 
paragrafo precedente, abbiamo 


q=ndivm, ro=nmodm:; (2) 


dopodiché. per j = 1,2,...,k, abbiamo che la cifra c; ed il resto r; sono 
rispettivamente quoziente e resto della divisione intera di 10r;_1 (cioè 
dieci volte il resto ottenuto al passo precedente) per il denominatore m: 


Cj (10r;-1) div m, Up = (10r;-1) mod m. (3) 
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Figura 1.2-1. 

Schema per la determinazione 
della rappresentazione decimale 
del numero razionale 7/4. 


Frazione non decimale 


To='Te= 1 
T3Z= 5 T1= 3 
ra=d4 r2=2 
T3 = 6 
Figura 1.2-2. 


Nella divisione di 15 per 7 i 
resti si ripetono ciclicamente a 
partire da re = ro = 1. a 


Periodo 


nia nd al — g=1 
divisione intera = 
m=4 -———» —- fo=3 
ie —| pei e AT 
divisione intera pe 
m=4 ——- i 


Za Z| gisone intera pie 
divisione intera = 
m=4 ————-»- +» T2= 


Il resto rx, dove & rappresenta il più grande tra gli esponenti con cui 
i fattori 2 e 5 compaiono nella scomposizione di m, è nullo e quindi è 
inutile proseguire oltre il procedimento di divisione. 


La (3) può essere scritta, in forma equivalente 
10r;-1=jm+rj: (3°) 


poiché ogni resto è minore del divisore, dunque r;-; < m, si ha 10rj-1 < 
< 10m, quindi il quoziente della divisione di 10r;-1 per m, che è la cifra 
c;. è minore di 10, e pertanto un intero compreso tra 0 e 9. 


Che cosa accade se si esegue il procedimento appena descritto su 
una frazione non equivalente ad una frazione decimale? Chiaramente, 
per quanto si proceda con le divisioni descritte dalle formule (2) e (3), 
non si otterrà mai un resto nullo, dunque si avrà una rappresentazione 
del tipo 


q.C1C02 ...CjCj+1-..; (4) 


dove la (3) sussiste per ogni naturale j. 


Consideriamo, ad esempio, la frazione 15/7 ed eseguiamo alcuni passi 
del procedimento di divisione espresso dalle formule (2) e (3). Dopo sette 
divisioni abbiamo i risultati contenuti nello schema seguente: 


15 7 
10 2.142857 
30 
20 
60 
40 
50 
1 


To 
uni 
r2 
3 
Ta 
T5 
re 


FLAG, 


A questo punto ci accorgiamo che il resto rg coincide con il resto 
ro. To = Pe, dunque è inutile procedere con le divisioni: la sequenza di 
resti 1,3,2,6,4,5 si ripeterà periodicamente e lo stesso accadrà per la 
sequenza di cifre decimali 142857. 


Abbiamo dunque ottenuto un’informazione completa sulla rappre- 
sentazione decimale della frazione 15/7 : si ha 
1 
È = 2.142857 142857 142857 ..., 


oppure, sopralineando il gruppo di cifre che costituiscono il periodo della 
rappresentazione (sono quelle che si ripetono indefinitamente), 
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Consideriamo, come secondo esempio, la frazione 1/6: si ha lo schema 


1 6 
#7, =è 10 0.16 
Ta => 40 
ra 4 


Questa volta si ha r} = ro, dunque è la singola cifra 6 che si ripete 
indefinitamente, cioè il periodo è costituito da una sola cifra. 

Tuttavia, prima della cifra che si ripete c’è una cifra, 1, che non si 
ripete e che costituisce l’antiperiodo (è ciò che viene ante = prima del 
periodo). Dunque 1/6 = 0.16. 

Nel caso della frazione 15/7 abbiamo una rappresentazione decimale 
periodica pura (cioè priva di antiperiodo, o se si vuole, con antiperiodo 
di lunghezza 0), mentre nel caso della frazione 1/6 abbiamo una rappre- 
sentazione decimale periodica mista (con antiperiodo e periodo entrambi 
di lunghezza 1). 

Esaminiamo ancora altri due esempi: 


119 990 
To — 1190 0.120 
Pa =& 2000 
To =è 200 
r3- - 200 
Si ha r1 = r3 = r1+2, dunque 119/990 = 0.120. 
5 24 
To — 50 0.2083 
Ta 20 
To 200 
Ta => 80 
Ta 8 


Questa volta si ha r3 = r4 = r3+1 quindi 5/24 = 0.2083. 

Ci si può chiedere se il fenomeno di periodicità che abbiamo riscon- 
trato nei quattro esempi precedenti è una fortunata circostanza, oppure 
un fatto che si presenta tutte le volte che si cerca la rappresentazione 
decimale di un numero razionale n/m. 


La seconda alternativa è quella corretta. Il ragionamento è semplice: 
il resto non può superare il divisore, dunque i valori ammissibili per i 
resti r; sono soltanto m, e precisamente i numeri naturali compresi tra 
0em-1. Si presenta dunque necessariamente una delle due alternative 
seguenti: 


1. Esiste un indice k < m tale che rx = 0; ne segue che tutte le coppie 
(c;,r;) con j > k& hanno le componenti entrambe nulle, e dunque 
è inutile proseguire la divisione oltre il passo di indice k. Come 
sappiamo dalla discussione precedente, questo caso si verifica se e solo 
se il numero di partenza è rappresentabile come frazione decimale. 


2. La frazione n/m non è esprimibile come frazione decimale, e pertanto 
tutti i resti r; sono diversi da 0. Consideriamo gli indici j compresi 
tra 0em- 1: poiché i valori ammissibili per i resti stessi si riducono 
a m— 1, due tra tali resti sono necessariamente uguali tra loro. Sia 
k > 0 il minimo indice a cui corrisponde un resto ripetuto, e fissato 
così k, sia p > 0 il minimo indice per cui rx+p = rx. Dalle formule (3) 
segue che la stringa di resti rxrx+1...Tk+p-1 Si ripete ciclicamente, 
e di conseguenza in virtù della prima delle (3), lo stesso accade per 
la stringa di cifre decimali cp+1Ck+2 .-. Ck+p- 
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Scriveremo, come già abbiamo fatto negli esempi sopra esaminati, 
n SE 
08 G:C102»: «CKCRPICk+2 =. Ckbpa (5) 


dove il gruppo di cifre sopralineate costituisce il periodo della rappresen- 
tazione decimale di n/m. 


ro = 25 ro = 36 ra=T10 = 16 


| ri = 26 | r3= 24 | 


Figura 1.2-3. 

Per la frazione 25/112 si trova 
lo sviluppo 0.2232142857; i 
resti si ripetono ciclicamente a 
gruppi di sei, in quanto r7 = 96 
Tg =T9 = 16. 


Impossibilità A completamento del risultato ottenuto, osserviamo che non è pos- 
del periodo 9 sibile che, nella rappresentazione decimale di un numero razionale n/m, 
si presenti un periodo di lunghezza 1, dunque una singola cifra che si 
ripete indefinitamente, ed inoltre che tale cifra sia 9; in breve: non si 
può presentare il periodo 9. 
Infatti si ha un periodo di lunghezza 1 se e solo se, per un certo indice 
k, si ha rg = ry41: se si utilizza la (3’) e si tiene conto del fatto che la 
cifra cx+1 dovrebbe essere 9, si perviene all’uguaglianza 


10rg = 9Mm+ Tk, 
cioè 9rz = 9m, da cui rz = m, mentre per ipotesi dev'essere 0 < rx < m. 
Abbiamo già osservato, sia pure implicitamente, che il caso che si 
presenta quando n/m è equivalente ad una frazione decimale, e cioè 
l’esistenza di un resto nullo, rx = 0, è semplicemente un caso particolare 
del caso periodico: è precisamente il caso in cui si presenta il periodo 0. 
Riassumendo: 


Ogni numero razionale ammette una rappresentazione decimale perio- 


dica, incluso il periodo 0 (che corrisponde a rappresentazioni limitate) 
ed escluso il periodo 9. 


Lunghezza del periodo Ci si può chiedere se è possibile calcolare la lunghezza & dell’anti- 
e dell’antiperiodo periodo e la lunghezza p del periodo della rappresentazione decimale di 
un assegnato numero razionale n/m, semplicemente dall’esame dei dati 


n e m, prima ancora di determinare la rappresentazione stessa. 


(398 Laboratorio 1.2-2 La risposta è affermativa ma la lasciamo per i più curiosi: li riman- 
diamo ai Materiali per il laboratorio di Matematica. 


Frazione generatrice Abbiamo visto poco sopra che ogni numero razionale genera una 
rappresentazione decimale periodica. Ci si chiede, inversamente, se ogni 
rappresentazione decimale periodica del tipo espresso dalla formula (5): 
n a e 
= = qQ-C1C2 - .. CkCk+1Ck+2 ---Ck+p» 
provenga da un numero razionale, cioè se esista una frazione che genera 
lo sviluppo stesso. La risposta è affermativa: ad ogni sviluppo decimale 
periodico si può associare una frazione generatrice, cioè una frazione che, 
sviluppata, restituisce lo sviluppo di partenza. 


Mostriamo la tecnica per la costruzione della frazione generatrice, in 
un modo intuitivo, sù un paio di esempi. Sia 
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gr = 2,945 = 2,94545454545....; 


moltiplichiamo per 102 = 100, dove l’esponente 2 non è altro che la 
lunghezza del periodo. Si ottiene 100r = 234.54545.... Sottraendo 
membro a membro le due uguaglianze ottenute si ha 


1007 = 234.5454545... — 
r = 2.3454545... = 


99x =232.2 


Moltiplicando i due membri dell'uguaglianza ottenuta per 10! = 10, 
dove l'esponente 1 è la lunghezza dell’antiperiodo, si ottiene 990rx = 2322, 
e finalmente 

. 2322 _ 129 
© 990 © 55° 


Come secondo esempio, consideriamo il numero x = 0.2083, che già 
abbiamo ottenuto in precedenza come sviluppo della frazione 5/24. At- 
tualmente abbiamo & = 3, p= 1. I calcoli sono i seguenti: 


10x =2.08333... — 
x =0.20833... = 


9x = 1.875 


Moltiplicando per 103 si ha 9000x = 1875. da cui finalmente 
san 1375 _ d 
“9000 24° 


Se si tiene conto del fatto che il numero 10? — 1 è rappresentato da 
p cifre uguali a 9, si perviene alla seguente regola: 


La frazione generatrice corrispondente ad un determinato sviluppo deci- 
male periodico (5) ha come numeratore il numero naturale ottenuto 
concatenando la parte intera, l’antiperiodo ed il periodo e sottraendo 
il numero ottenuto concatenando la parte intera e l’antiperiodo; il de- 
nominatore è il numero naturale rappresentato da tanti 9 quante sono le 
cifre del periodo, seguiti da tanti 0 quante sono le cifre dell’antiperiodo: 


[parte intera + antiperiodo + periodo] — [parte intera + antiperiodo] 
999...9000...0 i 
inn! Ne perl 


p cifre k cifre 


Finora ci siamo occupati di numeri razionali non negativi. Se x = 
=n/m è un numero razionale negativo, possiamo supporre che sia n < 0, 
m > 0. L’'opposto di n sarà allora positivo: —n > 0, dunque la frazione 
—n/m, opposta di n/m, ammetterà una rappresentazione del tipo 


n A 
" = Q.C1C2 - .. CkCk+1Ck+2 --- Ck+p: 


per la frazione n/m adotteremo la rappresentazione 
n 


"i = —Q-C1C2 ...CkCk+1Ck+2-.. Ck+p- 


A parole: 


La rappresentazione decimale di un numero razionale negativo si ot- 


tiene premettendo un segno meno alla rappresentazione decimale del 
suo opposto (che è positivo). 


Possiamo concludere questo paragrafo con il seguente risultato: 


1.3 — Il campo dei numeri reali 


17 


© 88-08-1148 


Proposizione 1.2-4. D 


I numeri razionali sono tutti e soltanto quelli che ammettono rappre- 


sentazioni decimali periodiche, incluso il periodo 0 (che corrisponde a 
rappresentazioni limitate, dunque a numeri esprimibili mediante frazioni 
decimali), ed escluso il periodo 9. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


1.2-1. Trovare le rappresentazioni decimali dei 
numeri 1/7, 2/7, 3/7, 4/7,5/7 e 6/7: che cos'hanno 
in comune gli sviluppi ottenuti? 


1.2-2. Vero o falso: le cifre costituenti il peri- 
odo dello sviluppo del numero razionale n/m sono 
tutte distinte. 


1.2-3. Dati gli sviluppi decimali periodici seguen- 
ti, determinare le corrispondenti frazioni genera- 
trici: 


a) 0.123; b) 12.8: c) 0.0681: d) 1.3. 


1.2-4. Dati i numeri 0.41235 e 0.41235, deter- 
minare qual è il maggiore, e successivamente tro- 
vare un numero strettamente compreso tra i due 


Misura delle grandezze 


numeri assegnati. 


1.2-5. Supponiamo di poter dare un significato 
ad uno sviluppo del tipo 0.9 (sappiamo che uno 
sviluppo del genere non si presenta a partire da 
alcun numero razionale n/m): se a tale sviluppo 
si applica la tecnica per il calcolo della frazione 
generatrice, che cosa si trova? 


Rifare lo stesso calcolo per lo sviluppo 1.39. 


1.2-6. Si determini lo sviluppo decimale del nu- 
mero 15/14: in base allo sviluppo ottenuto si de- 
termini il valore della cifra decimale che occupa il 
millesimo posto dopo la virgola. 


IL CAMPO DEI NUMERI REALI 


Abbiamo visto nel paragrafo precedente che i numeri razionali sono stret- 


tamente connessi con il problema della misura delle grandezze geome- 
triche: dire. ad esempio, che la misura di un certo segmento è n/m 


rispetto ad un segmento unitario prefissato, significa dire che se si divide 
quest’ultimo in m parti uguali e si riporta di seguito n volte la parte 
m-sima ottenuta, si ottiene esattamente il segmento iniziale. 

Ci si chiede: fissato un segmento unità, è possibile misurare rispetto 
ad esso ogni altro segmento? Ad esempio: sarà possibile trovare una 
frazione n/m che misura la diagonale del quadrato costruito sul segmento 
unitario? Se così fosse, l’m-sima parte del lato sarebbe uguale all’n-sima 
parte della diagonale. 


Inadeguatezza dei numeri 
razionali 


Figura 1.3-1. 

La diagonale del quadrato è 
incommensurabile rispetto al 
lato. 
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Se si tiene conto del fatto che quanto più grande è m tanto più 
piccola è la parte m-sima ottenuta, sembra ragionevole supporre che 
esista una coppia di interi positivi n ed m tale che la frazione n/m misuri 
la diagonale del quadrato rispetto al lato scelto come unità di misura. 
Se una tale frazione esistesse, per il Teorema di Pitagora si avrebbe 


cioè avremmo una soluzione razionale dell’equazione 
pei (1) 


Contro ogni previsione, vale la seguente 


| Non esiste alcun razionale il cui quadrato sia uguale a 2. 


Possiamo limitarci a considerare i razionali positivi. Sia, per assurdo, 


2= (2) = Lal) 
m m 
Dovremmo avere 2m? = n?. Per riconoscere che si tratta di un’uguaglianza 
impossibile, pensiamo alla scomposizione in fattori primi di un “quadrato per- 
fetto”, cioè il quadrato di un numero naturale; questa scomposizione si ottiene 
dalla scomposizione in fattori primi della base raddoppiando tutti gli espo- 
nenti. 

Ad esempio, dalla fattorizzazione 12 = 2° - 3, segue la fattorizzazione 
Miei =, 

Dunque nella scomposizione in fattori primi di un quadrato, il fattore 2 o 
non compare, oppure compare con un esponente pari. Questo è vero tanto per 
la scomposizione di n?, quanto per la scomposizione di m?. Ma allora nella 
scomposizione in fattori primi di 2m? il fattore 2 compare con un esponente 
dispari. e questo dimostra che 2m? non può coincidere con n?: numeri uguali 
hanno la stessa scomposizione in fattori primi. A parole: il doppio di un 
quadrato perfetto non può essere un quadrato perfetto. © D 


Il risultato che abbiamo appena ricordato risale alla scuola pitago- 
rica, e rappresenta in un certo senso il fallimento del tentativo portato 
avanti dalla scuola stessa di trovare una spiegazione del mondo basata sui 
numeri interi. Già per un semplice problema come quello della misura 
della diagonale del quadrato rispetto al lato, i numeri razionali (cioè i 
rapporti tra interi) non bastano: 


La diagonale del quadrato è incommensurabile rispetto al lato. 


La leggenda vuole che l’esistenza di segmenti incommensurabili ri- 
spetto ad altri sia stata divulgata da Ippaso di Metaponto, vissuto in- 
torno al 400 a.C., e che per questo gli Dei lo abbiano punito facendolo 
perire in un naufragio. 

Il fatto che non esistano soluzioni razionali dell'equazione (1), ci in- 
voglia a trovare “soluzioni approssimate” della stessa equazione battendo 
un’altra strada. Consideriamo un allineamento decimale del tipo 


TL =0Q.C1C2C3C4..., 


e cerchiamo di determinare la parte intera g e le cifre decimali c; in modo 
tale da soddisfare “al meglio” l'equazione (1). 

Per fare ciò, possiamo sfruttare sistematicamente il fatto che, se a e d 
sono due numeri razionali non negativi, la diseguaglianza a < b equivale 
all’altra a? < 62. Infatti b°? — a? = (b— a)(b+ a), dunque 6? — a? e b— a 
hanno lo stesso segno. 

Poiché 1% = 1 < 2, 22 = 4 > 2, il numero x che noi cerchiamo sarà 
compreso tra 1 e 2. dunque avrà una rappresentazione decimale del tipo 
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Figura 1.3-2. 

Le cifre decimali del numero 

x il cui quadrato vale 2 
vengono determinate una dopo 
l’altra; ciascuna cifra fornisce 
un’informazione dieci volte 
più precisa della precedente 
sulla localizzazione del numero 
stesso. 


Numero irrazionale 


= Lébeli 1» 


Il numero 1 è un’approssimazione per difetto di x e 2 un’approssima- 
zione per eccesso; ciascuno dei numeri razionali compresi tra 1 e 2 (sap- 
piamo che ce ne sono infiniti; v. problema 1.1-11) è una “soluzione ap- 
prossimata” dell’equazione (1’) non peggiore degli stessi numeri 1 e 2. 

Per determinare ci. prima cifra decimale dello sviluppo di x, possia- 
mo sfruttare lo stesso ragionamento: poiché (1.4)? = 1.96 < 2, (1.5)? = 
= 2.25 > 2, il numero x che noi cerchiamo sarà compreso tra 1.4 e 1.5, 
cioè si avrà 


s=i1400zG4.... 


L'intervallo di ampiezza 1/10 che ha come estremi i numeri 1.4 e 1.5 
può essere suddiviso in 10 parti uguali: possiamo localizzare x in uno 
degli intervalli di ampiezza 1/100 così ottenuti, procedendo ancora allo 
stesso modo: si trova che l’intervallo in questione è quello di estremi 
1.41 e 1.42 (dunque la seconda cifra dopo la virgola è 1) nel senso che 
(141) <2<(142)°. 

Evidentemente possiamo portare avanti il procedimento descritto fin- 
tanto che le energie ci sorreggono: ad esempio, dopo aver ripetuto almeno 
venti volte il procedimento di confronto tra i quadrati di “soluzioni ap- 
prossimate” della (1) ed il numero 2, si perviene ad una rappresentazione 
del tipo 


x = 1.41421 35623 73095 04880 ... . (2) 


dove i puntini di sospensione stanno ad indicare le cifre oltre la ventesima: 
alcune di tali cifre potrebbero essere ulteriormente calcolate ... dopo aver 
ripreso fiato. 

Ci si chiede: la (2) rappresenta l’inizio di un allineamento periodico? 
La risposta è negativa: se l'allineamento (2) fosse periodico, esso am- 
metterebbe una frazione generatrice n/m che soddisfa l'equazione (1), 
cioè si avrebbe n? = 2m?, cosa che sappiamo essere impossibile. 


A questo punto ci si trova davanti ad un dilemma: o si accetta di 
vivere in un mondo in cui esistono soltanto i numeri razionali, e dunque 
simboli come V2 sono privi di significato, oppure si dà diritto di cittadi- 
nanza agli allineamenti decimali non periodici, e si conviene di chiamare 
numeri anche questi ultimi. 

La decisione di chiamare numeri tutti gli oggetti rappresentati da 
notazioni del tipo 


#EG-G1C2636A -. + (3) 
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dove q € N. e ciascuna delle cifre c; è un intero compreso tra 0 e 9 
(con esclusione del “periodo 9”). suscita qualche perplessità. Se la suc- 
cessione delle cifre decimali è periodica, abbiamo un numero razionale. 
che è un oggetto che sappiamo manipolare: se la successione stessa non è 
periodica abbiamo un numero, che sarà logico chiamare irrazionale cioè 
non razionale, che sembra un oggetto inafferrabile se confrontato con un 
numero razionale. 

Nel caso di un numero razionale. la conoscenza della parte intera. 
dall’antiperiodo e del periodo (in tutto un numero finito di cifre) ci dà 
un'informazione completa sul numero stesso: ad esempio ci consente di 
determinare il valore di una qualsivoglia cifra decimale della sua rap- 
presentazione (| problema 1.2-6). 


Nel caso di un numero irrazionale, un'informazione completa richiede 
la conoscenza di infinite cifre, e questo sembra un ostacolo insormontabile 
da un punto di vista operativo. 

Per avere il diritto di chiamare numeri gli oggetti rappresentati dagli 
allineamenti (3). dovremo definire per essi le operazioni di addizione e 
moltiplicazione in modo che siano verificate le proprietà espresse dalla 
Tabella 1.1-1. e dovremo definire la relazione di ordine < . 

Nella restante parte di questo paragrafo ci occuperemo della relazione 
di < e daremo una prima idea del modo con cui possono essere definite 
le operazioni: nel numero seguente completeremo i nostri risultati. 

I numeri rappresentati dagli allineamenti (3) vengono chiamati nu- 
meri reali, ed il relativo insieme verrà indicato con il simbolo AR. 


L'insieme AR dei numeri reali è l'unione dell’insieme dei numeri razio- 
nali con l'insieme dei numeri irrazionali. 


Le operazioni tra numeri reali e la relazione di ordine < saranno 
definite in modo tale che, applicate a numeri razionali, diano gli stessi 
risultati che si ottengono quando i numeri razionali sono rappresentati 
mediante frazioni. Tutto ciò si esprime dicendo che Q non è soltanto un 
sottoinsieme di R. ma è un sottocampo del campo R. 

Occupiamoci della relazione di ordine tra numeri reali rappresentati 
da allineamenti del tipo (3). Diciamo innanzitutto che i numeri del tipo 


r=9q.c1c263..., qge N, 0<c;<9 


sono numeri reali positivi. salvo il caso in cui tanto la parte intera q 
quanto ciascuna delle cifre c; siano nulle. nel qual caso x è il numero 
naturale 0: nelle stesse ipotesi. i numeri rappresentati da allineamenti 
del tipo 


x =-q.c10203..., 
vengono chiamati numeri reali negativi. 

Scriveremo 1’ < 0 < x. Dunque ciascun numero negativo precede 
ciascun numero positivo nell'ordinamento che stiamo definendo. 

Se si devono confrontare due numeri positivi. diciamo x ed y. si 
procede esattamente come abbiamo fatto per i numeri razionali all’inizio 
del paragrafo 1.2. usando l'ordinamento alfabetico (0, come anche si dice, 
lessicografico): si confrontano le parti intere, e se sono diverse precede 
il numero a cui compete la parte intera minore: se sono uguali si con- 
frontano la prime cifre decimali. e se queste coincidono si procede fino 
a trovare due cifre decimali di ugual posto diverse tra loro. Tra i due 
numeri dati, precede quello a cui corrisponde la cifra minore. 

Ad esempio, il numero x = 2.453... precede il numero y = 2.471... 
perché essi hanno in comune le parti intere e le prime cifre decimali, ma 
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la seconda cifra decimale del primo numero è minore della corrispondente 
cifra decimale del secondo. 

Valore assoluto Se poi dobbiamo confrontare due numeri negativi, possiamo con- 
siderare i relativi valori assoluti: il valore assoluto di un numero po- 
sitivo o nullo è il numero stesso, mentre il valore assoluto del numero 
T = —-Q.C1C02C3... è il numero 


n] :=:g.cicaca.» 
cioè il numero reale non negativo la cui rappresentazione decimale si 
ottiene da quella di x sopprimendo il segno meno (—) che la precede. 


Tra due numeri negativi assegnati, è minore quello che ha il valore 
assoluto maggiore. Ad esempio, se 7 = —3.41...ey = —3.53..., si ha 
|lo|=:3.-41...<|y|=3:53...., quindi ygi=—3.53.... <= 341... 


Y Di 0 1 
rr —e—_——r————————r—T 1 —_—1. 
SE N 
x N 
su 
sa 
Sè 
x» 
è A 
Figura 1.3-3. È SESÙ 
Nel confronto tra due numeri = i Ie 
negativi, è minore quello a x 
cui compete il valore assoluto 0 lc] 1 lyl 
maggiore. 
Legge di tricotomia La scrittura r < y sta a significare che vale una delle due alternative 


x = y oppure x < y. Abbiamo così introdotto una relazione di ordine 
totale in R: per ogni coppia di numeri reali 7 e y vale una ed una sola 
delle tre alternative 

O<M, D=V 03% (4) 


Torniamo all’equazione x? = 2: in che senso possiamo dire che il 


numero irrazionale 
x = 1.4142135623 73095 04880 .... 


è soluzione di tale equazione? Per rispondere a tale domanda dobbiamo 
chiarire cosa si intende per quadrato di un numero reale; più in generale, 
dobbiamo definire la somma ed il prodotto tra numeri reali. 


La relazione di ordine che abbiamo appena studiato viene in nostro _ 
aiuto. Consideriamo i numeri razionali (anzi decimali, cioè esprimibili 
mediante frazioni decimali) che si ottengono troncando x alla parte in- 
tera, alla prima cifra decimale, alla seconda cifra decimale e così via: 


1, 14, 141, 1414, 14122, 


Ciascuno di essi è un’approssimazione razionale per difetto di x, 
mentre i numeri che si ottengono dai precedenti sommando, nell’ordine, 
1,1/10,1/100,1/1000 e così via, sono approssimazioni razionali per ec- 
cesso. 


In modo più formale, se si pone 
to =l, ci:=1l4 2,:=14l cs= 1404 ra =14142, 
e così via, si ha, per ogni naturale n. 
Ca SEE + 1/10. (5) 
Si tenga presente che 
LAL0==1077*=10:000.00011 


n-1l zeri 
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La successione di approssimazioni rn individua x, nel senso che cia- 
scuna approssimazione x, localizza x stesso in un intervallo di ampiezza 
107”, intervallo dieci volte più piccolo di quello individuato dall’approssi- 
mazione rn-1. Possiamo dire. con un po’ di fantasia, che ogni nuova cifra 
decimale decuplica l’informazione su x. 

Se abbiamo due numeri reali, a e d, possiamo considerare le due suc- 
cessioni di approssimazioni decimali @09.@1.@2,... e do. db1, db... costruite 
nello stesso modo che abbiamo appena visto per il numero x. Allora la 
somma a + b ed il prodotto ab sono individuati, in un senso che preci- 
seremo nel paragrafo seguente, dalle successioni di approssimazioni 


ao +bo. a1+b1. a2+bo. 
e rispettivamente 
aobdo. abi. azb9, 


In particolare, il quadrato di x è individuato dalla successione 
a 
Dire che x? = 2, significa affermare che tale successione individua il 
numero 2, nel senso che x? può essere reso arbitrariamente prossimo a 
2. In termini equivalenti, possiamo dire che i residui 


2 
n 


Ta =2i—:% 
possono essere resi arbitrariamente piccoli a patto di prendere l'indice 
n abbastanza grande. Nel paragrafo seguente impareremo che, in gergo 
tecnico, si dice che 2 è l'estremo superiore della successione x2; più avanti 
ancora vedremo che 2 è anche il limite della stessa successione. 

Nel caso particolare che stiamo esaminando la dimostrazione del fatto 
che i residui r, possono essere resi arbitrariamente piccoli è abbastanza 
facile: se si tien conto del modo con cui sono stati definiti i numeri Xn 
(si veda la formula (5)), abbiamo che 


x <2<(x2+107")?=22+2-10-"z,+(10-")?, 
da cui, sottraendo 72 dai tre termini della doppia disuguaglianza, si 
ottiene 
0<rn=2-x2<2-107"zn+(107")?. 
Ora (107-”)? = 107?” è minore di 107” (7 problema 1.1-7); si tenga 
presente che 
19”*"= 0..000....000.1, 
—_—————y_—— —» 
2n-1 zeri 
Poiché ciascuna approssimazione rn è minore di 2, si trova in defini- 
tiva 
Ora < 41074197 = 5107. 
L'ultima quantità è prossima tanto quanto si vuole 0 a patto di pren- 
dere l'indice n abbastanza grande: infatti 
5-107" =0.000...0005. 
Nea, cn 
n—1 zeri 


Terminiamo qui provvisoriamente la nostra descrizione dei numeri 
reali. Nel paragrafo seguente dovremo esaminare a fondo la relazione di 
< in R: scopriremo che R possiede una proprietà importante che Q, al 
contrario. non possiede: la proprietà di completezza. 
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1.4 


Minimo e massimo 


Insieme finito, 
insieme infinito 


Insieme limitato, 
insieme illimitato, 


Maggiorante, minorante 


Definizione 1.4-1. D 


COMPLETEZZA DEL CAMPO REALE 


Siano x; e > due numeri reali distinti; sappiamo dal paragrafo prece- 
dente che, in virtù della legge di tricotomia, si ha necessariamente x1 < 
< xo, oppure (aut) r2 < x1. In termini equivalenti possiamo dire che 
per l’insieme A costituito dai due numeri assegnati 


A:={x1;02} 


esiste un elemento minimo ed un elemento massimo. 
Se, ad esempio, si ha 7] < x2, scriveremo 


x; = min A, ro=maxA. 


Se l’insieme A è costituito da tre elementi distinti, diciamo x1, 72 e 
€3, ancora possiamo dire che esiste un minimo ed un massimo in A: basta 
confrontare x; con ro e prendere il minimo ed il massimo tra questi due 
numeri; il minimo di A sarà il più piccolo tra il minimo appena calcolato 
e 13, il massimo di A sarà il più grande tra il massimo appena calcolato 
e T3. 

Se A è costituito da un numero finito di elementi, anche “molto 
grande” (ammesso di sapere che cosa significhi esattamente questa espres- 
sione), è certamente possibile determinare il minimo ed il massimo di A. 
Dire che A è costituito da un numero finito, diciamo n € N*, di elementi, 
significa dire che A può essere scritto nella forma 


Ari to aaa 


dove i numeri tra parentesi graffe sono a due a due distinti. 


Il procedimento che abbiamo descritto poco sopra nel caso n = 3, 
funziona in generale. Si calcolano innanzitutto il minimo ed il massimo 
dell’insieme {x1,r2}; questi si confrontano con x3 e, se necessario, si 
calcolano i nuovi valori del minimo e del massimo. Si procede allo stesso 
modo fino a confrontare l’ultimo numero, x, con il minimo e il massimo 
dell’insieme {x1,2,..., Cn-1}: con 2(n — 1) confronti, il minimo ed il 


massimo di A vengono determinati. 


Come si pone il problema della determinazione del minimo e del 
massimo per un insieme A infinito? 

Innanzitutto può capitare che, comunque si prenda un numero reale 
M, esista un elemento dell’insieme A che supera M stesso. È il caso 
dell'insieme N dei numeri naturali: per ogni numero reale M, esiste un 
numero naturale n (in realtà ne esistono infiniti) tali che n > M. Per il 
momento accettiamo questo fatto come “evidente”: nel paragrafo 1.6 ne 
daremo la dimostrazione. 

Al contrario può darsi che esista un numero M tale che x < M per 
ogni r E A. 


Per distinguere in modo formale le due situazioni appena descritte, 
introduciamo la seguente 


Dato l’insieme (non vuoto) A CR, diremo che M € R è un maggiorante 
di A se a < M per ogni a € A. L'insieme A si dice limitato supe- 
riormente se ammette maggioranti, illimitato superiormente se è privo 
di maggioranti. 


Alcuni Autori preferiscono parlare di limitazioni superiori anziché 
di maggioranti. In maniera perfettamente simmetrica si introduce la 
nozione di minorante (o limitazione inferiore) di un insieme A: si tratta 


di un numero (se esiste) che non supera alcun clemento di A. 
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Definizione 1.4-2. D 


Ogni insieme finito 
è limitato 


Esistenza del minimo 
e del massimo 


Figura 1.4-1. 

Percorrendo la retta reale a 
partire da un minorante di 
A fino ad un maggiorante, 
s’incontrano il minimo ed il 
massimo di A? 


© 88-08-1148 
In modo più formale: 


Dato l’insieme (non vuoto) A CR, diremo che m € R è un minorante 
di Asem <a perogni a € A. L’insieme A si dice limitato inferiormente 
se ammette minoranti, illimitato inferiormente se è privo di minoranti. 


Ad esempio, l’insieme N dei naturali è illimitato superiormente, ma 
limitato inferiormente: 0, oppure un qualunque numero reale negativo 
è un minorante di N. Al contrario Z è illimitato tanto inferiormente 
quanto superiormente. 


Un insieme A che sia limitato tanto inferiormente quanto superior- 


mente di dirà semplicemente limitato. 


All’inizio di questo paragrafo abbiamo visto che ogni insieme finito 
è limitato: il minimo di A ed il massimo di A sono rispettivamente un 
minorante ed un maggiorante di A stesso. 

Il viceversa non è necessariamente vero: l'insieme dei numeri > 0 e < 
1 (impareremo tra breve che questo insieme si indica con il simbolo [0, 1]). 
è certamente limitato ma non è finito: esso contiene infiniti elementi, e 
precisamente infiniti razionali (] problema 1.1-11) ed infiniti irrazionali, 
come vedremo nel paragrafo 1.6. i 


Attenzione, dunque: 


Non confondere gli aggettivi finito e limitato! 


Torniamo al problema del massimo e del minimo di un insieme A 
infinito. Supponiamo che A sia limitato, dunque esistono due numeri m 
e M tali che m < a < M per ogni elemento a di A. 

Ci si chiede: esiste un elemento minimo in A, cioè un elemento ap- 
partenente ad A e minore di tutti i restanti elementi? In modo formale: 
esiste a’ € A tale che 


a' <a per ognia € A? 


Analogamente, esiste in A un elemento massimo, cioè un a” € A tale 
che 


a" >a perognia € A? 


Poiché abbiamo supposto A limitato. a prima vista sembra di poter 
rispondere affermativamente alle due domande poste. Se rappresentiamo 
i numeri appartenenti ad A mediante punti su una retta orientata, nel 
modo consueto, abbiamo che i punti rappresentativi di elementi di A 
giacciono “a destra” del punto che rappresenta m. e “a sinistra” del 
punto che rappresenta M. 


Se immaginiamo un punto che si muova sulla retta da m ad M, 


ci sembra di poter dire che esso incontrerà un “primo punto” di A, e 
abbandonerà A stesso dopo aver toccato un “ultimo punto” di A: questi 


due punti dovrebbero corrispondere al minimo ed al massimo del nostro 
insieme. 
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Esempio 1.4-1. 


Estremo inferiore, 
estremo superiore 


Ad un esame più attento, le considerazioni precedenti si rivelano 
ingenue e ingannevoli. 


Consideriamo l’insieme 
A:={107"; n e N*}={1/10, 1/100, 1/1000,... te 
in altri termini: consideriamo l’insieme costituito dai numeri del tipo 


= 
107" = 0.0000...0001, 


n—1 zeri 


dove n assume tutti i valori interi positivi. 


Chiaramente si tratta di un insieme limitato: tutti i numeri che 
abbiamo posto nell'insieme A sono > 0 e < 1. Dunque 0 e tutti i numeri 
negativi sono minoranti di A, 107! = 0.1 e tutti i numeri più grandi di 
0.1 sono maggioranti di A. In effetti 0.1 è il massimo di A (in simboli: 
max A = 0.1) in quanto 


107” < 0.1 per ogni n € N°. 


Che dire circa il minimo di A? Comunque si prenda un elemento di 
A, diciamo 107£, ne esiste in A uno più piccolo, ad esempio 107&#+1), 
numero che ha come rappresentazione decimale 0 seguito da & zeri dopo 
la virgola e da un 1, mentre 10-* ha soltanto & — 1 zeri dopo la virgola. 
D'altra parte il numero 0 non può essere candidato al ruolo di minimo 
dell'insieme A, per la semplice ragione che tale numero non è stato posto 
nell’insieme in questione. 


Conclusione: A è privo di minimo. © D 


La situazione che abbiamo descritto nell'esempio precedente è molto 
comune; ad esempio il lettore può verificare da sé che anche l'insieme 


IWrane N" ={11/2,13,1/4.--} 
ammette 1 come massimo ed è privo di minimo, mentre l’insieme 
{n/(n+1); n e N} = (0, 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, ...} 


ammette 0 come minimo ed è privo di massimo, pur essendo tutti i 
numeri in questione minori di 1. 


Ci si pone il problema di vedere se è possibile definire due numeri che 
facciano le veci del minimo e del massimo, cioè due numeri che coincidano 
rispettivamente con il minimo ed il massimo quando questi esistono, ma 
siano univocamente definiti anche quando questi ultimi non esistono. 


Il problema può sembrare artificioso: in fondo, una volta constatato 
che in certi casi il minimo ed il massimo non esistono, non si vede perché 
complicarsi la vita con ulteriori definizioni. Le cose non stanno proprio 
così. Speriamo di convincere il lettore presentandogli ulteriori esempi. 


Prima di fare ciò, consideriamo ancora per un istante il caso in cui 
A è dotato di massimo, cioè esiste un elemento di A, max A, che non è 
superato da alcun elemento di A stesso. La disuguaglianza 


a<max A per ognia € A 


esprime il fatto che max A è un maggiorante di A. Esso è un maggiorante 

molto speciale: è il più piccolo dei maggioranti. Analogamente il minimo 

di A, min A, ammesso che esista, è il più grande tra i minoranti di A. 
Una situazione che ci conduce a considerare il più piccolo tra i mag- 


gioranti di un certo insieme ed il più grande tra i minoranti di un altro 
insieme è illustrata dal seguente 
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|p Esempio 1.4-2. 


Figura 1.4-2. 

Per ogni poligonale inscritta 
si ottiene una poligonale 

di lunghezza maggiore 
aggiungendo un vertice. 


Elemento di separazione 
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Consideriamo una semicirconferenza di raggio 1. Rispetto ad sistema 
di assi cartesiani una tale semicirconferenza può essere rappresentata 
dall’equazione 


y=Vl-x2, -1<x<1, 


dove s'intende di prendere la radice quadrata aritmetica, cioè non nega- 
tiva, del radicando. 


Alla domanda: “Quanto è lunga la semicirconferenza considerata?”, 
la maggior parte dei lettori risponderà 7. Se poi si chiede che cos'è 
questo 7, alcuni diranno che è 3.14, altri, più raffinati, preciseranno che 
3.14 è soltanto un valore approssimato di 7, che in realtà è un numero 
irrazionale, dunque ha una rappresentazione decimale illimitata non pe- 
riodica. 


Tutto bene, salvo un particolare: ci siamo dimenticati di definire che 
cosa sia la lunghezza della semicirconferenza considerata. La questione 
non è oziosa: come possiamo calcolare (sia pure in modo approssimato) 
un numero definito come lunghezza di un’arco di circonferenza, se prima 
non si specifica come si fa a misurare la lunghezza di tali archi? 


Per uscire da questa situazione, possiamo ricorrere ad un’idea molto 
antica, risalente ad Archimede, vissuto a Siracusa nel terzo secolo a.C. 


Noi sappiamo che cosa sia la lunghezza di una poligonale (0 spezzata): 
è la somma delle lunghezze dei segmenti che la compongono. L’idea è al- 
lora quella di inscrivere e circoscrivere poligonali alla semicirconferenza 
considerata: sia L’ l'insieme numerico costituito dalle lunghezze delle 
poligonali inscritte e L” l'analogo insieme relativo alle poligonali circo- 
scritte. Gli elementi di L’ forniranno stime per difetto del numero che 
noi vogliamo definire, gli elementi di L” forniranno stime per eccesso. 


In altri termini, noi definiamo la lunghezza della semicirconferenza 
di raggio unitario, come quel numero che separa gli insiemi L’ e L”, cioè 
quel numero che è maggiore di tutti gli elementi di L' e minore di tutti 
gli elementi di L”. 


È facile vedere che L’ non ha massimo: data una poligonale inscritta, 
basta aggiungere un vertice per ottenere una poligonale di lunghezza 
maggiore; in modo analogo si dimostra che L” non ha minimo. 

Un esame più dettagliato, che si può compiere, ad esempio, esami- 
nando le poligonali regolari inscritte e circoscritte (| par. 7.1), mostra 


che gli insiemi L' ed L” sono contigui oltre che separati (| problema 
1.4-13), cioè esiste un solo numero che separa L’ e L”. Questo elemento 


di separazione è, per definizione, t. Dunque x è il più piccolo tra i 
maggioranti di L’ ed il più grande tra i minoranti di L”. © D 
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Figura 1.4-3. 

Inscrivendo e circoscrivendo 
alla semicirconferenza di raggio 
1 due poligonali regolari di 

tre lati, si ottengono le stime 


3<7<2V3=3.464101.... 


Definizione 1.4-3. D 


Completezza di R 


Proposizione 1.4-1. D 


Le considerazioni precedenti ci suggeriscono di porre la seguente 


Sia A un insieme limitato superiormente; si chiama estremo superiore di 
A, in simboli 


sup A, 


il più piccolo tra i maggioranti di A. Analogamente, se A è limitato 
inferiormente, si chiama estremo inferiore di A, in simboli 


inf A 
il più grande tra i minoranti di A. 


Evidentemente, se max A esiste, si ha sup A = max Ai se min A esiste 
si ha inf A= minA. 
Il problema è: 


e Siamo sicuri che le definizioni poste abbiano senso, cioè siamo sicuri 
che i numeri sup A e inf A esistano? 


La cosa è tutt’altro che ovvia. Dopo tutto l'insieme dei maggioranti 
di A, se non è vuoto, cioè se A è limitato superiormente, è costituito 
da infiniti elementi: ogni numero maggiore di un maggiorante è ancora 
un maggiorante. Noi stiamo parlando del minimo di un insieme infinito, 
subito dopo aver constatato che un insieme infinito può esser privo di 
minimo. 

Il fatto è che l’esistenza degli estremi superiore e inferiore di un in- 
sieme limitato di numeri reali è una proprietà di R, cioè costituisce un 
risultato che deve essere dimostrato. 

Vedremo che un risultato analogo non sussiste in Q. e ciò costitu- 
isce, a posteriori, la motivazione principale per prendere come fonda- 
mento dell'Analisi Matematica l’insieme R dei numeri reali piuttosto 
che l’insieme Q dei razionali. 

Enunciamo dunque e dimostriamo il risultato centrale di questo capi- 
tolo, sotto forma di 


Ogni insieme (non vuoto) di numeri reali, limitato superiormente, am- 
mette estremo superiore; ogni insieme (non vuoto) di numeri reali, limi- 
tato inferiormente, ammette estremo inferiore. 


Come si vede, il teorema si compone di due enunciati. Si tratta 
tuttavia di due enunciati equivalenti nel senso che uno implica l’altro: se 
ogni insieme superiormente limitato ammette estremo superiore, allora 
ogni insieme inferiormente limitato ammette estremo inferiore e vice- 
versa. 

Sia dato infatti un insieme A di numeri reali: consideriamo l’insieme, 
diciamo A7, costituito dagli opposti degli elementi di A: 
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Figura 1.4-4. 
Per ogni maggiorante M di A, 


il numero —M è un minorante 
di A. 


Dimostrazione S 


© 88-08-1148 


AT :={rcR;-r€e A}. 


Allora per ogni maggiorante M di A, —M è un minorante di A7; per 
ogni minorante m di A, —m è un maggiorante di AT. 


00m A M 
Aa 0 


—M a 


Se l'insieme A ammette l’estremo superiore sup A, l’insieme AT am- 
mette l’estremo inferiore — sup A; se A ammette estremo inferiore inf A, 
AT ammette l'estremo superiore — inf A. 


Occupiamoci dell’enunciato relativo all'estremo inferiore. Supponiamo, per 
semplicità, che A sia costituito soltanto da numeri non negativi. Sia x un 
elemento di A e q € N la sua parte intera. Esaminiamo uno dopo l’altro i 
numeri naturali 0,1,....q — 1,g, fino a determinare il più grande tra di essi 


che è un minorante di A. Sia n tale minorante: dunque n < x per ogni r € A, 
mentre esistono elementi di A minori di n + 1. 


Ci sono altri due modi per esprimere la stessa circostanza: possiamo dire 
che l’intervallo che ha come estremi n e n + 1 contiene punti di A, mentre 
nessun punto di A giace “a sinistra” di n; alternativamente possiamo dire che 
A contiene almeno un elemento con parte intera n e nessun elemento con parte 
intera < n. 


Fissato così n, dividiamo in dieci parti uguali l'intervallo di estremi n e 
n +1 e determiniamo quello, tra i sottointervalli ottenuti, che si trova nella 
stessa situazione dell’intervallo di partenza. Ciò significa che determiniamo il 
più grande numero naturale a1, con 0 < a1 < 9, tale che n + a1/10 sia un 
minorante di A. Dunque A contiene almeno un elemento con parte intera n e 
prima cifra decimale 1. 


Così possiamo proseguire: una volta costruiti 21, @2,..., Qj-1, possiamo 
definire a; come il più grande intero compreso tra 0 e 9 tale che 
Q1 Qj-1 Aj 
n+tT+...+ ++ 
10 105-1 109 


sia un minorante di A. È chiaro che, per ogni j € N*, il numero appena 
scritto (che ha la rappresentazione decimale n.012 ...@;-10;) è il più grande 
minorante di A che abbia una rappresentazione decimale con non più di j cifre 
decimali. 

Il numero reale m che ha n come parte intera e 1, 2,03, G4,... come 
cifre decimali, cioè 


m:=n.01020304 ..., (1) 
è, per costruzione, un minorante di A, ed ogni minorante di A è minore o 


uguale ad m. Ne consegue che m = inf A. @ D 


Il numero m non appartiene necessariamente ad A, ma per il modo 
stesso con cui è stato costruito, esso gode della proprietà seguente: per 
ogni j € N* esiste almeno un numero nell’insieme A con parte intera n 


e Q1,@2,...,Qj-1,a; come cifre decimali di indici < j, cioè un numero 
del tipo 
n.102 - - | Gj-10j;Cj+1Cj+2--- ; 


@;+1 è il minimo valore assunto dalla cifra c;+1 tra tutti gli elementi di 
A del tipo indicato. 
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|p Esempio 1.4-3. 


Figura 1.4-5. 


Grafico della funzione 
Lt (20+2)/(L+2) perLt 20. 


Sia A l’insieme costituito dai numeri 107”, n € N*, come nel precedente 
esempio 1.4-1: applicando il procedimento dimostrativo della propo- 
sizione precedente si trova subito 


inf A=0.000...=0. 


Si osservi che 0 non appartiene ad A. Supponiamo analogamente che 
B sia l’insieme costituito dai numeri 
1.333333 ...., 
1,1933833. ; 
1:113333.....; 
I L1IS39 ora 
1. JI33:% 


Applicando il procedimento dimostrativo del precedente teorema si 
trova 


inf B= 1.111111...=1Î=10/9€B. ® D 


La proposizione 1.4-1, appena dimostrata, esprime una proprietà di 
R nota come completezza. 


È importante rendersi conto del fatto seguente: 


Il campo Q dei numeri razionali non è completo. 


Consideriamo gli insiemi A e B così definiti: poniamo in A i numeri 
razionali negativi, lo zero, e i razionali positivi che hanno quadrato minore di 
2, in Bi restanti numeri razionali. 


Poiché già sappiamo (7 Prop. 1.3-1) che non esistono numeri razionali il 
cui quadrato è uguale a 2, in B vengono posti tutti i numeri razionali positivi 
aventi quadrato maggiore di 2 e soltanto essi. 


I maggioranti razionali di A sono gli elementi di B, i minoranti razionali 
di B sono gli elementi di A. Se A ammettesse estremo superiore razionale, 
questo dovrebbe essere il minimo di B: se B ammettesse estremo inferiore 
razionale, questo dovrebbe essere il massimo di A. 


Ma noi ora dimostreremo che A non ha massimo e B non ha minimo, e 
dunque la Proposizione 1.4-1 non sussiste se al posto di R si considera Q. 
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Infatti, per ogni a € A, l’elemento 


daro 
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unita al fatto che l’estremo inferiore dell’insieme costituito dai numero 
107” è 0 (7 esempio 3), ci consente di affermare che 


x=sup{fxn; ne N}=inf{xn+10°"; ne N}. 


Se abbiamo due numeri reali non negativi, siano x e y, e definiamo 
Yn in modo analogo a quanto abbiamo fatto per rn, possiamo definire 
x +y come l’estremo superiore dell’insieme dei numeri rn + Yn, oppure 
come l’estremo inferiore dell’insieme dei numeri 2n + yn + 2 - 107”, ad 
esempio possiamo porre 


r+y:=Sup{fen+yn;n € N}. (2) 


Il numero x + y così definito è l’elemento di separazione tra i due 
insiemi contigui di numeri razionali 


{en+ynsine N}, {en+yn+2-107";n e N} 


(| problema 1.4-13 al termine del paragrafo). 


Ad esempio, se x = V3, y = v2, abbiamo i dati mostrati dalla 
seguente tabella: 


n Tn Yn In +Un 

0 JE de 2. 

1 17 1.4 Sl 

2 1.73 1.41 3.14 

3 1.732 1.414 3.146 

4 1.7320 1.4142 3.146 2 

5 1.732 05 1.41421 3.146 26 

6 1.732 050 1.414 213 3.146 263 

tà 1.732 0508 1.4142135 3.146 264 3 
8 1.732 050 80 1.414 213 56 3.146 264 36 
9 1.732 050 807 1.414 213 562 3.146 264 369 


Se vogliamo definire la somma tra un numero reale positivo x ed un 
numero reale negativo y mediante una definizione simile alla (2) occorre 
fare attenzione. Se 


y= — s.d1dod3d4 vel 


è la rappresentazione decimale di y, indichiamo con yn il numero razio- 
nale positivo ottenuto troncando alla n-sima cifra decimale la rappresen- 
tazione decimale del valore assoluto di y. cioè sia 


Un = s.d1dod3d4 MIRE dii. 


Si ha la doppia disuguaglianza yn < |y| < yn + 107”, o in forma 
equivalente 


—(Yn + W1sy% Un. 
Potremo allora porre 
T+y:= supfen — (yn +107”); ne N*}. (3) 


Ad esempio, ser = V3ey= —v2, per la definizione del numero 
wc+y=v8—- v2 abbiamo i dati forniti dalla seguente tabella 
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n Ca —(Un +10") Cn — (Un +10") 
(0) 1 2. —1 

1 37 —1.5 0.2 

2 L..73 —1.42 0.31 

3 1.792 —1.415 OLE 

4 1.7320 —1.4143 03177 

5 1.732 05 —1.41422 0.317 83 

6 1.732 050 —1.414214 0.317 836 

M 1.7320508 —1.4142136 0.317 8372 

8 1.732.050 80 —1.414213 57 0.317 837 23 
9 1.732.050 807 0.317 837 244 


—1.414 213 563 


Nell'ultima colonna si viene a formare una successione crescente di 
numeri razionali il cui estremo superiore è, per definizione. il numero 
reale x — y. 

E facile verificare che x = g.c10203c4 ... e —x := —q.C102C3C4 ... sono 
opposti uno dell'altro, cioè 

c+(-x)=0, 
in quanto l'estremo superiore dell’insieme dei numeri —107” (sono i nu- 
meri che si vengono a formare nell'ultima colonna della tabella analoga 
a quella dell'esempio numerico mostrato poco sopra) è 0. 

Se poi vogliamo definire la somma tra due numeri reali negativi. y e 
y'. possiamo semplicemente dire che tale somma è l'opposto della somma 
dei loro valori assoluti: 

na 7 
y+y =-(lyl+ly)). (4) 

Per definire il prodotto dei numeri reali positivi x e y possiamo porre 
r-y:= SUp{an:yn:ne N}: (5) 


possiamo poi completare la nostra definizione ponendo 


—[c-(-y)]. ser >0.y<0. 
c:yi=<%-[(-2)-y. ser<0,y>0, (5') 
[(x)-(-y)]. ser <0.y<0. 


Le definizioni che abbiamo appena posto sono dettate dal desiderio 
di rendere valida la proprietà distributiva. quali che siano i segni dei 
fattori in gioco. Mostreremo tra breve altre proprietà che discendono 
dalla proprietà distributiva. 

Abbiamo dunque chiarito come sia possibile definire su R le ope- 
razioni di addizione e moltiplicazione. Possiamo intanto dare uno sguardo 
d’insieme al campo dei numeri reali: 


Il campo AR dei numeri reali è ordinato e completo. 


Tutto ciò può essere sintetizzato nella Tabella 1.4-1, che è ottenuta 
dalla Tabella 1.1-1 con l'aggiunta di una quarta “cornice”. 


S'intende che le proprietà associativa, commutativa e distributiva 
valgono quali che siano i numeri che in esse compaiono. In particolare 
i simboli x, y e 2 stanno ad indicare numeri reali tanto positivi quanto 
negativi. 

La proprietà associativa rende superfluo l’uso di certe parentesi: si 
possono scrivere espressioni come r-+y+z, oppure xyz, senza ambiguità. 
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Tabella 1.4-1. R è un campo ordinato e completo. 


(c+y)+2=c+(y+z). (ey)z=(y2) 
(proprietà associativa) 


a+y=y+2x, xy=yx 
(proprietà commutativa) 
Esiste un elemento, denotato 0 (zero), tale che x +0 = x per ogni x 


(esistenza del neutro additivo) 


Esiste un elemento # 0, denotato 1 (uno) tale che 1 - x = x per ogni x 
(esistenza del neutro moltiplicativo) 


c(y+z)=xy+az 
(proprietà distributiva) N 


Per ogni x esiste y tale che 7 +y = 0 


(esistenza del simmetrico additivo (= opposto)) Z 


Per ogni x # 0 esiste 2 tale che az = 1 


(esistenza del simmetrico moltiplicativo (= reciproco)) Q 


Ogni insieme (non vuoto) di numeri reali limitato superiormente 
ammette estremo superiore 
(completezza del campo reale) R 


L’opposto di x si indica —, il reciproco di x (se questo è diverso da 0) 
si indica r7!. Si osservi che se x è negativo. —2 è positivo. 
Sottrazione e divisione La sottrazione e la divisione sono definite nel modo seguente: 


a-yi=rt+(-y), c/yi=e-y! (4#0). 

In particolare 1/2 = xa7!. per x # 0. 

Dalle proprietà delle operazioni (sono quelle contenute nel riquadro 
con l'etichetta Q) seguono numerose altre proprietà che probabilmente. 
il lettore è abituato ad usare senza rifletterci troppo: a rigor di termini 
ciascuna di esse è un teorema, nel senso che può essere dimostrata a 
partire dalle proprietà citate. Ecco un elenco delle proprietà più signi 
ficative: 


1. Gli elementi neutri dell’addizione e della moltiplicazione, 0 e 1, sono 
unici. 

2. L'opposto di un numero, e così il suo reciproco se tale numero è 
diverso da zero, sono unici. 

3. L'opposto dell’opposto di un numero, ed il reciproco del suo re- 
ciproco, se tale numero è diverso da zero. coincidono con il numero 
stesso: —(-—x) = x, (€11) 1 = a. 

4. L’opposto della somma di due numeri è uguale alla somma dei loro 
opposti; il reciproco del prodotto di due numeri (diversi da zero) è 
uguale al prodotto dei loro reciproci : 


-@Rigy=-e-y, liane. 


5. LEGGE DI ANNULLAMENTO DEL PRODOTTO. Il prodotto di zero per 
un qualunque numero è uguale a zero: 0 - x = 0. Inversamente. se il 


prodotto di duc numeri è nullo, allora uno (almeno) di essi è nullo. 
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6. Il prodotto di un numero per —1 dà l'opposto di quel numero: 


—l.g=T-% 


A titolo di esempio, dimostriamo le proprietà 5 e 6. Cominciamo 
dalla 5. Posto 2 := 0 - 2, si tratta di dimostrare che x + 2 = x. Ora 


r+2z=1-r2+0-x=(1+0)-x=1-r=x. 


Abbiamo sfruttato essenzialmente la proprietà distributiva. Sup- 
poniamo ora che sia 7y = 0 e x # 0; vogliamo dimostrare che y è 
necessariamente 0. Se x # 0, esiste 771; moltiplicando l’uguaglianza 
xy=0 per 2°! si ottiene: 


x (ey) =x-0=0, 
cioè (2_!x)y= 0, da cui finalmente 1-y=y = 0. 
Abbiamo sfruttato l’esistenza del reciproco, la proprietà associativa 
del prodotto e la proprietà appena dimostrata. 


Veniamo alla 6. Posto y := —1-x, si tratta di dimostrare che y+x = 0. 
Ora si ha 


y+a=-1-r+1-x=(-1+1)-2=0-r=0. 


Abbiamo ancora sfruttato, nell’ordine, la distributività e il primo dei 
due enunciati contenuti nel punto 5. 

Abbiamo già osservato che le proprietà associativa e commutativa, 
valide per l’addizione e la moltiplicazione tra numeri reali, rendono su- 
perflue certe parentesi: ad esempio, un simbolo come a + bd + c è perfet- 
tamente legittimo, in quanto può essere interpretato indifferentemente 
come (a + bd) + c, (a + c) + d oppure (db + c) + a. Lo stesso vale per il 
prodotto abc, ed il tutto vale anche se gli addendi (o i fattori) sono più 
di tre. 

Supponiamo di avere n numeri reali. siano i numeri a, 9, ...,Qn; 
i numeri in questione non sono necessariamente distinti tra loro. Per 
indicare la somma e il prodotto dei numeri assegnati si introducono le 
abbreviazioni 


n n 
>> Qi =] +02+...+ 0a; Ile = 0109-.-Gn; 
i=1 i=1 

che si leggono: “somma per i da 1 a n (prodotto per i da 1 a n) di 
a;”. I simboli Y e II non sono altro che le lettere sigma e pi (maiuscole) 
dell'alfabeto greco: l’uso del simbolo Y per abbreviare la scrittura di 
certe somme fu introdotto, a quanto pare, da Joseph-Louis Lagrange nel 
1772: 

In luogo dei simboli introdotti si usano correntemente anche le va- 
rianti Y)_, &; [{{_; @;. ed altre simili: per n = 1 si conviene di porre 
: re dg Lia Q'- Af: 

L'indice è (indice di sommazione) può essere sostituito da una qualun- 
que altra lettera (diversa da n), senza alterare il significato del simbolo. 
Ad esempio 


L'indice di sommazione ha dunque il ruolo di una variabile fittizia. 
Ad esempio, la media aritmetica dei numeri x1, x2, ..., n, di cui ci occu- 
peremo nel paragrafo 1.6. si può scrivere 


n 
Tr+%2+t...+%n 1 
=_ Ck, 


n 
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oppure (77, x;)/n, e così via. 

Il primo valore dell'indice variabile può essere diverso da 1; ad esem- 
pio può essere comodo assumere il valore iniziale 0 se si vuole scrivere in 
forma compatta un polinomio 


Di 
ao +a1X + 90° +... + ana"; 


basta scrivere Y}_y dr, usando la convenzione 2° := 1. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


1.4-1. Si consideri il numero 
0.1234567891011121314... 

(dopo il punto decimale si susseguono le rappre- 

sentazioni decimali dei numeri interi positivi); si 

chiede se esso è razionale o irrazionale. Stessa 

questione per il numero 
0.101001000100001000001 ... . 

1.4-2* Dimostrare che 


[ numero razionale ] + [ numero irrazionale ] = 
= [ numero irrazionale ]; 
[ numero razionale # 0 ] - [ numero irrazionale ] = 
= [ numero irrazionale ]. 
(SUGGERIMENTO. Si ragioni per assurdo.] 
È vero che la somma e il prodotto di due numeri 
irrazionali sono in ogni caso irrazionali? 
1.4-3. Se a e b.sono numeri razionali con a < bd. 
si verifichi che, per ogni n, m € N*, il numero 
ma + nb 
° m+n 
è compreso tra a e b, cioè a < c < b (si confronti 
con il problema 1.1-11). 
1.4-4* Si dimostri che l’insieme dei numeri del 
tipo a+bv2, con a e ò razionali, è un campo (cioè 
gode delle proprietà elencate nella tabella 1.1-1). 
1.4-5. È vero che l'uguaglianza 
1/R=1/R,+1/R9 
implica R= Ri+R3? 
1.4-6. Si mostri, con un esempio, che non è sem- 
pre vero che 
max{a, b} + max{c, d} > max{a, b, c, d}. 
1.4-7. Si dimostri che per l’insieme 
A:={n/m+m/n:;n,m € N*} 
si ha min A4=2, sup A= +00. 
(SUGGERIMENTO. Si utilizzi il problema 1.1-5.] 


1.4-8. Calcolare gli estremi, inferiore e superiore, 
dell’insieme 


A:={n/m-m/n;nmeN*,m< n}. 


1.4-9. Calcolare gli estremi, inferiore e superiore, 
dell’insieme A costituito dai numeri del tipo 


1.C1C2C3C4 CIC 


dove ciascuna cifra c; può assumere esclusivamente 
i valori 0 oppure 1. 


1.4-10. Verificare che l’estremo superiore dell’in- 
sieme dei numeri 


1-107*=1—-0.000...01=0.999...9 
n n 


n-1 zeri n nove 


dove n € N*, è il numero 1. 


1.4-11. Verificare, utilizzando la definizione di 
somma tra due numeri reali assegnati mediante le 
rispettive rappresentazioni decimali, che la somma 
di 1/,3= 0.3 con 2/3= 0.6 è 1. 


(SUGGERIMENTO. Si veda il problema precedente.] 


1.4-12* Siano A e B due insiemi (non vuoti) di 
numeri reali e sia A contenuto in B, dove B è 
limitato. Si verifichi che 


inf B<inf A< supA < sup B. 


1.4-13* Due insiemi (non vuoti) di numeri reali 
A e B si dicono separati se a < b per ogni a € A ed 
ogni db € B; si dicono contigui se, oltre ad essere 
separati, sono tali che, per ogni numero £ > 0, 
esiste un elemento a € A ed un elemento bd € B 
tali che b— a < e. Si verifichi che, se A e B sono 
separati, si ha sup A < inf B, dove vale il segno di 
uguaglianza se (e solo se) A e B sono contigui. In 
tal caso a := sup A = inf B è l’unico elemento di 
separazione tra A e B: a < a < bd per ogni a € A 
ed ogni bd € B. 


1.4-14. Verificare le seguenti uguaglianze: 
a) DÎ_.(kK+1)=2+3+4=9; 
5) DÎ_,2%k=2+4+6=12. 
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1.4-15. Scrivere in forma compatta le espressioni: 3 È - 
a) Y (ax +bx) = Da + DO br: 
a) 1+1/2+1/3+1/4; k=1 k=1 k=1 
db) 1+3+5+7: c) 2-4-:6-8-10. di x 
lo Li na 
1.4-16. Vero o falso: ) dc cd 
n+1 n n È 
a dk = Ak + An+1; 
) do * È, 3 Pu 1.4-18. Vero o falso: 
= ':=0 
n+1 n 


b) Y ax a Dans 
k=1 k=0 


1.4-17. Verificare le identità: 


L'insieme R. dei numeri 
reali non negativi 


Proposizione 1.5-1. D 


DISUGUAGLIANZE TRA NUMERI REALI 


Nel paragrafo precedente abbiamo visto come confrontare due numeri re- 
ali assegnati mediante le rispettive rappresentazioni decimali. Abbiamo 
poi definito la somma tra numeri reali: la differenza tra due numeri reali 
è la somma del primo con l’opposto del secondo. 

Possiamo vedere facilmente che se x ed y sono due numeri reali, la 
condizione 7 < y equivale alla condizione y — x > 0. Consideriamo, ad 
esempio, i numeri 


x =2.341584... e y=2.341752.... 


Chiaramente x < y in quanto i due numeri coincidono fino alle terze 
cifre decimali, ma la quarta cifra di x è minore della corrispondente cifra 
di y. Costruiamo la tabella per il calcolo della differenza y — x, come 
abbiamo fatto nel paragrafo precedente: dopo quattro passi si trovano i 
seguenti risultati: 


2.341 2.341 —2.342 —0.001 
2.3417 2.3415  —2.3416 0.0001 


Come si vede, arrivati alla quarta cifra decimale compare nell’ultima 
colonna un numero positivo: dunque y — x > 0. 

Se dunque si introduce il simbolo R. per indicare l'insieme dei nu- 
meri reali non negativi, cioè l'insieme dei numeri che ammettono rap- 


presentazioni del tipo x = g.c10263 ..., q € N, 0 < cj < 9, possiamo 
dire che 
x<y equivale alla condizione y— x € R.. (1) 


Le proprietà dell'insieme R.. come sottoinsieme di R, sono espresse 
dal seguente enunciato: 


R è un campo totalmente ordinato, cioè l’insieme Ri. C Rè “stabile” 
rispetto alle operazioni di addizione e moltiplicazione: 


(re R. \y€ Ri) > (c+yeR.Naye RK) 


ed è tale che, per ogni e € AR, si ha necessariamente a € R., oppure 


—x € R..: si possono verificare entrambe le circostanze soltanto se x = 0: 


(re Ri A-re Ru) > c=0. 
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Il simbolo A rappresenta la congiunzione logica di due proposizioni, 

cioè corrisponde alla preposizione “e”, > rappresenta l’implicazione. 
Legge di tricotomia La relazione d’ordine < in R è totale: per ogni coppia di numeri dis- 
tinti x e y vale una ed una sola delle tre alternative (legge di tricotomia): 


Gg, &=% 55% 


dove la scrittura x > y equivale all’altra y < x. 
Intervallo Se a e bd sono due numeri reali con a < b, si possono definire vari tipi 
di intervalli di estremi a e b: 


e intervallo chiuso: 

a,b]:={x € R;a<x<b}, 

e intervallo aperto a destra: 

[a,b[= [a,b) = {re R; a<x<b)}, 
e intervallo aperto a sinistra: 

a,b] = (a,b) :={r € R:a<ax<b), 
e intervallo aperto: 

a,b[= (a,b) :={r e Ri:a<x<b)}. 


Tutti gli intervalli considerati hanno a come estremo inferiore e d 
come estremo superiore. La parentesi quadra rivolta verso l’esterno in 
simboli come [a, b[ non è un errore di stampa, ma è un modo per indicare 
il fatto che il numero d non appartiene all’insieme in questione. 

Non tutti gli Autori sono d’accordo sull'uso delle parentesi quadre 
rivolte verso l'esterno: per questo abbiamo indicato anche i simboli che 
fanno uso delle parentesi tonde, cioè i simboli [a, b), (a, b] e (a, d) rispetti 
vamente in luogo di [a, b[, ]a, b] e Ja, b[. L'unico inconveniente del simbolo 
(a,b) è la possibilità di interpretarlo come la coppia ordinata costituita 
dai numeri a e b; in generale il significato è chiaro dal contesto. 

Lunghezza La lunghezza di tutti gli intervalli considerati è, per definizione, b—a. 
Gli x per cui a < x < bd si dicono interni all’intervallo (si tratta dei punti 
diversi dagli estremi), gli x minori di a e quelli maggiori di d si dicono 
esterni all’intervallo stesso. 
Intervallo illimitato Si introducono pure diversi tipi di intervalli illimitati: ad esempio, 
per l'insieme dei numeri maggiori o uguali (rispettivamente maggiori) di 
un dato numero a si usano i simboli 


e intervallo chiuso, illimitato superiormente: 
[a,+00[= [a, +00) := {r € R; a< x}, 

e intervallo aperto, illimitato superiormente: 
Ja, +00[= (a;+00) ={r € R; a<z}, 

Il simbolo +0c (più infinito), che già abbiamo incontrato nel para- 
grafo precedente, sta semplicemente ad indicare che non vi è alcuna 
limitazione superiore per gli elementi degli intervalli definiti. Ad esem- 
pio Ri = [0,+00). 

Se b è un numero reale. si pone analogamente: 

e intervallo chiuso, illimitato inferiormente: 
]-00,b]=(-00,b]:={x e R; a <bd, 
e intervallo aperto, illimitato inferiormente: 


]-00, 6[= (-00, 0) := {rx € AR; r< bd). 
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Dalle proprietà della relazione d'ordine si possono dedurre numerose 
altre proprietà, importanti soprattutto nella manipolazione delle disu- 
guaglianze. Ecco un elenco delle proprietà più significative: 


1. Da x <y< z (oppure da x < y < 2) segue x < 2. 
2. Dar <y segue r+2<y+ ze viceversa, qualunque sia 2. 


3. Da x < y segue 2 < yz a patto che sia 2 > 0; se invece 2 < 0 si ha 
dz 2 va: 


4. Sex > 0ey<0, allora xy < 0; ser <0ey<0, allora xy > 0. 
5. Sex >0, allora x! > 0; da 0<x<y segue x71 > y°. 


Esaminiamo e commentiamo alcune tra le precedenti proprietà. La 
1. corrisponde al fatto che la somma del numero non negativo y — x con 
il numero positivo z — y dà ancora un numero positivo. La 2. torna 
utile nella soluzione delle disequazioni di primo grado: supponiamo, ad 
esempio, di voler risolvere la disequazione 2 + x < 5. Sommando —2 ad 
entrambi i membri si ottiene 7 < 5 — 2 = 3. In altri termini: 


e Si può trasportare un termine da un membro all’altro di una disu- 
guaglianza a patto di cambiargli segno. 


Sempre dalla 2. segue la possibilità di “sommare membro a membro” 
due o più disuguaglianze dello stesso verso, cioè 


(r1 SY A Toy) > c1+tc2.<U1+Y2. 


Infatti dalla disuguaglianza 21 < y1, sommando ad entrambi i mem- 
bri x2, si ottiene 71 + x2 < Y1 + x2, mentre da r2 < yo, sommando y, 
segue Y1 + 22 < Yi + Y2. Dunque x1 + x2 < yi + ra < yi + Yo. 

La 3. segue dal fatto che il prodotto del numero non negativo y—x per 
il numero non negativo 2 dà il numero non negativo yz — 2 (ricordiamo 
che R. è stabile rispetto alla moltiplicazione). Il prodotto del numero 
non negativo y — x per il numero negativo z, dovendo essere l’opposto 
del prodotto (y — r)(—z) che è positivo, è necessariamente negativo. A 
parole: 


Moltiplicando entrambi i membri di una disuguaglianza per un nu- 
mero positivo si ottiene una disuguaglianza dello stesso verso, molti- 


plicando per un numero negativo si ottiene una disuguaglianza di 
verso opposto. 


Ad esempio, sia da risolvere la disequazione 2r +3 < 6. Sommando 
ad entrambi i membri —3 si ottiene 2r < 3, moltiplicando per 1/2 si 
ottiene finalmente x < 3/2. Sia da risolvere la disequazione 1 — 2r < 4. 
Si ottiene successivamente —27 < 3, e moltiplicando per —1/2 si ottiene 
x > —-3/2. 

Un caso più complesso è presentato nel seguente 


Vogliamo risolvere la disequazione 
2I-d 


2 
ax-2 


Discutiamo innanzitutto il segno del denominatore: esso è positivo 
per x > 2, nullo per x = 2, negativo per x < 2. Per x = 2 il rapporto 
scritto perde di significato, dunque ci occuperemo soltanto degli x # 2. 
I° gaso: ®a 2: 


Moltiplicando ambo i membri della disuguaglianza assegnata per x — 2, 
si ottiene 
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Figura 1.5-1. 

Gli intervalli (2, +00) e (-00,3) 
hanno come intersezione 
l’intervallo (2,3). 


Figura 1.5-2. 
Gli intervalli (-00, 2) e (3, +00) 
hanno intersezione vuota. 


Valore assoluto 


2xr-5<x—-2, cioè x<3. 
Dunque sono soluzioni della disequazione assegnata tutti gli 7 tali 
che 2<r<3. 
2° CASO: a <2: 
Moltiplicando entrambi i membri, come in precedenza, per x — 2 si ha 
questa volta 


2xr-5>r—-2, cioè r>83. 


Ma non esistono 7 che siano al tempo stesso < 2 e > 3 (se si vuole: 
gli intervalli illimitati ] — 00,2[ e ]3,+00 [ sono disgiunti), dunque non 
ci sono soluzioni della disequazione assegnata che rendano negativo il 
denominatore. Conclusione: sono soluzioni della disequazione assegnata 
tutti e solo gli x dell’intervallo ] 2,3 [. © D 


Le proprietà espresse dalla 4 valgono inalterate se si sostituisce ovun- 
que < con <, > con >. In particolare 2? = x-x è sempre > 0, e se x # 0. 
allora x? > 0. Dato che 1 # 0, ne segue che 1= 1-1 > 0. Naturalmente 
il lettore sapeva da un pezzo che 1 > 0; il senso dell’osservazione prece- 
dente è che tale circostanza segue necessariamente dalle proprietà delle 
operazioni e della relazione di < . 


Quanto alla proprietà 5, essa afferma che una disuguaglianza tra 
numeri positivi deve essere invertita quando si passa ai reciproci: da 2 < 
3 segue 1/2 > 1/3. Si osservi che non si può fare un’analoga affermazione 
se uno dei due numeri è negativo e l’altro positivo: si ha —2 < 3, ma 
—1/2< 1/3. 

La Tabella 1.5-1 sintetizza le regole per la manipolazione delle disu- 
guaglianze. 

In precedenza abbiamo detto che il valore assoluto di un numero 
negativo è l’opposto del numero stesso. Possiamo introdurre la nozione di 
valore assoluto (detto talvolta anche modulo) di un qualsivoglia numero 
reale x ponendo 


|e|:= max{x,-x} = { (2) 


Dunque |x| è il più grande tra 7 e —r. Ricordiamo, come già abbia- 
mo fatto in precedenza, che se il simbolo x sta ad indicare un numero 
negativo, il suo opposto —x è positivo. 


x, sex >0, 
—x, ser<0. 
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Tabella 1.5-1. Regole per la manipolazione delle disuguaglianze. 


6.1 


6.2 


Siano a, db. c e d numeri reali. Valgono le proprietà 


sea<beb<c, alloraa<c 
se a < b, alloraa+c<b+c 
se a < b, allora —a > —bd 
sea<bec>0, allora ac < be 
sea <bec<0. allora ac > be 


se a # 0, allora a? > 0 


se a > 0. allora LI >0 
a 
Il 

se a < 0, allora —- < 0 
a 


seas datate 
a b 


sea <bec< d. alloraa+c<b+d 


se0<a<be0<c< d, allora ac < bd 


Figura 1.5-3. 
Il valore assoluto di x è il più 


grande tra i numeri x e —x. 


Segno Se si introduce la funzione segno di x, ponendo 
il, see®>0, 
sgnr = 0, ser=0, (3) 
-1, ser<0. 


Si può ugualmente dire che il valore assoluto di x è il prodotto di x 
per il suo segno: 


|a|=x-sgna. (4) 


Il valore assoluto di x può essere interpretato come la distanza di 
x dallo 0. Uno sguardo alla figura 1.5-3 ci convince subito che, per 
ogni assegnato L > 0, la condizione |x| < L è equivalente alla doppia 
disuguaglianza —L < a < L. In altri termini: la disequazione |e| < L 
ammette come soluzioni tutti gli x dell'intervallo (-L, L] e soltanto essi. 


Le proprietà del valore assoluto sono sintetizzate dalla seguente 
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Figura 1.5-4. 
Il segno di x vale 1, 0 oppure 
—1, secondo che x è positivo, 
nullo negativo. 


Proposizione 1.5-2. D 


1.5-1. 


Dimostrazione Sì 


Disuguaglianza 


triangolare 


Per ogni coppia di numeri reali x e y si ha 
ley| = |ellyl. (5) 
le +y| < e + lyl. (6) 
La (5) è ovvia se si esaminano i vari casi possibili per i segni di 7 e y. Quanto 


alla (6), nota come disuguaglianza triangolare, osserviamo che, per ogni coppia 
di numeri x e y si ha 


-Jel<x <]cl 
-lyl <y < lyl 
Sommando membro a membro, si ottiene 
—(lel+ ly) <c+y<|c|+]yl 
Questa è esattamente la disuguaglianza (6): basta porre 
L:=|x|+|yl 
ed osservare che le disuguaglianze —L < x +y < Le |r+y| < L sono 


equivalenti. @ D 


Osserviamo, per finire, che se con il simbolo Va, con a > 0, indi- 
chiamo, come sempre abbiamo fatto, la radice quadrata aritmetica di a, 
cioè il numero reale non negativo avente a come quadrato, allora si ha 
l'uguaglianza 


Va? = |x|]. per ogni x reale. (7) 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


Sia a < b; per ciascuna delle relazioni Sulla base della risposta al punto c), decidere se è 
seguenti dire se è vera oppure falsa: lecito sottrarre tra loro disuguaglianze dello stesso 
«-2<%-% Db 3-22, bacioni 
-—a< —b; d) 5a < 5b; ) 7 RALE 
al < al f) a2>ab, 1.5-3. Siano a, b e c tre numeri positivi: con- 


frontare il numero a/b col numero (a +c)/(b+c). 


1.5-2. Sia a < db. c< d: vero o falso: 


a) 


a+c<b+d; 
a-c<b—-d; 
a-c>b-d. 


1.5-4. Si mostri che se a/b < c/de b. d > 0, allora 


I” (5 ll 
_— b+d 


< 


slo 
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1.5-5. Risolvere le disequazioni: 


a) 3r-2<7: b) 3r-1>10r+8; 
c) 4+5r<3xr-6; d) —<% 
x 
Su 2 3 
e) i di re 


g) (c-4)(r+3)>0; h) (e-3)(r+4)<0. 


1.5-6. Risolvere le disequazioni: 


Ti i a 
sti piera 
> =a”4 | 3* 555 
2ax+1 1 2 
<dlk d —; 
io 4xr+1 al 
TL Poi 
= 
n I ga” 


1.5-7. Facendo uso del simbolo di valore assoluto, 
tradurre in formula le seguenti proposizioni: 

a) xè3 oppure -3: 

b) è più distante da 1 che da 5: 

c) xèo minore di —2 o maggiore di 2: 

d) xè compreso strettamente tra 4 e 8; 

e) x ha distanza 2 da 8. 

1.5-8. Qual è un modo per esprimere la validità 
della disuguaglianza |a| + |b| + |c| > 0? 

1.5-9* Dimostrare che vale il segno di uguale nella 
disuguaglianza triangolare |x + y| < |x| + |y] se e 
solo se i numeri x e y sono concordi, cioè hanno 
lo stesso segno. 


1.5-10* Dimostrare che, per ogni coppia di nu- 
meri reali x e y, si ha la disuguaglianza 
el Iyl| < lc +yl. 

[SUGGERIMENTO. Applicare la disuguaglianza tri- 
angolare a partire dalle identità x = (r+y)—-ye 
y=(y+2)- x] 

1.5-11. Risolvere le disequazioni seguenti, espri- 
mendo l’insieme delle soluzione in termini di in- 


tervalli: 


a) |3x|<15: b) |3a|<5: 


c) |-3x|<6;  d) 


1.5-12. Risolvere le disequazioni 


le -— 4|< 6. 


a) |2x+1|>4: bi esile 
dida ll 
c) |7x+1|>2: d) DS Ti: 


e) |e-1|<2|cr+2|:  f) |2e+1|>|Jx-4|. 
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1.5-13. Dimostrare che: 


a) se |r — 3] < 107$, allora |8r — 24| < 1075; 
b 


_ 


se |r — 2] < 1075 e |y—- 3| < 1079, allora 
(2 +4) — 5|< 1073; 


c) se |e — 5| < 10-75 e Jy— 7| < 1078, allora 
ey — 35| < 2- 1075; 
d) se |r + 1| < 10° e |y—- 1| < 1075, allora 


|ey+1|<3-1075; 

e) se |r — 2|< 1078, allora |xr? — 4| < 1075; 
f) se|e—1|< 107°, allora |1/x—1|< 1.1-1075. 
1.5-14. Dimostrare la disuguaglianza 

cy<(x°+y°)/2, 
valida per ogni coppia di numeri reali x e y. 
(SUGGERIMENTO. Si osservi che essa equivale alla 
disuguaglianza 0 < x + y? — 2xy.] 
Si ottenga lo stesso risultato studiando le aree dei 
due triangoli e del rettangolo della figura 1.5-5. 


Sempre in base alla figura si verifichi che si ha 
uguaglianza se e solo se x = y. 


A 


——T——- 


Yy y 


Figura 1.5-5 


1.5-15* Se x e y sono due numeri non negativi, si 
dimostri che la loro media geometrica non supera 
la rispettiva media aritmetica: /ry < (x + y)/2. 
[SUGGERIMENTO. Si confrontino i rispettivi qua- 
drati e si sfrutti il precedente problema.] 

Si pervenga allo stesso risultato esaminando la 
figura 1.5-6. 


(e =i_==Y 


Figura 1.5-6 


1.5-16. I numeri a, d e c sono, nell’ordine, le 
misure dei due cateti e la misura dell’ipotenusa di 
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un triangolo rettangolo; se n è un numero naturale da {L 106 0 nina mm & NÎ Ì 
> 2, chi è più grande tra a” + b" e e”? 2 
[SUGGERIMENTO. Si ha 

(a” +6")/c" = (a/c)" + (b/c)": 
pern=2siha....] 4 -{ imme N°). 
1.5-17. Calcolare l’estremo inferiore e l'estremo n+m 


superiore per ciascuno degli insiemi 


1.6 


Insieme induttivo 


Definizioni ricorsive 


ULTERIORI PROPRIETA’ DEI NUMERI NATURALI, 
RAZIONALI, REALI 


All’inizio di questo capitolo abbiamo ricordato come tutte le proprietà 
dei numeri naturali possano essere dedotte dagli assiomi di Peano. Tali 
assiomi costituiscono una formalizzazione dell’idea intuitiva che tutti 
abbiamo dell’insieme dei numeri naturali: si tratta di un insieme che 
può essere descritto a partire da un elemento iniziale, lo zero, applicando 
indefinitamente l'operazione di “passaggio al successivo”. 


Il successivo di 0 (zero) viene chiamato 1 (uno), e l'operazione di 
addizione è definita in modo tale che il successivo di n sia n + 1. 

In modo equivalente si può dire che N è il più piccolo tra i sottoin- 
siemi S di R che godono delle due proprietà 


1) S contiene lo zero: 0 € S: 
2) S non può contenere x senza contenere x + 1. 


In altre parole: da x € S segue (x + 1) € S. Gli insiemi che godono 
delle due proprietà enunciate si dicono insiemi induttivi. 

Esempi di insiemi induttivi sono AR stesso, l'insieme R, dei nu- 
meri reali non negativi, l'insieme dei numeri reali maggiori di —2, ecc.: 
l'assioma di Peano P.5 (7 par. 1.1) afferma che N è il più piccolo di tali 
insiemi, cioè quello contenuto in ogni altro. 


Questo modo di concepire i numeri naturali trova applicazione nelle 
cosiddette definizioni per induzione (o definizioni ricorsive) e nelle di- 
mostrazioni per induzione. 


Cominciamo dalle definizioni per induzione. Si debba definire un 
simbolo in cui entra come parametro un numero naturale n. Ad esempio. 
abbiamo già utilizzato il simbolo a? per indicare il prodotto a-a: volendo 
definire a”, con n > 2, siamo indotti a porre 

a gd. 
—_———_yTy_ 


n fattori 


Ciò significa, in realtà, che noi poniamo, per n > 2. 
a ig a A, (1) 


Questa definizione ci suggerisce come definire a! e a°, supposto a 40) 
Se vogliamo che la (1) sussista per n = 2, dev'essere a? = a - al, dunque 
è necessario porre 


al «= a. 


Analogamente, per n = 1, la (1) diventa al = a - a° 
posto al = a, dev'essere 


, ma avendo già 


a := LL per ogni a # 0. 
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Fattoriale 


Successione 


Dimostrazioni per 
induzione 


Proposizione 1.6-1. D 


Dimostrazione 
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Un caso analogo si presenta per quanto riguarda il fattoriale di n, 
indicato con il simbolo n! (si legge “n fattoriale”), che indica il prodotto 
dei numeri naturali da 1 a n, 


ni=1-2-, n, conn>3. 


Per n > 2 si ha n!=n(n-1)!. Ponendo in questa formula n = 2 e 
successivamente n = 1, si è indotti a porre 


dl=M10 (01 


Riassumendo: possiamo porre le seguenti definizioni ricorsive delle 
funzioni n + a” (a # 0), n+ n!, definite su N (le funzioni definite su 
N vengono anche chiamate successioni): 


"O È sen=0 


a-a"7!, altrimenti; 


e IE sen=0 
‘“ |mn(n-1)!, altrimenti. 


La successione n + a” fornisce un esempio di progressione geometri- 
ca, in quanto ogni termine si ottiene dal precedente moltiplicandolo per 
una costante, in questo caso il numero a. 


Passiamo a considerare le dimostrazioni per induzione. Sia P(n) un 
enunciato (cioè un'affermazione, una frase) in cui entra come parametro 
un numero naturale n. Non si tratta propriamente di una proposizione, 
fino a quando non si attribuisce un valore all'indice n. Dunque P(n) è 
una sorta di “macchina” per produrre proposizioni. 


Un esempio al limite della banalità: sia P(n) l’enunciato “n? è pari”. 
Allora P(2) è la proposizione “2? è pari” (che è vera), mentre P(3) è la 
proposizione “3? è pari” (che è falsa). 

Un esempio più interessante: sia P(n) l’enunciato 

“n? — n +41 è un numero primo”. 

Si verifica facilmente che 

P(0): “41 è primo” è vero: 

P(1): *41 è primo” è vero; 

P(2): “43 è primo” è vero: 

P(40): “1601 è primo” è vero: 
ma 

P(41): “41? è primo” è falso. 

In definitiva abbiamo una successione di proposizioni n + P(n), 
ciascuna delle quali può essere vera oppure (aut) falsa. 


Si vuole un procedimento che consenta di dimostrare, sotto ipotesi 
opportune, che tutte le proposizioni di una data successione n + P(n) 
sono vere. Ecco quanto fa al nostro scopo: 


Se la famiglia di proposizioni P(n), n € N, verifica le condizioni 

i) P(0) è vera, 

ii) per ogni n. dall'ipotesi che P(n) è vera segue che P(n+1) è vera, 
allora P(n) è vera per ogni naturale n. 


Infatti sia S in sottoinsieme di N costituito dai valori di n per cui P(n) è 
vera: le condizioni i) e ii) dicono semplicemente che S è induttivo, dunque 


coincide con N, in quanto non esistono sottoinsiemi propri di N che siano 
ancora induttivi. 
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D Esempio 1.6-1. 


Figura 1.6-1. 


Il doppio della somma dei 
numeri da 1 a n vale n(n+ 1). 
In figura il caso n = 5. 


La disuguaglianza 
di Bernoulli 


Ricordiamo che un insieme A è un sottoinsieme proprio di B se ogni ele- 
mento di A appartiene a B, ma A # B, vale a dire B contiene almeno un 
elemento che non appartiene ad A. @ D 


Vediamo alcuni esempi. La tecnica dimostrativa consiste innanzi- 
tutto nel verificare la proposizione P(0): questa è la base del procedi- 
mento di induzione; successivamente si dimostra il passo induttivo, cioè 
la correttezza della proposizione: P(n) implica P(n+1). 


Sia P(n) la proposizione: “la somma dei numeri naturali non superiori 
a n vale n(n + 1)/2°. Si osservi che l’ultima espressione scritta, an- 
che se apparentemente è una frazione, in realtà rappresenta un numero 
naturale. in quanto uno dei due numeri. n oppure n + 1, è pari. 


e BASE DELL'INDUZIONE. L'affermazione P(0) è vera: i numeri naturali 
non superiori a 0 si riducono allo stesso 0. e anche l’espressione n(n+1)/2 
vale 0 per n = 0. 


e Passo INDUTTIVO. Supponiamo che per un assegnato n si abbia 


nin+1 
1+2+...+n= mett) 
2 
Consideriamo la somma dei numeri naturali non superiori a n + 1. che 


possiamo scrivere (1+2+...+n)+n+ 1: per l'ipotesi ammessa si ha 
n(n+1) 
2 

n(n+1)+2(n+1) 

se 

(n+1)(n+2) 

si 

L'ultima espressione è ciò che si ottiene scrivendo n + 1 al posto di n 

nell'espressione n(n+1)/2. Dunque se P(n) è vera. P(n+1) è altrettanto 

vera. 


(1+2+...+n)+n+1= +n+1= 


e CONCLUSIONE. In virtù del principio di induzione. P(n) è vera per 
ogni naturale n. © D 


Ut» 0 N 


Un altro risultato importante che si può dimostrare col metodo di 
induzione è la disuguaglianza di Bernoulli: essa consente di stimare per 
difetto le potenze del tipo a”. per a > 0 e n naturale. Essa è legata al 
nome del matematico svizzero Jakob Bernoulli (1654-1705), anche se già 
nel 1670 lo stesso risultato era stato utilizzato dall’inglese Isaac Barrow. 
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|p Esempio 1.6-2. 


Figura 1.6-2. 

La progressione geometrica 
nt a" viene confrontata con 
la progressione aritmetica 
nu”wl+n(a-1). 

In figura a = 1.5. 
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Per ogni numero reale x > —1 e per ogni naturale n si ha 
(1+x)" >1+na. (2) 
dove vale il segno di > al posto di > perzx #0en> 1. 
e BASE DELL’INDUZIONE. La relazione scritta è certamente vera per 
n=0e per n= 1 nel senso che in essa vale il segno di uguaglianza. 


e Passo INDUTTIVO. Se la disuguaglianza (1+ x)" > 1+ nx vale per 
un assegnato n > 1, moltiplicando entrambi i membri per la quantità 
positiva 1+ x si ha 
(1+2)"#! > (1+n2)(1+x)= 
=1+x+nx+nx? > 
>1+(n+1)c, 
dunque essa vale anche con n + 1 al posto di n. Nell'ultimo passaggio 


abbiamo trascurato il termine nx?: abbiamo dunque > al posto di > se 
x #0. in quanto si tratta di un termine strettamente positivo. 


e CONCLUSIONE. La proposizione P(n) è vera per ogni naturale n. © D 


12 
? 
10 ; 
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Se si pone a := 1+ x > 0, dunque x = a — 1, la disuguaglianza di 


Bernoulli si scrive in forma equivalente 


a">l+n(a—1). (2’) 
I termini della progressione geometrica n + a” vengono “minorati” 
dai termini della progressione aritmetica n + 1+n(a—1); in quest’ultima 


ogni termine si ottiene dal precedente sommando la quantità a — 1. 


Più avanti (| esempio 4.7-7) daremo un’altra interpretazione della 
disuguaglianza di Bernoulli. Per n > 2 essa esprime il fatto che il grafico 
della funzione polinomiale (di grado n) pn(x) := (1+x)” giace al disopra 
del grafico del polinomio di primo grado p1(x) := 1+ nx, almeno per 
6 SL 

Quest'ultimo polinomio è rappresentato dalla retta passante per il 
punto (0, 1), di coefficiente angolare n; tale retta è la tangente al grafico 
di pn nel punto indicato. 

Spesso il principio di induzione relativo alla famiglia di proposizioni 
P(n) viene formulato nel modo seguente: 
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Proposizione 1.6-1’. D 


|p 


Esempio 1.6-3. 


Sia P(n) una famiglia di proposizioni definite per ogni n > no, dove no è 
un numero naturale assegnato: no € N. Se sono verificate le condizioni 

i) P(no) è vera, 

ii) per ogni n > no, dall'ipotesi che P(n) è vera segue che P(n +1) 

è vera, 
allora P(n) è vera per ogni naturale n > no. 

Evidentemente, per no = 0 si ritrova la proposizione precedente. Ci 
si può ricondurre a tale proposizione scrivendo n nella forma n = no + È; 
l'insieme dei numeri naturali & per cui la proposizione P(no + #) è vera 
contiene 0, e se contiene un naturale £, contiene necessariamente k + 1. 
Dunque l'insieme dei & per cui P(no + &) è vera è tutto N. 

Ecco un esempio con no = l: 


Vogliamo dimostrare, per ogni n > 1, l’identità 
e"-1=(2-1)(e"-1+e"7?+...+r+1) (3) 


A parole: x" — 1 è divisibile per x—1. Procediamo per induzione rispetto 
ad n. 


e BASE DELL'INDUZIONE. Per n = 1 la (3) si riduce all’identità 
c-1=(c-1).1 
e PASSO INDUTTIVO. Supponiamo verificata la (3) per un assegnato n e 
consideriamo il polinomio x"+! — 1: 
guil_q1=gMl _yghnLg"5_1= 
=£"(e-1)+(c- De" 1+4+2°72+...+r+1)= 
=(r-1)(e° +2 1+272+...+r+1). 


Dalla supposta validità della (3) per n abbiamo dedotto la validità della 
stessa formula per n + 1. 


e CONCLUSIONE. La (3) è vera per ogni naturale n > 1. © D 


Riscriviamo la (3) nella forma 
1-x"=(1-x)1+r+c2+...+r"), reR. (3) 


La (3’) ammette due notevoli conseguenze. Se x # 1, da essa si 
deduce 
a CS qnt! 
l+e+4e'+.. += 9°) 
Cioè: la somma dei termini di esponenti < n della progressione geo- 
metrica di primo elemento 1 e ragione x # 1 vale (1— x°+!)/(1— x). 


l-x 


Ricordiamo che la ragione di una progressione geometrica è la quan- 
tità per cui occorre moltiplicare un termine per avere il termine succes- 
sivo. 


Un esempio di applicazione della formula (3”): 
1- 1/16 
J=12 
Se nella (3’) si scrive a/b, con db # 0, al posto di x, e si moltiplicano 

entrambi i membri per db”, si ottiene l'uguaglianza 
b" — a" = (b— a)(b"_1+b"72a+...+ba"-? + a"). (4) 


1+1/2+1/4+1/8= = 15/8. 


L'ultima quantità entro parentesi è un polinomio omogeneo di grado 
n-1 nelle variabili a e d: ciò significa semplicemente che, in ogni addendo, 
la somma dell’esponente di a e dell’esponente di db vale n — 1. 
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Figura 1.6-3. 

La funzione x + x”, per 
tr>Q0en>l1è strettamente 
crescente: se a e d sono non 
negativi, il confronto tra a” e 
b" equivale al confronto tra a e 
b. In figura il grafico della 


funzione r + x5. per x > 0. 


Radice n-sima 
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Se a e db sono numeri reali non negativi, cioè a.b € R., allora il 
polinomio appena citato è non negativo e dunque la differenza db" — a” 
ha lo stesso segno della differenza d — a, per ogni n > 2. A parole: 


Per ogni n > 2, il confronto tra due numeri non negativi equivale al 


confronto tra le rispettive potenze n-sime. 


S 


In termini equivalenti: la funzione x + x”, per ogni n € N*, è 
“strettamente crescente” su R. = [0.+0c), cioè da 0 < x1 < r2 segue 
T7 < 3. Ne viene che, per ogni fissato a > 0, esiste al più un valore 
non negativo di x tale che 


Ds —iaì (5) 


In realtà, una proprietà della funzione x + x” che studieremo nel 
Capitolo 3 (si tratta della continuità) ci assicura che esiste effettiva- 
mente in RR. una soluzione dell'equazione considerata. Tale valore viene 
chiamato radice n-sima di a, e viene indicato con uno dei simboli 


Va. oppure all”. (6) 


Laboratorio 1.6-1 


Il procedimento con cui abbiamo individuato V2 si può applicare alla radice 
n-sima di a, va. per ognia>0en>2. 

Ad esempio, si voglia individuare V4. Poiché 13=1<4,2°3=8>4,la 
parte intera della radice sarà ro = 1. Le approssimazioni decimali per difetto 
con id.2 0.0 k,... cifre decimali (siano x1, r2..... €k,...) si determinano una 
dopo l’altra: calcolata xx-1. l’approssimazione rx è data da 

Ck 
Tr =ITk-1t 104° 
dove cx è la più grande cifra decimale tale che 


3: 
Ck 
CE “— sd 


Alcuni valori: 


(5 | DE k Tk 

0 1 5 1.587 40 10 1.587 4010519 

1 1.5 6 1.587 401 19 1.587 401051 96 

2 1.58 ti 1.587 4010 12 1.587 401051 968 

3 1.587 8 1.587 40105 13 1.587 401051968 1 
4 1.5874 9 1.587 401051 14 1.587 401051 968 19 


3 
Dunque v4= 1.587401051968 199 .... 
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|p Esempio 1.6-4. 


Figura 1.6-4 
Il luogo dei punti del piano 
(11,72) con 71 e r2 non 


negativi e tali che r1 + r2 = 2, 


è il segmento congiungente i 
pe (o 0) e (0,2). 

Dato un punto appartenente a 
tale segmento, il rettangolo 
avente un vertice nell’origine, 
il vertice opposto nel punto 


(x1, 2) e lati paralleli agli assi, 


ha come area il prodotto x1%2. 
Tale area è massima quando il 
rettangolo è un quadrato, cioè 
Ti=IT2= 1 


Mostriamo un esempio di applicazione della Proposizione 1.6-1° con 
No = 2: 


Consideriamo la proposizione seguente: 


e Se la somma di n > 2 numeri non negativi vale n, il loro prodotto è 
< 1, cioè 


Li +:Ld5sa4g3 


za SL 
HPA 0 a * «gt S1 (7) 


Il simbolo > rappresenta l’implicazione. Più precisamente noi di- 
mostreremo che si ha x1%2...rn = 1 se e solo se x; = 1 per ogni j. 


e BASE DELL’INDUZIONE. Per n = 2 il risultato è quasi immediato: se 
T, = X2 = l non c'è niente da dimostrare. Altrimenti uno dei numeri 1 
e ro sarà minore di 1, l’altro maggiore di 1, ad esempio sarà 71 = 1—a, 
x2=l+acona>0. Allora x:22=(1-a)(1+a)=1-a?<1. 


e Passo INDUTTIVO. Supponiamo ora che la (7) sussista per un asse- 
gnato n > 2, e consideriamo n + 1 numeri non negativi tali che 


To+tT1+%2...+on=n+1. (8) 


Se uno dei numeri in questione è diverso da 1, ad esempio rg = 1—a 
con a > 0, ce ne sarà almeno un altro diverso da 1 nel senso opposto, 
diciamo x = 1+ 8 con 8 = x1—-1> 0. perché altrimenti la (8) non 
potrebbe essere soddisfatta. 

Introduciamo la quantità positiva 


x :=%ro0+z,-1=1-0+8; 


si ha x +x2...+%n = n, dunque, per l'ipotesi induttiva (7). si ha anche 


vita... EL 
Ma 
tot, = (1-a)(1+8)=1-a+8-a8<1-a+3=2%z|, 
dunque 
TOI] «Ca dii E 1 


cioè la tesi (7) con n+1 al posto di n. 


e ConcLusione. La (7) è vera per ogni n > 2. © DO 


50 


Cap. 1 - Numeri reali 


Media aritmetica 


Media geometrica 


Confronto tra le medie 


Proposizione 1.6-2. > 


Dimostrazione 
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Dati i numeri reali x1.22,.... Xn. n > 1, la loro media aritmetica è 
definita ponendo 


se i numeri in questione sono tutti non negativi, possiamo definire la loro 
media geometrica ponendo 


G=G(x1,%2,..., n) = VIS... Cn 
Usando i simboli introdotti al termine del paragrafo 1.4, possiamo 
scrivere 
1 n n 1/ 
n 
=) % G=(]]%;) . 
j= j=1 
Dalle disuguaglianze 


ms=wminf{en,.-., dat < 5 « M => mato. Tal (9) 
valide evidentemente per ogni j = 1,2,..., n, segue, sommando membro 
a membro, 


nm<ar+...+an<nM, 
da cui, dividendo per n, 
M<XASZM. 


Analogamente, se i numeri x; sono tutti non negativi, moltiplicando 
tra loro le disuguaglianze (9) ed estraendo le radici n-sime, si ottiene 


m<Z<XG<M. 


Lasciamo al lettore la verifica del fatto che le disuguaglianze scritte 
sono “strette” (cioè vale < in luogo di <). tranne il caso in cui tutti i 
numeri 7; sono uguali tra loro. e dunque il loro comune valore fornisce 
anche A e G. 

Ci proponiamo di dimostrare che la media geometrica e la media 
aritmetica sono tra loro eonfrontabili: 


La media geometrica di n > 2 numeri reali non negativi non supera la 
rispettiva media aritmetica: 


G(E1:09,-a ta) £ AP Cal (10) 
le due medie essendo uguali se e solo se tutti i numeri assegnati sono 
uguali tra loro. 

Si osservi che la disuguaglianza (10). nel caso n = 2, è già stata 
oggetto del problema 1.5-15. 


Se gli x; sono tutti nulli, allora G = A = 0. In caso contrario si ha A > 0: 
elevando alla potenza n-sima i due membri di (10). possiamo scriverla in forma 
equivalente 


T1T2...En <A", (10°) 
o anche 
CITI. «Cn TI T2 Tn 
Serio cole no egg € IL 11 
An A A Ao (AL) 


Se si dimostra che la somma dei numeri x;/A vale n, allora la (11) segue 
da quanto abbiamo dimostrato nell’esempio 4 (7 formula (7)). La cosa è im- 
mediata: da 
Tita2..-+Tn r1+r2...+Tn 


Cles nd n= A 


LI T2 Ln Z1 +r2...+ Tn 
4 4...+—=_—_—-- =n. @ D 
Pe ie” A S 
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Proposizione 1.6-3. D 


Dimostrazione 


Corollario 1. 


Dimostrazione S 


Corollario 2. 


Dimostrazione SN 


Figura 1.6-5. 

I numeri k/n, n fissato > 0, & 
intero, suddividono la retta 
reale in intervalli tutti di 
lunghezza 1/n. In figura n = 6. 


Come esempio di applicazione della disuguaglianza dimostrata, con- 
sideriamo il problema di trovare una “maggiorazione” per la quantità 
VaP, dove si suppone 0<a#1,1<p<n. 

La quantità aP può essere considerata come prodotto di n fattori, di 
cui p uguali ad a e n — p uguali ad 1: dalla (10) discende allora 


n = nn I 

rr rad BOL (12) 
n n 

in particolare, per p= 1. 

n — 1 

saci+ =>, n6% (121) 
n 

Torniamo alle proprietà dei numeri naturali. 


N è un sottoinsieme di A illimitato superiormente, cioè per ogni numero 
reale M esiste un numero naturale n maggiore di M. 


Supponiamo, per assurdo, che esista un numero reale M maggiorante di N. 
Esiste allora, in virtù della proprietà di completezza del campo reale (cfr. 
prop. 1.4-1) l'estremo superiore di N. cioè il più piccolo tra i maggioranti di 
N stesso. 

Sia E tale estremo. Ogni numero più piccolo di E, ad esempio il numero 
E - 1, non è un maggiorante di MN, dunque esiste n € N tale che n > E — 1. 
Ne segue n + 1 > E, contro l'ipotesi che E è un maggiorante di N. @ D 


PROPRIETÀ DI ARCHIMEDE. Per ogni coppia di numeri reali a e d mag- 
giori di 0, esiste un numero naturale n tale che na > b. 


La tesi si scrive anche n > b/a, dunque l’esistenza di n segue dal fatto che N 
è illimitato superiormente. © D 


L'insieme Q dei numeri razionali, e l'insieme dei numeri irrazionali, sono 
densi in R, cioè ogni intervallo aperto (a. bd), con a < b, contiene infiniti 
numeri razionali ed infiniti irrazionali. 


Cominciamo col dimostrare che ogni intervallo aperto (a, d) contiene almeno 
un numero razionale. Utilizzando la proposizione 1.6-3, scegliamo innanzitutto 
un numero naturale n in modo che sia n > 1/(b — a), cioè 1/n <b—- a. Scelto 
così n, consideriamo i numeri del tipo &/n, dove £ percorre tutto l’insieme Z 
dei numeri interi. 

Gli intervalli [kK/n, (£+1)/n) sono a due a due disgiunti (cioè privi di punti 
in comune) e ricoprono tutto R: dunque esiste un ben determinato valore di 
k, diciamo k*. tale che &*/n < a < (kK* + 1)/n. 


lia A ivilics lrssnslursss tana 
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 T 8 


Vediamo se è possibile che d appartenga all'intervallo chiuso di estremi 
k*/n e (k* + 1)/n: se così fosse, si avrebbe 


k* kE +1 
Peng 
n 


quindi b—a sarebbe minore o uguale alla lunghezza 1/n di tale intervallo, contro 
l’ipotesi sulla scelta di n. Dunque d cade fuori dell'intervallo in questione, ed 
essendo > a deve aversi 


k41 


@< LD; 


cioè l'intervallo aperto (a. bd) contiene il numero razionale (k* + 1)/n. 


Chiamiamo semplicemente c il numero razionale appena individuato. Ri- 
applicando il risultato ottenuto agli intervalli aperti di estremi a e c, e rispet- 


tivamente e e b, otteniamo un numero razionale compreso tra a e c ed un altro 
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razionale compreso tra c e bi così proseguendo si ottiene la tesi per quanto 
riguarda i numeri razionali. 

Per completare il risultato, basta dimostrare che tra due numeri razionali 
esiste almeno un irrazionale. Sappiamo che V/2 è un irrazionale compreso tra 
1 e 2, e dunque (7 problema 1.4-2), il numero V2/2 è un irrazionale positivo 
< 1. Se a e b sono due razionali con a < b, il numero a + vV2 (b — a)/2 è un 
irrazionale compreso tra a e b. ®© 0 


Un esame più approfondito mostra che l'insieme degli irrazionali con- 
tenuti nell'intervallo (a,b) è “più numeroso” dell’insieme dei razionali 
contenuti nell’intervallo stesso, pur trattandosi di due insiemi entrambi 
infiniti. In effetti dimostreremo che l’insieme dei razionali contenuti in 
un intervallo è numerabile (cioè può essere posto in corrispondenza bi- 
univoca con l’insieme dei numeri naturali), mentre l’insieme dei reali 
contenuti in un intervallo non è numerabile. Rimandiamo all’ Appendice 
3 al termine del Capitolo. 


PROPRIETÀ DEGLI INTERVALLI INCAPSULATI. Sia [an, bn], n € N, una 
successione di intervalli tali che [an.bn] C [@n-1:bn-1]; per ogni n > 
> 1. Allora l’insieme dei numeri reali comuni a tutti gli intervalli della 
successione considerata è l’intervallo [a, 3], dove 


a := supfan; n e N}, B:=inf{bhi:ne N}. 
Se poi esiste una costante positiva & < 1 tale che risulti 
da — An < k(bn-1 = Qaz1); (13) 


per ogni n > 1, allora a = 6, e dunque gli intervalli in questione hanno 
in comune un solo numero reale. 


L'ipotesi implica subito che la successione (an) degli estremi sinistri degli in- 
tervalli in questione è crescente, nel senso che si ha 


d&g ag È 3 


analogamente, per la successione degli estremi destri (bn) si ha 
bo > bi > bo >...> bn >bn41 >...» 


Inoltre ciascuno degli an è minore o uguale a ciascuno dei bn, dunque 
ciascun an è un minorante dell’insieme dei b,: poiché 8, per definizione, è il 
più grande di tali minoranti, si avrà 


An < pb. 


La disuguaglianza scritta significa che 8 è un maggiorante dell’insieme 
degli an, dunque a, che è per definizione il più piccolo di tali maggioranti, sarà 
minore o uguale a 3, cioè 


a < Lb. 
Poiché an < a , e 8 < bn per ogni n, se ne trae che l'intervallo [a, 8] è 
contenuto in tutti gli intervalli considerati. 


D'altra parte, nessun numero minore di a, così come nessun numero mag- 
giore di 8, può appartenere a tutti gli intervalli [an, bn]. Infatti, se a — €, con 
€ > 0 ad arbitrio, è un numero minore di a, esiste, per ipotesi un indice m 
tale che am > a — €, e dunque il numero a — e non appartiene all’intervallo 
[am bm] (e a più forte ragione non appartiene ad alcuno degli intervalli di indici 
maggiori di m). 

Se poi esiste & < 1 tale che valga la (13), allora si ha 


bi — di & k(bo == ao), 
dba 03 < k(bi i a1) & k? (bo a ao), 
b3 — 03 < k(ba ca az) & k3 (bo LA ao): 


così procedendo si trova, ragionando per induzione sull’indice n, 
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Figura 1.6-6. 
L’intersezione degli intervalli 
incapsulati (an, bn] è data 
dall’intervallo Fe B], dove 

a := SUp, an, 8 := infn dn. 


Figura 1.6-7. 

Francobollo emesso dalle Poste 
svizzere in occasione del 
Congresso Internazionale dei 
Matematici, tenuto a Zurigo 
nel 1994, con l’effigie di Jakob 


Bernoulli 


dan _ An < k" (bo = do). 


D'altra parte, poiché an < a < 8 < br per ogni n, si ha evidentemente 
B- a < bn — An, quindi 


B-a <k"(bo — ao). 


Se fosse 8 — a > 0, l’ultima diseguaglianza si potrebbe scrivere in forma 
equivalente 


De 
k _ B-a 


Ma 1/k è maggiore di 1, dunque si può scrivere nella forma 1+ d, con 
d> 0, quindi 


Li 


(3) ‘=(1+d)">1+nd> nd, 


in virtù della disuguaglianza di Bernoulli. In definitiva si avrebbe 


bo — ao bo — ao 
nd< ——_—— £ n<--—- , 
< bB-@ — d(B—- a) 
per ogni naturale n, mentre sappiamo che l'insieme dei numeri naturali è 
illimitato superiormente. Questo prova che a = 8. @ D 


Fl 40) > EM 


fo _ sermoni 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


1.6-1. Datin e Nem € N°, dimostrare l’esi- 
stenza dei numeri naturali q e r tali che n = gm+ 
+r,0<r<m procedendo per induzione rispetto 
an. 

[SUGGERIMENTO. Per n = 0 basta porre q= r = 
= 0. Dan=gm+r, deduren+1=gm+r+1: 
distinguere i casir+1=m,r+1<m.] 


1.6-2. Si dimostri per induzione la disuguaglianza 
n! > 2", per n => 1. Il simbolo n! (n fattoriale) 
indica il prodotto dei numeri naturali da 1 a n. 


1.6-3. Si dimostri per induzione che la somma dei 
primi n numeri dispari è uguale al quadrato di n: 
n 
1+3+...+2n-1=) (2k-1)=n?. 
k=1 


1.6-4. Si dimostri per induzione che la somma dei 
quadrati dei numeri naturali non superiori a n è 
data dalla formula 


P4P 4 =) Re 
k=1 


n(n+1)(2n+1) 
E : 
1.6-5. Si dimostri per induzione l’identità (per 
@= 1: 
1 


0 


1 1 1 
L:2 2-3 


+...+t ——__-=1- i 
n(n+1) n+1 


1.6-6. La progressione aritmetica di primo ele- 
mento a e ragione d può essere definita ricorsiva- 
mente ponendo 


_ Ja; sen= 0, 
sta Gn-1+d, altrimenti. 


Dimostrare che a, = a + nd per ogni naturale n. 
Dimostrare che la somma dei termini di indici non 
superiori ad n è data dalla formula 


(n+1)(a + nd/2). 


Si verifichi che quest’ultima quantità è uguale al 
prodotto di n + 1 (cioè il numero degli addendi 
sommati) per la semisomma tra il primo e l’ultimo 
termine considerato. 


1.6-7* Si dimostri che la disuguaglianza 
Va<1+(a—1)/n, 


con a > 1, n > 0 (si riveda la formula (12’)), può 
essere dedotta dalla disuguaglianza di Bernoulli. 
[SuGGERIMENTO. Si ponga d := Va — 1, cioè 
Va = 1+de si elevino entrambi i membri alla 
potenza n-sima.] 


1.6-8* Si dimostri che la disuguaglianza di Ber- 
noulli 


(1+na)<(1+x)", ax >-1,neN 


può essere dedotta dalla disuguaglianza tra media 
geometrica e media aritmetica. 


[SUGGERIMENTO. Se 1+nx < 0, cioè x < —1/n, 
non c’è niente da dimostrare. in quanto il primo 
membro è negativo, il secondo positivo.  Altri- 
menti si ponga x; = 1+ nz, xo = r3 =... = 
Xn = lesi applichi la disuguaglianza tra media 
geometrica e media aritmetica.) 


1.6-9. Verificare che se P(n) è la proposizione 
“n >n+ 1”. allora per ogni n si ha 


P(n) > P(n+1) 


(a parole: se n fosse maggiore o uguale a n + 1, 
allora n + 1 sarebbe maggiore o uguale a n + 2): 
tuttavia la proposizione P(n) è falsa per ogni na- 
turale n. Si rifletta sul fatto che da una premessa 
falsa si può dedurre, ragionando correttamente, 
una conseguenza altrettanto falsa. 


1.6-10* SECONDA FORMA DEL PRINCIPIO DI IN- 
DUZIONE 

Sia P(n) una proposizione definita per ogni natu- 
rale n; supponiamo che: 

1) P(0) sia vera; 

2) per ogni k € N*, se P(j) è vera per i naturali 
j < k, allora P(k) è vera; 

dedurne che P(n) è vera per ogni n. 


[SUGGERIMENTO. Sia A l’insieme dei naturali per 
cui P(n) è falsa; se, per assurdo, A non è vuoto, 
allora esso è dotato di un elemento minimo ... .] 
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Appendice 1 IL LINGUAGGIO DEGLI INSIEMI 


Il matematico tedesco Georg Cantor (1845-1918), a cui si deve l’impulso 
iniziale per la creazione della moderna teoria degli insiemi, scrisse: 


“Un insieme è una collezione di oggetti, determinati e distinti, della 
nostra percezione o del nostro pensiero, concepiti come un tutto unico; 
tali oggetti si dicono elementi dell’insieme”. 

Insieme, elemento Accettiamo la nozione di insieme e quella di elemento di un insieme 
come nozioni “primitive”, che traggono la loro giustificazione dalla pos- 
sibilità di pensare più oggetti a due a due distinti come costituenti un 
tutto unico. 


Alcuni esempi: 

— l'insieme dei numeri interi maggiori di 1 e minori di 7; 

— l’insieme degli iscritti alle liste elettorali di un certo Comune; 
— l’insieme delle cifre decimali; 

— l’insieme di tutte le circonferenze del piano. 


Nei testi di Statistica viene spesso usato il termine popolazione come 
sinonimo di insieme; ad esempio: la popolazione italiana di sesso fem- 
minile di età superiore ai 18 anni. 


Se è possibile elencare tutti gli elementi di un insieme, allora una lista 
di tali elementi compresa entro parentesi graffe, in un ordine qualunque 
e senza ripetizioni, serve ad indicare l’insieme stesso. L’esempio delle 
cifre decimali mostrato poco sopra può dunque essere indicato mediante 
la scrittura 


{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 


Insistiamo sul fatto che l'ordine con cui gli elementi vengono elencati 
non ha importanza: i simboli {a, b, c} e {b, a, c} rappresentano lo stesso 
insieme. 


Di solito si rappresentano gli insiemi con lettere maiuscole e con 
lettere minuscole i rispettivi elementi: se a è un elemento dell’insieme 
A, si scrive 


a € A (e si legge “a appartiene ad A”). 


Se D è l’insieme delle cifre decimali considerato poco sopra, avremo 
dunque 3 € D: al contrario 10 non è una cifra decimale e quindi scrive- 
remo 10 £ D. Abbiamo sbarrato il simbolo di appartenenza per negarlo, 
così come si sbarra il simbolo di uguaglianza per ottenere il simbolo di 
disuguaglianza. 

Sottoinsieme Se A e B sono due insiemi, ed ogni elemento di A appartiene anche 
a B, si dice che A è contenuto in B (in termini equivalenti: A è un 
sottoinsieme o una parte di B) e si scrive 


AC B. 


Se rivediamo gli esempi fatti poco sopra, è chiaro che se A sta ad 
indicare l'insieme degli interi > 1 e < 7 e D indica l’insieme delle cifre 
decimali, abbiamo A C D. 

Se vale la relazione A C B, se dunque ogni elemento di A appartiene 
a B, non è escluso che ogni elemento di B appartenga ad A, cioè si abbia 
anche B C A. In questo caso A e B sono semplicemente due “nomi” 
diversi per lo stesso insieme e si scrive 


A=.B 
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Se, al contrario, si ha A C B, ma A # B., ciò significa che esiste 
almeno un elemento di B che non appartiene ad A; in questo caso si 
dice che A è un sottoinsieme proprio (o parte propria) di B e scriveremo 
AE Bi 
Se A è un insieme assegnato, un meccanismo per l’individuazione di 
un suo sottoinsieme è descritto dalle due operazioni seguenti: 


1) specificare una proprietà relativa agli elementi di A, 


2) scegliere tutti (e soltanto) gli elementi di A che verificano tale pro- 
prietà. 


Ad esempio, se N è l’insieme dei numeri naturali 
N 3=1{0;12,8;4A; cs} 


e la proprietà in questione è la divisibilità per 2, allora il procedimento in 
due stadi che abbiamo appena descritto ci porta ad individuare l’insieme 
dei numeri pari: 


P:={ne N; nè divisibile per 2} = {0,2,4,6,8,...}. 
L'espressione che definisce P si può leggere: 


“P è, per definizione, l’insieme di tutti i numeri naturali divisibili 
per 2 (e soltanto essi)”. 


In alcuni testi di Matematica si usa, in luogo del punto e virgola, una 
barra verticale oppure il simbolo “due punti” per separare l’insieme in 
cui è definita una certa proprietà dalla descrizione della proprietà stessa. 
Dunque si può anche scrivere, con lo stesso significato del simbolo che 
abbiamo appena mostrato, 


P:= {ne N|nè divisibile per 2}, 
oppure 
P:={ne€ N : nè divisibile per 2}. 


La frase “n è divisibile per 2” è un esempio di ciò che, in gergo tecnico, 
si chiama un predicato relativo ai numeri naturali: si tratta di una frase 
in cui interviene un simbolo, nel caso in esame è n, che rappresenta un 
generico numero naturale. Per ciascun fissato numero naturale n tale 
predicato può essere vero oppure (in latino: aut) falso. 


Come abbiamo già fatto nel paragrafo 1.6, possiamo indicare il predi- 
cato in questione con una scrittura, ad esempio P(n). In tal caso P(4) è 
vero, P(7) è falso. L'insieme dei numeri pari può dunque essere descritto 
mediante la formula 


Pi:i={ne N; P(n)è vero}, 
o più semplicemente P := {n € N: P(n)}. 

Il procedimento a due stadi che abbiamo descritto poco fa è molto 
generale: può darsi che la proprietà considerata sia verificata per tutti 
gli elementi dell'insieme di partenza (nel qual caso il sottoinsieme finale 
coincide con tale insieme), così come può darsi che la stessa proprietà sia 
verificata per un solo elemento o addirittura che essa non sia verificata 
per alcun elemento dell’insieme di partenza. 

Sempre con riferimento all’insieme N dei numeri naturali, se P(n) 
è il predicato “n è maggiore di 3 e minore di 5”, resta individuato il 
sottoinsieme {4} contenente il solo numero 4. Da un punto di vista 
logico occorre tenere distinto tale insieme dal singolo numero 4. Sarà 
corretto scrivere {4} C N e 4 € N. 
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Se il predicato è “n è maggiore o uguale ad ogni altro numero natu- 
rale”, non troviamo alcun numero naturale per cui esso è verificato. Tutti 
ci rendiamo conto che per ogni numero naturale ne esiste un altro mag- 
giore di esso (in realtà ne esistono infiniti altri). 

Insieme vuoto Se vogliamo che il procedimento più volte utilizzato individui in ogni 
caso un insieme, dobbiamo dare diritto di cittadinanza all’insieme vuoto, 
cioè un insieme privo di elementi, che viene indicato con il simbolo 0). 
Dunque 


0={}. 

Insieme delle parti Sia ora X un insieme; la famiglia di tutti i suoi sottoinsiemi, compresi 
l’insieme vuoto e X stesso, costituisce un nuovo insieme, che viene detto 
insieme delle parti di X (si chiama anche insieme potenza dell’insieme 
X): per esso si usa il simbolo P(X). A titolo di esempio. costruiamo 
l'insieme delle parti nel caso in cui l'insieme X contiene 0, 1. 2. op- 
pure 3 elementi, che vengono indicati genericamente mediante lettere 
dell'alfabeto. 

Il tutto è riassunto dalla seguente tabella: 


P(X) 


{0} 

{0. {a}} 

{0 {a}. {b}. {a,b}} 

{0. {a}. {6}. {c}. {a,b}. {a.c}. {b.c}. {a. b, c}} 


Come si vede, P(X) contiene, nell'ordine, 2° = 1, 21 = 2,22 = 4, 
2° = 8 elementi. In generale, si può dimostrare che se X contiene n 
elementi, allora P(X) ne contiene 2” (| problema A.2-18). 

Unione, intersezione Se X è un insieme (non vuoto) è possibile combinare in vari modi 
due sottoinsiemi di X in modo da ottenere altri sottoinsiemi di X stesso, 
cioè è possibile introdurre delle operazioni in X, esattamente come le 
operazioni elementari tra numeri, che associano a coppie di numeri altri 
numeri. 


Definizione A.1-1. D Se A e B sono sottoinsiemi di X, l’unione e l'intersezione di A e B sono 
rispettivamente 


AUB:={rx€X:x€ Aoppuren € B}, 
ANB:={r€X;x€Aere B}. 


A parole: AU B è l'insieme degli elementi di X che appartengono 
ad uno (almeno) degli insiemi A e B, mentre A N B è l’insieme degli 
elementi che appartengono ad entrambi. Proponiamo al lettore questo 
facile esercizio: verificare che si ha, in ogni caso. 


AC AUB, BC AUB, ANBCA, ANBCEB. 


Se P(x) e Q(2) sono due predicati relativi agli elementi di X (cioè 
due frasi relative alla variabile x € X), allora AU B è l’insieme degli x 
di X per cui è vero almeno uno dei predicati P(x) oppure Q(x), mentre 
AN B è l'insieme analogo. questa volta però relativo agli elementi per 
cui i predicati P(x) e Q(x) sono entrambi veri. 

L'utilizzo dei diagrammi di Eulero-Venn consente di visualizzare i 
concetti introdotti, come già abbiamo mostrato nella figura 1.1-1. Fu il 
matematico svizzero Eulero (nome latinizzato di Leonhard Euler. 1707- 
1783) che per primo introdusse tali diagrammi in un’opera pubblicata nel 
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Figura A.1-1. 

Ogni unione di insiemi può 
essere considerata come unione 
tra insiemi mutuamente 
disgiunti. 
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1770, dal titolo Lettres à une princesse d’Allemagne. L’uso generalizzato 
dei diagrammi in questione si ebbe soltanto a partire dagli anni intorno 
al 1880, ad opera del logico inglese John Venn (1834-1923). 


Naturalmente, A e B possono essere privi di elementi in comune: in 
tal caso l’intersezione è vuota, AN B = 0), e si dice che gli insiemi stessi 
sono disgiunti. 


Ecco un elenco delle proprietà delle operazioni di U e N in P(X): 
e AUO=A4, AN0=0, AUX=X, ANX=A4; 
e AUB=BUA, ANB=BNA 


(commutatività di U e N); 
e (AUB)UC = AU(BUC), (ANB)_NC=AN(BNC) 
(associatività di U e N); 
e AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 
(distributività di U rispetto a N): 
e AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 
(distributività di N rispetto a U). 
Soltanto le due proprietà distributive non sono di immediata verifica; 
suggeriamo di dimostrarle come esercizio, aiutandosi con diagrammi di 
Eulero-Venn. Si osservi la differenza con le proprietà delle operazioni tra 


numeri: la moltiplicazione è distributiva rispetto all’addizione, ma non 
viceversa. 


Se A e B sono due insiemi, la differenza A \ B è costituita dagli 
elementi di A che non appartengono a B 
A\B:={re Ax é B}. 


Si può leggere A \ B come #A senza B”. Ad esempio, se A = {a, b, c}, 
e B= {b,d,e, f}, allora 


A\B={a,c}, B\A={d,e, f}; 


Si può avere A \ B = A oppure A \ B = 0), pur essendo A e B 
entrambi non vuoti. Utilizzando la differenza tra insiemi è possibile scri- 
vere l’unione tra due insiemi A e B, non necessariamente disgiunti, come 
unione fra tre insiemi a due a due disgiunti (qualcuno eventualmente 
vuoto): 


AUB=(A\B)U(ANB)U(B\ A). 


App.1 - Il linguaggio degli insiemi 59 
© 88-08-1148 


Complementare La differenza X \ A si chiama complementare di A (rispetto a X) e 
viene indicata, e seconda degli Autori, A’ oppure A; quest’ultimo simbolo 
è usato soprattutto nei libri di Calcolo delle Probabilità. 
Se A è l’insieme degli elementi di X per cui è vero un certo predicato 
P(x), A' è l'insieme degli elementi per cui tale predicato è falso: 


A={x€X; P(x)è vero} > A’={xre X; P(x)è falso}. 
Riassumiamo le operazioni fin qui introdotte sugli insiemi: 


e insieme unione A U B è l’insieme degli elementi che appar- 
tengono ad A oppure a B 


e insieme intersezione A N B è l'insieme degli elementi che appar- 
tengono ad A e a B; 


e insieme differenza A \ B è l’insieme degli elementi che appar- 
tengono ad A e non a B. 


Coppia ordinata Siano A e B due insiemi (non vuoti); possiamo scegliere un elemento 
a di A e un elemento bd di B e considerare l’insieme di due elementi {a, b}. 
Questo insieme dipende soltanto dagli elementi che abbiamo scelto e non 
dall’ordine di scelta, cioè {a,b} = {b, a}. 
In molte situazioni è invece importante l’ordine con cui vengono con- 
siderati i due elementi. Un esempio familiare è quello delle partite di 
calcio. Se diciamo che domenica prossima si gioca la partita Juventus- 
Milan, intendiamo dire che la Juventus gioca in casa contro il Milan. 
Altra cosa è la partita Milan-Juventus. 
Se in un insieme di due elementi si distingue il primo dal secondo 
elemento, si dice che si considera una coppia ordinata, e si usa il simbolo 
(a,b), in luogo di {a,b}. Dunque (a,b) # (b, a). Osservare le parentesi 
tonde in luogo delle graffe. 
Prodotto cartesiano Ad esempio se A = {a, b, c} e B = {1, 2, 3, 4}, allora l’insieme di 
tutte le coppie che si possono formare prelevando il primo elemento da 
A ed il secondo da B sono elencate nel seguente specchio: 


(a,1) (a.2) (0,3) (a.4) 
(6,1) (6,2) (0,3) (0,4) 
(c;1) (€,2) (43) (604). 
Definizione A.1-2. D Dati due insiemi A e B (non necessariamente distinti), il prodotto carte- 


siano A x B è l’insieme di tutte le coppie ordinate che hanno il primo 
elemento appartenente ad A ed il secondo elemento appartenente a B: 


Ax B:={(a,b); ac A, be B}. 


BxA 
3 
Ax B o) © 
lo 2 
è O è © ® 
Fi A.1-2 a 1 
igura A.1-2. 
Il prodotto cartesiano ii Bi ? ? it 
non è commutativo. Se 
A mf Io B = {a,b}, allora 1 2 3 a lo) 
AxBF#BxAA. 
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L'aggettivo cartesiano (in qualche testo si usa anche l’aggettivo com- 
binatorio con lo stesso significato) trae la propria origine dal nome la- 
tinizzato del filosofo e matematico René Descartes (1596-1650). 

Nella definizione posta si intende che se uno dei due insiemi, A o 
B, è vuoto, tale è anche il prodotto cartesiano A x B. Si osservi che il 
prodotto cartesiano non è commutativo, nel senso che A x B# Bx A, 
a meno che non sia A = B, nel qual caso il prodotto cartesiano A x A 
può anche essere indicato con il simbolo A?. 

Nel caso del prodotto cartesiano A? = A x A, abbiamo anche le 
coppie del tipo (a, a), cioè quelle in cui il primo elemento coincide con 
il secondo: esse costituiscono la “diagonale” del prodotto A x A. Al 
contrario, la scrittura {a, a} non si ritiene accettabile nell’ambito della 
teoria degli insiemi (a meno di considerarla equivalente alla scrittura 
{a}), in quanto gli elementi di un insieme sono pensati come distinti tra 
loro. 

Il prodotto cartesiano tra due insiemi fornisce l’ambiente naturale in 
cui introdurre il concetto di funzione da un insieme A ad un insieme B. 
Diremo che è assegnata una funzione f da A a B, e scriveremo 


f:A-— B, 


se è assegnata una corrispondenza che associa ad ogni elemento a € A un 
ben determinato elemento di B che indicheremo col simbolo f(a) (leggi: 
f di a): diremo che esso è l’immagine di a tramite f. 

Le coppie (a. F (a)). per a € A, costituiscono un sottoinsieme del 
prodotto A x B. che gode della seguente proprietà: 


e per ogni elemento a € A esiste una ed una sola coppia avente tale a 
come primo elemento. 


Si scrive anche f : a + f(a) per indicare che f associa ad a € A 
l'elemento f(a) € B. 

Ad esempio, la corrispondenza che ad ogni numero intero associa il 
suo quadrato, 2 + 22, è una funzione da Z a N; la corrispondenza che 
ad ogni naturale associa il suo successivo, n + n + 1, è una funzione da 
NanN*. 

Se f : A + B si dice che A è il dominio di f, B è il codominio; 
l'insieme costituito dagli elementi di B che sono immagine di (almeno) 
un elemento di A è l’immagine di f. Per il dominio e l’immagine della 
funzione f si usano i simboli dom f e im f: dunque 


dom f = A, 
imf= f(A):= {be B; esistea € Atale che f(a) = db}. 
Abbiamo indicato l’immagine di f anche con il simbolo f(A), in 
quanto essa è l’insieme trasformato di A mediante f. 
Ovviamente f(A) C B, e se f(A) = B si dice che f è una funzione 
di A su B, o anche che f è una funzione suriettiva. Si scrive allora 


f:A- B. 
La funzione f : Z — N con f(z) := 2? non è suriettiva: f(Z) 


è l'insieme dei “quadrati perfetti”, f(Z) = {0,1,4,9,16,... } che non 
esaurisce tutto N. 

Se P è l'insieme dei numeri naturali pari, P_:= {0,2,4,6,... }, la 
funzione f : N + P. con f(n) := 2n (ad ogni numero naturale viene 
associato il suo doppio) è chiaramente suriettiva f(NN) = P. 

Un altro concetto di grande importanza è quello di funzione iniettiva 
(o funzione uno a uno): f : A — B si dice iniettiva se associa elementi 
distinti del codominio ad elementi distinti del dominio: 
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Funzione biiettiva 


Corrispondenza biunivoca 


ar #a7 implica f(a1) # f(a2). 
Si scrive in tal caso 
1-1 
f:A <+ B. 

La funzione f : Z + N, con f(z) := 2? non è iniettiva, in quanto 
numeri opposti hanno lo stesso quadrato. 

Se f : A + B è iniettiva, per ogni bd € B esiste al più un a € A che 
viene trasformato in b dalla funzione f, in altri termini si può risalire ad 
a conoscendo f(a). 

Se f : A Bè tanto suriettiva quanto iniettiva si dice che essa è 
biiettiva e si scrive 

ì=1L 
FeA = B. 
su 

È il caso della funzione f:N< P considerata poco sopra. 

Alcuni Autori preferiscono dire bigettiva in luogo di biiettiva; si dice 
anche che f mette in corrispondenza biunivoca gli insiemi A e B. Ad ele- 
menti distinti di A corrispondono elementi distinti di B, ed ogni elemento 
di B è associato ad un ben determinato elemento di A. 

All’inizio del paragrafo 1.4 abbiamo detto che un insieme A è finito, 
e precisamente contiene n elementi, se esso può essere scritto nella forma 


Ciò significa che esiste una corrispondenza biunivoca tra l’insieme 
41Dicsa n} e l'insieme A: 


fetta al A 


Nella penultima formula abbiamo posto ay := f(k).kK=1,2,....n. 

Nell’Appendice seguente ci occuperemo di insiemi finiti; nell’ Appen- 
dice 3 ci occuperemo degli insiemi infiniti Q ed R. Il concetto di funzione 
ed i concetti ad esso relativi verranno ripresi ed approfonditi nel para- 


grafo 2.1. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


A.1-1. Per ciascuna coppia di insiemi A e B si 
determini AU B, AN B, A\ B, B\A. 


i) A={a,b,c,d}, B={b,c,d,e}; 
i) A= {1,3,5,7}, B={2,4,6,8}: 
iii) A= {0,1,2,3,4}, B={2,3,4}. 


A.1-2. Verificare se le implicazioni seguenti sono 
corrette: 


i) (ACC), (BCC)> AUBCC; 

1) (CC A); (C CB) =CC A4N.B; 

in) (a e A))(AC B)> xe B; 

iv) (AC B), (x € B)>r€A. 

Il simbolo > si legge “implica”. 

A.1-3. Sia A = {0}, B = {0,1,2}: dire se le 
relazioni seguenti sono vere o false: 

) 0CA; d#0€ A; iù) ACB; ww) Ae B. 


A.1-4. Se A, Be C sono tre insiemi ad arbitrio, 
è vero che A\(B\C)=(A\5)\C7 


Si prenda, ad esempio, A = {1,2,3}, B = {2,3,4}. 
C = {3,4,5}. 


A.1-5. Verificare le identità AU(AN B)= A, 
AN(AUB)=A, dette leggi di assorbimento. 


Verificare l'equivalenza delle tre relazioni A C B, 
AUB=B, ANB=A. 


A.1-6* Se X è un insieme (non vuoto) e A e B 
sono suoi sottoinsiemi ad arbitrio, si verifichi che 
(A') = A, dove A = X \ A. 


Si verifichino poi le due uguaglianze 


(AUB) = A'NB', (ANB) = A'UB' 


note come leggi di De Morgan, dal nome del logico 
inglese Augustus De Morgan (1806-1871). 


A.1-7. Si verifichi, mediante esempi e diagrammi 
di Venn, che le uguaglianze (A\ B)UB = A, 
(AU B)\B= Asono in generale false. 
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A.1-8. Se X è un insieme (non vuoto) definia- 
mo nell’insieme P(X) delle sue parti l'operazione 
(detta differenza simmetrica) 


AAB:=(A\B)U(B\A). 
Si verifichi, mediante un diagramma di Venn, che 
AAB=(AUB)\(ANB). 


L’operazione A corrisponde alla congiunzione “o” 
intesa in senso esclusivo (aut). 


A.1-9. In un insieme di 90 studenti si sa che 25 
studiano inglese (senza escludere che studino an- 
che altre lingue), 28 studiano tedesco, 40 studiano 
francese, 8 studiano inglese e tedesco, 10 studiano 
inglese e francese, 5 studiano tedesco e francese, 3 
studiano tutte e tre le lingue. Con l’ausilio di un 
diagramma, si determini il numero degli studenti 
che non studiano alcuna lingua ed il numero di 
quelli che studiano solo francese. 
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A.1-10* Un sottoinsieme R del prodotto A x A 
(dunque un insieme di coppie di elementi di A) 
individua (0, se si preferisce, è) una relazione di 
equivalenza in A se sono verificate le proprietà 


riflessiva: (a, a) € R per ogni a € A, 
simmetrica: (a,b) E R > (b,a) ER, 
transitiva: ((a,b) ERA (b,c) ER) > (ac) E R. 


Se (a,b) € RR si dice che a è equivalente a b; la 
classe di equivalenza di a è l’insieme [a] degli ele- 
menti equivalenti ad a: 


[a] := {db € A; (a,b) ER}. 


Verificare che ([a]N[b] #0) > [a] = [b]. A parole: 
due classi di equivalenza o sono disgiunte o sono 
coincidenti. L’insieme delle classi di equivalenza 
di chiama insieme quoziente (di A rispetto alla 
relazione R), e si indica col simbolo A/R. 


Appendice 2 


Insieme finito 


Numero cardinale 


Disposizioni 
con ripetizioni 


Disposizioni semplici 


ELEMENTI DI CALCOLO COMBINATORIO 


Sappiamo dall’Appendice precedente che un insieme A (non vuoto) si 
dice finito, e precisamente un insieme contenente n elementi, dove n è 
un numero naturale positivo, se è possibile “contare” gli elementi di A 
utilizzando i numeri naturali da 1 a n. Posto 
Tr Zoe sil; 
esiste dunque una biiezione f : In > A. 
Ponendo ax := f(k), per k = 1,2,..., n, A può essere scritto nella 


forma {a1,a2,...,@n}. Si dice anche che n è il numero cardinale di A e 
si scrive #A = n, oppure | A| = n. Si pone poi #0 := 0, in accordo col 
fatto che l’insieme vuoto non possiede elementi. 

Passiamo ora a considerare tre problemi che hanno interesse nelle 


applicazioni. 


PROBLEMA 1. Se A è un insieme contenente n elementi e k è un intero 
positivo, quante sono le funzioni da Ix = {1,2,..., k} ad A? 


Costruire una funzione f : Ix — A significa scegliere, uno dopo 
l’altro, un elemento di A da associare ad 1, un elemento da associare a 
2, e così via fino a scegliere un elemento da associare a £. Tali elementi 
non sono necessariamente distinti: se essi vengono scritti da sinistra a 
destra su una riga, si ottiene quella che si chiama una disposizione con 
ripetizioni degli n elementi di A presi a & a k (disposizione di classe K). 

Se A è un “alfabeto” contenente & simboli, si ottengono le “parole” (o 
“allineamenti” ) di lunghezza &, formate con i simboli di A. Ad esempio, 
se A = {1, X,2}, e K = 13, una colonna della schedina del Totocalcio è 
una disposizione con ripetizioni di classe 13 dei tre elementi di A. 


PROBLEMA 2. Se A è un insieme contenente n elementi e £ è un intero 
positivo < n, quante sono le funzioni iniettive da I ad A? 


È lo stesso problema di prima, ma con la condizione che gli elementi 
via via associati ai numeri 1,2,...k siano distinti tra loro (di qui la 
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D 


Combinazioni 


Esempio A.2-1. 


Esempio A.2-2. 


Esempio A.2-3. 


Esempio A.2-4. 


Esempio A.2-5. 


condizione & < n). Se si scrivono tali elementi su una riga come in 
precedenza, si ottiene una stringa di elementi di A, tutti distinti tra 
loro. In tal caso si parla di disposizioni semplici degli n elementi di A, 
presi & alla volta, o a & a & (disposizioni semplici di classe k). 
Indichiamo con D,,.x il numero delle disposizioni semplici, mentre con 


Pala indichiamo il numero delle disposizioni con ripetizioni: tra breve li 
calcoleremo entrambi. 


PROBLEMA 3. Se A è un insieme contenente n elementi e & è un intero 
positivo < n, quanti sono i sottoinsiemi di A contenenti & elementi? 


Indichiamo con C,.x il numero di tali sottoinsiemi: questa volta si 
parla di combinazioni degli n elementi di A presi £ alla volta. Il problema 
è diverso dal precedente: l’ordine con cui gli elementi vengono estratti 
da A non ha alcuna importanza, dunque due combinazioni sono diverse 
soltanto se non sono costituite dai medesimi elementi. 


Mostriamo come possano porsi problemi del tipo considerato. 


In Genetica interessa sapere quante diverse “parole” di tre lettere, o 
triplette, si possano formare a partire dalle quattro lettere A, T,G.C, 
essendo ammesse le ripetizioni (A = adenina, T = timina, G = guanina, 
C = citosina). Abbiamo il problema 1, conn = 4, &#=3. 


La memoria degli elaboratori elettronici è organizzata di solito in byte, 
un byte essendo un ottetto di bit, o cifre binarie. Si vuole sapere quanti 
diversi byte si possono formare. 

È ancora il problema 1, conn=2,k= 8. 
In una gara a cui partecipano 10 concorrenti vengono classificati solo i 


primi tre; quante classifiche sono possibili? Abbiamo il problema 2, con 
nà;= 10, k=3. 


Quattro amici prenotano altrettante poltrone per una rappresentazione 
teatrale: in quanti modi diversi possono sedersi? E ancora il oroblema 
2. con n=k=4 


Cinque amici dispongono di due automobili per fare una gita: decidono 
di andare in due sulla macchina più piccola e i tre restanti sull’altra. 
Quante sistemazioni sono possibili? Basta contare in quanti modi si pos- 
sono scegliere le due persone che vanno sull’automobile piccola, dunque 
abbiamo il problema 3. con n = 5, k = 2. È chiaro però che si pos- 
sono contare anche i modi con cui scegliere le tre persone che vanno 
sull’automobile più grande: dunque dev'essere C5,2 = C5,3. Vedremo 
che questo fatto è un caso particolare di un risultato più generale. © D 


Risolviamo i problemi 1 e 2. Come abbiamo già detto, costruire una 
funzione f : Ix — A significa scegliere, uno dopo l’altro. un elemento 
di A da associare ad 1, un elemento da associare a 2, e così via fino 
a scegliere un elemento da associare a &. Per il problema 1, essendo 
ammesse le ripetizioni, ogni scelta può essere fatta in n modi, e poiché 
le scelte da eseguire sono #, in totale abbiamo 


DO = nin....in=nt. (1) 


Con riferimento al precedente esempio 2, possiamo dire che ci sono 
23 = 256 byte diversi. 

Per il problema 2 si ragiona in modo simile. Ora però la prima scelta 
viene compiuta tra n elementi. la seconda tra n— 1, e così via: quando si 
arriva a scegliere il &-esimo elemento, si può scegliere tran —(k—1)= 


= n k + 1 clementi. Dunque 
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Le disposizioni con ripetizioni 2 
di due elementi a tre a tre sono e—T _-® l 
DO = 23 = 8. Ciò significa che IRR 
ci sono 8 modi per muoversi da e 2 
sinistra a destra nella figura. 
Dnr=n(n-1)(n-2)...(n-k+]1). (2) 


fattoriale 


Permutazioni 


Figura A.2-2. 
Le permutazioni di tre elementi 
sono 3! = 6. 


Si osservi che a secondo membro compare il prodotto di £ interi 
decrescenti consecutivi a partire da n. Per l'esempio 3 considerato in 
precedenza abbiamo dunque D10,3 = 10-9-8 = 720. 


Se k = n si trova 
Dan =nln-Dla-2)-.1=]]E 
k=1 


Ricordiamo che il simbolo ]] è stato introdotto al termine del para- 
grafo 1.4. Il numero ottenuto è fattoriale di n, in simboli n!, definito 
all’inizio del paragrafo 1.6: 


nl= II k. (3) 
k=1 


Sappiamo che, ponendo 0! := 1, per ogni n > 1 vale la formula 
nl=n(n- 1). 


Nel caso & = n che stiamo esaminando, anziché parlare di “dispo- 
sizioni semplici di n elementi presi n alla volta” si parla semplicemente 
di permutazioni di n elementi e si scrive 


Bi iDan =, 


\ 


| 


USO, 
ON @®-_ @®7 0r_- 0M0@N 
® 
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Dunque n! sono i modi di ordinare totalmente gli n elementi di un 
insieme A (cioè i modi di “permutarli” ), così come n! sono le biiezioni di 
A su I,,, 0, cquivalentemente, le biiezioni di A su sc stesso. 

Per risolvere il problema 3, partiamo dall’insieme delle disposizioni 
semplici di n elementi presi £ alla volta e definiamo in esso la seguente 
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Coefficienti binomiali 


La formula del binomio 


relazione: due disposizioni sono equivalenti quando sono costituite dai 
medesimi elementi di A (potendo eventualmente differire per l’ordine 
degli elementi stessi). La terminologia adottata è giustificata dal fatto 
che la relazione ora introdotta è chiaramente una relazione di equi- 
valenza: ad ogni classe corrisponde esattamente una combinazione e 
ciascuna classe contiene tante disposizioni quanti sono i modi di per- 
mutare & elementi, cioè K!. 


Se ne conclude che D,.x = K!- Ck, cioè 


n(n-1)-...-(n-k+1) n! 
Cor pera ECO) =. (4) 
KI kI(n — k)! 
L'ultima uguaglianza, nota come formula dei tre fattoriali, è stata 
ottenuta moltiplicando numeratore e denominatore per (n — k)!. 


Osserviamo che l’ultima espressione ottenuta per C,,.x è valida anche 
per k = 0 e k = n: essa fornisce infatti Cn.0 = Cnn = 1 (avendo posto 
0! = 1! = 1) in accordo con il fatto che esiste un unico sottoinsieme di 
cardinalità 0 (l'insieme vuoto) ed un unico sottoinsieme di cardinalità n 
(A stesso). 

Per l'esempio 5 considerato sopra si ha C5,9 = C5,3 = (5-4:3)/3!= 10. 
In generale si ha 

n! n! 
kI(mn- RK)! (n- E)! 


D'altronde l'uguaglianza tra Cn. e Cnn-k è evidente se si consi- 
dera la corrispondenza che ad ogni sottoinsieme contenente & elementi 
associa il suo complementare: essa è una biiezione tra l'insieme delle 
combinazioni di classe & e l'insieme delle combinazioni di classe n — k, 
dunque tali insiemi hanno la stessa cardinalità. 


(GE = = Chack: (5) 


Si usa spesso un simbolo particolare per indicare il numero Cn.£; si 
pone infatti 


n n! 
(= ci 


Ad esso si dà il nome di coefficiente binomiale di indice superiore 
n ed indice inferiore k (si legge: n su #). Esso non va confuso con la 
frazione n/k; osserviamo d’altra parte che i coefficienti binomiali, per 
loro definizione, sono numeri interi positivi, vale a dire le frazioni che 
compaiono nella (4) sono frazioni “apparenti”. 

La terminologia adottata è legata al seguente problema: dati due 
numeri a e 6, calcolare (a + b)” dove n è un numero naturale. Il lettore 
conosce probabilmente le formule relative ai casi n = 2 e n = 3 (quadrato 
e cubo del binomio): 


(a+b)° = a° +2ab+b%, (a+)? = a3+3a?b+ 3ab? + d3. 


Dimostriamo in generale la cosiddetta formula del binomio, spesso 
citata (a quanto pare impropriamente) come “formula del binomio di 
Newton”, dal nome del matematico e fisico Isaac Newton (1642-1727): 


(a+b)" = a" + iz (er +... += 
n 


Vattr. iù 


Il 
Ea 
Il è 
(©) 
<= = 
toa 
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in virtù della convenzione a° = 5° := 1 su cui torneremo nel Capitolo 


seguente. 


La formula (7) è nota da tempi remoti: se ne è trovato traccia in un 
trattato cinese di matematica scritto agli inizi del ‘300. Ciò che Newton 
trovò nel 1665 fu una notevole generalizzazione della stessa formula, 
relativa al caso in cui l'esponente n è sostituito da un numero non intero: 
si ottiene allora la serie binomiale, di cui ci occuperemo nel paragrafo 
Ts 

Il lettore può provare a sostituire nella (7) n = 2 oppure n = 3 per 
ritrovare le formule che abbiamo scritto poco sopra. Per la dimostrazione 
della (7), osserviamo che 


(a+b)" =(a+b)(a+b)-...-(a+b): 
—_TP———————TTTTTT—=" 
n fattori 


lo sviluppo del secondo membro è la somma dei prodotti ottenuti sceglien- 
do un termine da ciascuno dei fattori entro parentesi tonde, dunque 
prodotti del tipo a”-*b*. Questo prodotto si ottiene tante volte quanti 
sono i modi di scegliere i & fattori da cui prelevare db, prelevando a dai 
restanti n — & fattori. dunque (2) volte. 


E comodo ordinare i coefficienti binomiali in uno specchio (chiamato 
“triangolo di Tartaglia”, “triangolo di Pascal”, o più semplicemente tri- 
angolo aritmetico), nel quale ti si trova all’incrocio tra la riga di indice 


n e la colonna di indice k: 


ka 0 1 2 3 4 5 
n 
i 
0 1 
1 1 1 
2 1 2 1 
3 1 3 3 1 
4 1 4 6 4 
5) 1 5) 10 10 5) l 


Come abbiamo già osservato a proposito della formula del binomio, 
le proprietà dei coefficienti binomiali erano già note all’epoca del mate- 
matico bresciano Nicolò Tartaglia (1499-1557). ma non v'è dubbio che 
egli contribuì alla loro diffusione mediante il General trattato di numeri 
et misure del 1556, così come fece il matematico e filosofo Blaise Pascal 
(1623-1662) col Traité du triangle arithmétique del 1654. 


Sulla riga di indice n si leggono i coefficienti dello sviluppo di (a+b)”: 
si osservi in ciascuna riga la simmetria rispetto al centro, conseguenza 
dell'uguaglianza (5). che riscriviamo nella forma 


la) la 6) 


Un'altra uguaglianza notevole è la seguente: 


Meli 1<k<n-1 (8) 


cioè nel triangolo aritmetico, eccettuati i due termini agli estremi di cia- 


scuna riga che sono sistematicamente uguali a 1, ogni termine si ottiene 


sommando quello che gli sta sopra con quello alla sinistra di quest’ultimo. 


Per la verifica basta applicare la (4) al secondo membro. ottenendo 
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Laboratorio A.2-1 


Esempio A.2-6. 


n= n=1\__m=1) (n-1) 2: 
( k IT E 


_ la D+ ka) 
<= ai > 
n(n-1)! n! 


C RI(m= A)! RI(m= A) 


L'uguaglianza appena dimostrata consente di calcolare ogni riga del 
triangolo aritmetico una volta che sia stata calcolata la riga precedente. 
Peraltro ciascuna riga può essere calcolata direttamente, tenendo pre- 
sente che il primo termine di ogni riga vale 1, mentre il coefficiente di 
indice inferiore £ può essere ottenuto da quello di indice inferiore & — 1 
moltiplicando quest’ultimo per n—k#+1 e dividendo il prodotto ottenuto 
per & (si riveda la formula (8)): 


a) n-Kk+1 n 1h 0) 
Lasi , pr1<k<n. 


Come applicazione della formula del binomio, consideriamo il problema 
della determinazione della somma delle potenze k-esime dei numeri natu- 
rali non superiori ad n: 


Br=l4D+..,4n°, kbeN neN°. 


Evidentemente S,.o0 = n. mentre abbiamo calcolato S,.1 e Sn,2 rispet- 
tivamente nell'esempio 1.6-1 e nel problema 1.6-4, trovando i valori 
Snia =n(n+1)/2 e Sn2=n(n+1)(2n+1)/6. 

Per calcolare 5,,3 a partire dai valori già calcolati di S,.g per & = 
= 0, 1,2, indichiamo con m un intero qualunque compreso tra 1 ed n, ed 
osserviamo, in base alla formula del binomio, che 


(m+1)4 — m'=4m3 + 66m? +4m+1. 


Se si attribuiscono alla variabile m, successivamente, i valori n, n— 1, 
n-2...., 3,2, 1 e si sommano tra loro le n uguaglianze ottenute, si ottiene 
a primo membro 


(n+1)f>r'4n*=-(n=1)f4...439=2442*-14= (n+1)f=L 
si ha dunque, in definitiva, 
(n “E 1° —1= 45n,3 da 65n.2 " 4Sn.1 + Sn,0: 
cioè. risolvendo rispetto a Sn.3. 
1 
Sn.3 e 4 [a + ID =le 65,2 “= 4Sn, = Sn]. 


Sostituendo al posto di Sn.2. Sn.1 e Sn.0 le espressioni che abbiamo 
già calcolato. si ottiene, dopo qualche passaggio. 


Leg . 1 
Sng = gl +2n°+n9]= jr + DI? = (Sn)? 


Se si scrivono le espressioni fin qui ottenute per le somme S,.x sotto 
forma di polinomi nella variabile 7, si trovano i risultati seguenti: 
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Sn,0 = 
1 1 
Sni=gzn+5n 
lx. tai 
Sn2a= 3 Fg" Fa 


Li; 1 1 
Ses 4 3 n°, 


Come si vede, S,,.x è un polinomio di grado k + 1 in cui il termine di 
grado più elevato (il cosiddetto termine “direttivo” ) vale n*+1/(k +1). 

Questo risultato, che noi abbiamo trovato per i valori di & non supe- 
riori a 3, sussiste in generale. Possiamo applicare il principio di induzione 
nella forma che abbiamo visto nel problema 1.6-10. Supponiamo, cioè, 
di avere già calcolato le somme Sn,j per j = 0,1,2,.... k— 1, e di sapere 
che ciascuna di esse è un polinomio di termine direttivo nÎ*!/(j+1). Per 
calcolare S,.x basta ripetere quanto abbiamo fatto nel caso particolare 
k = 3. Per ogni m compreso tra 1 e n abbiamo, in virtù della formula 
del binomio, 


(m+1)F+1 — mt = (mt (Ema 


k 1 
Sommando le formule precedenti, scritte per m = n,n— 1,...,2,1, 
si ottiene 
k+1 k+1 
(n+ Di -1= ( . VSnh kt. ( n )Sna + Boi 


tenendo presente (cfr. formula (5’)) che 


(Ca 


si ottiene, risolvendo rispetto a Sn.k, 


k+1 
(a+ eri (E 


ha i n I) Sna — Sno]: 


L'unico termine di grado £ + 1 entro parentesi quadre è quello che 


1 
TE 
SC REI 


proviene dallo sviluppo di (n+1)*+! cioè n*+!; dunque il termine diret- 
tivo della somma Sn. è nf+1/(k+1): 

Sn,k = E+I "sil +pr(n). 
dove px(n) sta ad indicare un polinomio di grado al più &. © D 


Nell’ Appendice 1 abbiamo visto che ogni insieme finito può essere 
rappresentato da una lista di elementi, in cui non sono ammesse repliche 
(vale a dire ripetizioni di un elemento) e nelle quali si prescinde dall’or- 
dine. Vi sono situazioni in cui occorre considerare dei “multi-insiemi” 
di cardinalità & estratti da un insieme A contenente n elementi; con 
tale denominazione intendiamo liste di k elementi scelti tra n. in cui 
un elemento può essere ripetuto anche più volte (possiede dunque una 
molteplicità). 

Evidentemente in questo caso il numero £ può superare n. 

Ad esempio, se ci si chiede quanti siano i diversi tipi di monomi di 
terzo grado che si possono formare con le variabili x e y, abbiamo che le 
parti letterali possibili sono x°, x?y, ry?, y°. E’ chiaro che xy, ryx, ye, 
in virtù della proprietà commutativa del prodotto, danno luogo alla 
stessa parte letterale, cioè sono modi diversi di scrivere x?y. Ciò che 
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Esempio A.2-7. 


conta è il fatto che abbiamo un prodotto in cui compare due volte x ed 
una volta y. 


I multi-insiemi che abbiamo appena considerato vengono chiamati 
combinazioni con ripetizioni di n elementi presi a £ a &; per contrappo- 
sizione quelle che abbiamo chiamato combinazioni vengono anche dette 
combinazioni semplici. Il numero delle combinazioni con ripetizioni di n 
elementi presi a & a £ è dato da 


n+k-1 
edu ( ; ) | (10) 
Per la dimostrazione possiamo supporre che gli n elementi tra cui 
scegliere siano i numeri 1,2,...,n. Una combinazione con ripetizioni di 


k elementi è rappresentata dalla lista a, 42, ...@k, dove non è restrittivo 
supporre che sia 


1“ Gi Sax cas 0 SU, 


in quanto l’ordine in cui si scrivono gli elementi è privo di importanza. 
Consideriamo ora i & numeri 


bi=a) +0, bo=a9+1,..., bg=ag+k-1, 
cioè poniamo 
b;=a;+j-1 == dj = bg J41; ji 1;2;aeca he: (11) 


I numeri bj sono a due a due distinti e costituiscono una combinazione 
semplice dei numeri 1,2,..., n+k_-1. La (11) istituisce dunque una 
corrispondenza biunivoca tra l’insieme delle combinazioni con ripetizioni 
di n elementi a £ a & e le combinazioni semplici di n + & — 1 elementi a 
k a k. Ne segue la (10). 


Le combinazioni con ripetizioni degli elementi {a, b, c} presi a 2 a 2, sono 


aa, ab. ac, bb, be, cc; 
infatti 


(a) 


Nel caso dei monomi di terzo grado, considerato poco sopra, abbiamo 
n= 2,k= 3, quindi il numero di tali monomi è dato da 


(3)-0)-0)- 


come già sapevamo. © D 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


A.2-1. Scrivere le disposizioni di classe 2 dei tre 
elementi a, b, c. 


A.2-2. Scrivere le combinazioni di classe 2 dei 
quattro elementi a, b. c, d. 


A.2-3. Quanti numeri di quattro cifre diverse si 
possono formare utilizzando le cifre 1, 2,3,4? 


A.2-4. Quanti sono i numeri naturali rappresen- 
tati da tre cifre decimali tra le quali non compare 
la cifra 2? Stessa questione per i numeri nella cui 
rappresentazione non compare la cifra 0. 


A.2-5. In quanti modi si possono allineare cinque 
soldati? 


A.2-6. Quanti ambi, terne, quaterne, cinquine si 
possono formare con i novanta numeri del Lotto? 


A.2-7. Quanti sono i modi di anagrammare la 
parola Roma? 


A.2-8. Quanti numeri aventi non più di tre cifre 
diverse si possono scrivere con i numeri 1,2,3,4? 


A.2-9. Una certa carta geografica contiene quat- 
tro paesi: in quanti modi può essere colorata se si 
dispone di sei colori? 


A.2-10. In quanti modi sei persone possono di- 
sporsi in riga per farsi fotografare? Quanti modi 
sono possibili se quattro si dispongono in prima 
fila e due in seconda fila? E se si dispongono in 
due file di tre persone ciascuna? 


A.2-11. Il paese di Pieve di Sotto è collegato 
con Pieve di Sopra da tre diverse strade; in quanti 
modi si può organizzare un viaggio da Pieve di 
Sotto a Pieve di Sopra e ritorno? Quanti sono 
i diversi modi se si aggiunge la condizione che il 
viaggio di ritorno si faccia per una strada diversa 
da quella di andata? 


A.2-12. Un questionario a risposta multipla con- 
tiene 20 domande, per ciascuna delle quali sono 
previste quattro possibili risposte; in quanti modi 
può essere compilato un tale questionario? 

A.2-13. In quanti modi nove ragazzi possono es- 


sere sistemati in tre stanze triple? E se due ragazzi 
rifiutano di stare insieme? 


A.2-14. In quanti modi sei persone possono se- 
dersi attorno ad tavolo rotondo, intendendo che 
due disposizioni coincidano quando ciascuno ha le 
stesse persone accanto? 


A.2-15. Per un certo esperimento si dispone di 
cinque coppie di ratti (maschio e femmina in ogni 
coppia). Dovendo scegliere due maschi e due fem- 
mine senza scegliere maschio e femmina della stes- 
sa coppia, quante scelte diverse si possono com- 
piere? 


A.2-16. I contachilometri delle automobili, mo- 
strano, in generale, sei cifre; quante diverse con- 
figurazioni possono assumere? 


A.2-17. Sviluppare mediante la formula del bi- 
nomio le seguenti espressioni: 


a)(o+b); bAli+2; dla-s 
dj (Qa+b); e)e-y; fA-4; 
o)(a-24 bla-wf; 40+4. 


A.2-18* Se A contiene n elementi, si dimostri che 
il numero dei suoi sottoinsiemi (compreso l’insieme 
vuoto e A stesso) è 2”. In formula: 


(#A=n) > (#P(A)=2"). 


[Suggerimento. Si deve calcolare la somma dei 
coefficienti binomiali di indice superiore n, cioè 
quelli che occupano la riga di indice n del triangolo 
aritmetico; è ciò che si ottiene nella formula del 
binomio ponendo a = db =... .] 


A.2-19. Sia n un numero pari, n = 2m, con m > 
> 0. Dimostrare che il più grande tra i coefficienti 
binomiali di indice superiore n è 


n 

m) 
A.2-20* Si dimostri che, in ciascuna riga del tri- 
angolo aritmetico, la somma dei termini di posto 


pari è uguale alla somma dei termini di posto di- 
spari. 


nella for- 


[Suggerimento. Si ponga a = —b =... 
mula del binomio.) 
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Appendice 3 


Insieme finito 


Insieme infinito 


Figura A.3-1. 

L’insieme dei numeri 
naturali può essere posto in 
corrispondenza biunivoca 
con l’insieme dei “quadrati 
perfetti”. 


Insieme numerabile 


NUMERABILITÀ DI Q, NON NUMERABILITÀ DI R 


Al termine dell’Appendice 1 abbiamo detto che un insieme si dice finito 
se esiste un naturale n tale che A possa essere posto in corrispondenza 
biunivoca con l’insieme dei naturali compresi tra 1 e n. Ogni sottoinsieme 
di un insieme finito è anch'esso finito. 


Un insieme A si dice infinito se non è finito, vale a dire se, comunque 
si scelga un naturale n, da tale insieme si possono estrarre n elementi. In 
termini più tecnici: per ogni naturale n esiste un sottoinsieme A, C A, 
che contiene n elementi: #A, = n. 

Il più semplice esempio di insieme infinito è l'insieme N dei naturali. 
Lo stesso vale per l’insieme dei naturali pari, per l'insieme dei natu- 
rali dispari. Ogni insieme che contenga un insieme infinito è anch'esso 
infinito. Essendo N infinito, tali sono anche Z, Q e R. 


Una circostanza a prima vista sorprendente è che un insieme infinito 
possa ammettere dei sottoinsieme propri che hanno la sua stessa car- 
dinalità, cioè tali da poter essere posti in corripondenza biunivoca con 
l’insieme stesso. 

Il seguente semplicissimo esempio risale a Galileo Galilei (Discorsi e 
dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze, 1638): l’insieme 


A dei “quadrati perfetti” (che è un sottoinsieme proprio di N) ha la 
2 


stessa cardinalità di N in quanto la funzione f : n — n° mette in 
corrispondenza biunivoca gli insiemi N e A. 
0 1 2 3 4 5 6 VA 


(0) 1 4 9 16 25 36 49 


Un insieme che abbia la stessa cardinalità di N si dice numerabile. 
In termini equivalenti: un insieme A è numerabile se esiste una biiezione 


fiN+A. 


Nella definizione posta è del tutto indifferente utilizzare l'insieme N 
dei naturali (zero incluso) oppure l'insieme N* dei naturali maggiori di 
0, in quanto la funzione o : n + o(n) := n+1 (7 Assiomi di Peano, 
par. 1.1) chiaramente è biiettiva da N a N*. 

Utilizzando quest’ultima osservazione, possiamo ancora dire che A 
è numerabile se possiamo organizzare i suoi elementi in successione (li 
possiamo mettere in fila indiana con un primo elemento, ma senza un 
ultimo elemento): 


A= {a1,02,03,..., Ans Gato a 
dove gli elementi entro parentesi graffe sono a due a due distinti: 
(#3) > (a 7 a;). 


Ad esempio, Z è numerabile; infatti possiamo organizzare i numeri 
interi in successione in infiniti modi, ad esempio: 


0, LL, —L 2, —2, la —dg cessi —î 84 La ri La ssgra 
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Proposizione A.3-1. D 


Dimostrazione 


Figura A.3-2. 

In un sistema di assi cartesiani, 
rappresentiamo la frazione Pl q: 
con p > 0, g > 0, mediante i 
punto di coordinate (gq, p). 

Se la frazione è ridotta ai 
minimi termini, il punto (g,p) è 
segnato mediante un pallino 
vuoto, altrimenti il pallino è 
pieno; in questo secondo caso, 
il segmento che congiunge il 
pallino stesso con l’origine 
contiene un pallino vuoto, e 
uno solo. I pallini vuoti 
possono essere “visti” da un 
osservatore posto nell’origine, 
quelli pieni sono invisibili per 
un tale osservatore. 


Proposizione A.3-2. D 


Dimostrazione N 
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Il fatto che i numeri razionali costituiscano un insieme denso (tra 
due razionali possiamo trovare infiniti altri razionali, î Corollario 2 
della Prop. 1.6-3) rende piuttosto sorprendente il seguente risultato, di- 
mostrato da G. Cantor nel 1874: 


L’insieme dei numeri razionali può essere posto in corrispondenza biuni- 
voca con l’insieme dei naturali. In breve: Q è numerabile. 


Possiamo limitarci a dimostrare che l'insieme dei numeri razionali non nega- 
tivi può essere organizzato in successione; dopodiché possiamo organizzare in 
successione l’insieme di tutti i razionali, procedendo come abbiamo fatto per 
l’insieme Z degli interi, facendo seguire immediatamente ad ogni razionale > 0 
il suo opposto. 

La dimostrazione può essere resa intuitiva se rappresentiamo ogni razionale 
p/q > 0 mediante il punto (g,p), come già abbiamo fatto nella figura 1.1-3. 


I I I I 
E pene een 
| I I I I I 
i I I I I | 
Al cdi siti desi di veci case da 
I | I I I | 
I I I I | i 
4° r---0---4#---0---€ o è 
I I I Ì ] I 
1 I I I I I 
I I I I I i 
s i 2 --9 ) o) o--ne--- 
: I si I bps È 
I I 21 | Ri 
È Ue sat I I 
2 P--d-+--d--4"--0--+ 
i | La” i 
A Î 2.70 I I 
I 7, tes 
i ann 
E IS] I | | 
7 5%] | I | I 
O dx uu I i î 
il 2 3 4 5 6 


Cominciando dal numero 0, possiamo organizzare in successione tutti i 
razionali non negativi percorrendo per diagonali lo specchio mostrato nella 
figura seguente, procedendo, ad esempio, dall’alto al basso e da sinistra a 
destra, avendo cura di scansare i punti che corrispondono a frazioni p/q non 
ridotte ai minimi termini: questi punti rappresentano numeri razionali che sono 
già stati considerati. 

Con tale criterio otteniamo che i primi 18 termini della successione dei 
razionali non negativi sono (| fig. A.3-3): 


ù.i, è 1/3, & 1/8,4,30, 2A, 14, 
5, 1/5, 6, 5/2, 4/3, 3/4, 2/5, 1/6. 


Per organizzare in successione tutti i razionali, basta fare seguire immedia- 
tamente ad ogni razionale > 0 il suo opposto: 


Qst, -1,% 2, 5, -108 2-2 14,9, 


i, —A, 9/2, 4, 25, 2/4, 4 1/4. © D 


Ci si può chiedere se l’insieme di tutti i numeri reali sia ancora nu- 
merabile. La risposta, ancora dovuta a G. Cantor, è negativa, come si 
deduce dalla seguente 


Data ad arbitrio una successione di numeri reali, esiste un numero diverso 


da tutti i numeri della successione data. 


L’idea è quella di rappresentare ciascun numero della successione data me- 
diante il corrispondente allineamento decimale. Tenendo conto del fatto che 
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Figura A.3-3. 

Limitandoci a considerare 

le coppie (g,p) per cui 
MCD(p, g) = 1, corrispondenti 
a frazioni ridotte ai minimi 
termini, possiamo ordinare 

in successione tutti i numeri 
razionali non negativi 
percorrendo il reticolato in 
figura per diagonali. 


[] 
I 
I 
6 toe 
I I 
5 Loschosa 
Il I 
I I 
4 les 
| | 
] | 
3 despre 
I 
p) a Se i 
I 
4 iiilà bici. dsetiei det dea a 
0 I I ] i © 


due numeri sono diversi se i corrispondenti allineamenti differiscono per al- 
meno una cifra decimale, per costruire un numero diverso da tutti quelli della 
successione data basta costruire un numero che ha la prima cifra diversa dalla 
prima cifra del primo numero, la seconda cifra diversa dalla seconda cifra del 
secondo numero, e così via. 


Un esempio vale più di molte parole. Supponiamo sia data la successione 
di numeri reali (compresi tra 0 e 1) i cui primi 20 termini sono mostrati dalla 
tabella seguente (per ciascun numero abbiamo riportato le prime venti cifre 
decimali): 


r1 = 0.82533879941341186612... 
r2 = 0.82686607474300311345 ... 
r3 = 0.64280844532444719243.... 
ra = 0.52349013694865779740... 
r5 = 0.40470885212950498448 ... 
re = 0.05905290135436711307... 
x7 = 0.21360191866160654705.... 
rg = 0.58954430452828331591... 
xr9 = 0.30191372144085088262 . .. 
r10 = 0.92787573250707949858.... 
11 = 0.35293259554378196987 ... 
r12 = 0.45536767934751652674... 
r13 = 0.74044741860142513791... 
t14 = 0.54751691582161035954... 
15 = 0.59052236981450028824.... 
r16 = 0.86209763990621739275... 
17 = 0.92309699242341469119... 
t18 = 0.31273359060007025566... 
r19 = 0.04603142371938807870... 
r20 = 0.12764255795413058109 ... 


Costruiamo il numero 7, ancora compreso tra 0 e 1, che ha la n-sima cifra 
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decimale coincidente con la n-sima cifra del numero x, (si tratta della cifra 


mostrata in grassetto): 


x = 0.82240 29015 4741039579... . 


Abbiamo costruito x guardando lo specchio precedente in diagonale, dal- 
l’angolo a sinistra in alto a quello a destra in basso. Adesso alteriamo ciascuna 
delle cifre decimali di x, utilizzando un criterio del tipo: 


e se la cifra è compresa tra 0 e 4, essa viene sostituita con 5, se la cifra è 
compresa tra 5 e 9, essa viene sostituita con 0. 


Con tale criterio il numero appena scritto genera il numero 
ro := 0.05555 50550 50555 50000... ; 


per costruzione siamo certi che la n-sima cifra di ro è diversa dalla n-sima 
cifra di rn, e dunque ro # © per ogni n = 1,2,3,.... 


In conclusione: il numero ro è diverso da tutti quelli della successione 


data. 


@ 0 


Corollario. | L'insieme AR dei numeri reali non è numerabile. 


Infatti la proposizione precedente mostra che ogni successione di nu- 
meri reali non può esaurire tutto R, in quanto non può nemmeno esaurire 
tutto l’intervallo 0 < x < 1. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


A.3-1. Mostrare la numerabilità dell’insieme D 
dei numeri dispari costruendo una biiezione tra 
N e D. 


A.3-2. Verificare che l'ordinamento dei razionali 
non negativi che abbiamo utilizzato nella dimo- 
strazione della Proposizione A.3-1 può essere così 
esplicitato: se x1 = p1/91, 2 = p2/92 sono due 
razionali non negativi rappresentati dalle frazioni 
P1/q91: P2/92 con MCD(p;. gi) = 1, î = 1,2, allora 
x, precede r2 se p1 +91 < p2+92, oppure p1+91 = 
=p2+92€ 1 < q2- 


A.3-3* Siano A e B due insiemi disgiunti, ANB = 
= (). entrambi numerabili; dimostrare che AU B è 
numerabile. 


A.3-4* In base al fatto che Q è numerabile men- 
tre R non è numerabile, dimostrare che R \ Q 
(insieme dei numeri irrazionali) non è numerabile. 


[SUGGERIMENTO. Ragionare per assurdo, sfrut- 
tando il problema precedente.| 


i Appendice 4 


RAPPRESENTAZIONE DEI NUMERI 


NEGLI ELABORATORI ELETTRONICI 


Rappresentazione degli interi 


In questa Appendice, che costituisce una premessa alla parte dedicata 


al Laboratorio di Matematica, ci occuperemo innanzitutto brevemente 
della rappresentazione dei numeri interi nella memoria degli elaboratori 


elettronici. 


Per tale rappresentazione si utilizza ordinariamente la base due (salvo 
fornire programmi di conversione in ingresso/uscita dalla base dieci alla 
base due e viceversa) in quanto è particolarmente agevole realizzare pro- 
cedure che operano su numeri scritti in tale base, utilizzando circuiti 
basati su elementi fisici a due stati (ON/OFF). 


Bit. byte 


Al momento della progettazione di un determinato linguaggio viene 


fissato il numero di 04 (cioè di cifre binarie) da destinare alla rappresen- 
tazione delle variabili di tipo intero (salvo eccezioni di cui parleremo più 


avanti). 
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Byte 


Ad esempio, se si riservano otto bit (cioè un byte, come si dice nel 
gergo dei calcolatori), si possono rappresentare tutti i numeri naturali 
compresi tra 0 e 23 — 1 = 255. come viene mostrato nella Tabella A.4-1: 
se si utilizzano due byte (cioè sedici bit) si possono rappresentare tutti i 
numeri naturali compresi tra 0 e 219 — 1 = 65535. 

È interessante ossservare cosa accade se si esegue su un ottetto di bit 
l'operazione di complementazione, cioè si scambiano tra loro le cifre 0 e 
l: ecco un esempio: 


(00101010), = 42 + (11010101)p = 213. 


La somma 42 + 213 vale 255 = 23 — 1, cioè il più grande numero 
rappresentabile con 8 bit: infatti 


(00101010)a + 
(11010101)9 = 
(11111111) = 255. 
Il fatto sussiste in ogni caso: se si passa da un byte al suo comple- 
mento a due, e se il primo rappresenta il numero naturale n, il secondo 
rappresenterà il numero 255 — n. Se la stessa operazione di complemen- 


tazione viene eseguita su interi rappresentati da due byte, cioè sedici bit. 
si passa dalla rappresentazione di n a quella di 65535 — n, e così via. 


valore Byte Valore Byte Valore 
decimale decimale decimale 


0000 0000 0 01111101 125 145 ua 
0000 0001 01111110 126 11111101 253 


0000 0010 


0000 0011 


01111111 1217 11111110 254 
1000 0000 128 III. 255 
1000 0001 129 


Tabella A.4-1. Mediante otto bit sono rappresentabili i numeri naturali da 0 a 255. 


È chiaro che, per gli scopi pratici, è preferibile disporre di un in- 
tervallo di numeri interi che contenga tanto numeri positivi quanto nu- 
meri negativi, possibilmente un intervallo simmetrico rispetto allo zero. 
Facendo riferimento. per semplicità. al caso in cui si utilizzano otto bit. 
si può pensare di procedere nel modo seguente: si utilizzano sette bit 
per la rappresentazione del valore assoluto del numero (saranno dunque 
rappresentabili i valori assoluti compresi tra 0 e 2° — 1 = 127), mentre 
l'ottavo bit viene utilizzato per individuare il segno. 

Ad esempio. si può riservare il bit “più significativo”. cioè quello 
che in precedenza rappresentava la potenza 2”, alla rappresentazione del 
segno, convenendo di indicare il segno + ponendo tale bit uguale a 0 ed 
il segno — ponendo lo stesso bit uguale a 1. 

Mediante otto bit possiamo dunque rappresentare gli interi compresi 
tra —127 e 127: in numero 0 ammetterà due distinte rappresentazioni, e 
cioè 

(0 0000000)>. 
(1 0000000)». 


i 
bit di segno 


Utilizzando due byte, potremmo rappresentare, in modo analogo, gli 
interi compresi tra —32 767 e 32 767, cioè gli interi il cui valore assoluto 
non supera DIS 1. 
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Bit di Indice dei bit Valore 
segno 6543210 decimale 
0 0000000 0 
0 0000001 1Ì 
0 0000010 2 
0 LILIIOI 125 
0 LICIAIO 126 
0 a ep gp E 127 
1 0000000 0 
1 0000001 -1 
1 0000010 -2 
1 PILL Gi -125 
1 LP LLILIO -126 
1 a asp pi Da -127 


Tabella A.4-2. Rappresentazione binaria in segno e valore assoluto 
degli interi compresi tra —127 e 127. 


Questa tecnica per la rappresentazione degli interi è nota come rap- 
presentazione in segno e valore assoluto (in inglese: signed-magnitude 
representation); essa non viene molto usata, sia perché presenta l’inconve- 
niente della doppia rappresentazione dello zero, sia perché richiede pro- 
cedure distinte per l’addizione e per la sottrazione. 


Un’eccezione notevole a quanto appena detto è rappresentata dai 
cosiddetti sistemi di calcolo algebrico, il più diffuso dei quali, per quanto 
riguarda il mondo dei microelaboratori, è il sistema DERIVE:; in tale 
sistema i numeri interi vengono rappresentati in segno e valore assoluto, 
ma con una variante: il numero di byte riservato per la rappresentazione 
di un intero non è predeterminata, come nella quasi totalità dei lin- 
guaggi di programmazione, ma viene fissata al momento della memo- 
rizzazione di un determinato intero, tra un minimo di 2 fino ad un 
massimo che dipende, in generale, dalla quantità di memoria disponi- 
bile. L’utilizzazione di interi di parecchie centinaia di cifre è così resa 
possibile! 


La tecnica più comunemente usata per la rappresentazione degli in- 
teri è nota come rappresentazione in complemento a due. Lo scopo di tale 
rappresentazione è quello di consentire la somma di due addendi con una 
medesima procedura, indipendentemente dal segno degli addendi stessi; 
in altre parole. si vuole che la procedura che serve per l’addizione serva 
anche per la sottrazione. 


Consideriamo ancora, per semplicità di esposizione, interi rappresen- 
tati con otto bit. Il più piccolo intero positivo la cui rappresentazione 
termina con otto zeri è evidentemente 23 = 256: 


256 = (100000000). 


Si tratta di un numero la cui rappresentazione binaria richiede nove 
bit. Se n è un intero compreso tra 0 e 128. la somma tra n e 256—n dà, per 
costruzione, 256, cioè una stringa di nove cifre binarie che rappresenta il 
numero 0 se si trascura il bit più significativo. 

Nasce così l’idea di rappresentare l’opposto di n, cioè un qualunque 
numero compreso tra —128 e — 1, mediante la rappresentazione binaria 
di 256— n. In altri termini: ciascun numero negativo compreso tra —128 
e —1 viene rappresentato mediante la stringa binaria corrispondente al 
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numero naturale ottenuto sommandogli 256 = 28. 

Si osservi che i numeri da 0 a 127 ammettono rappresentazione in 
cui il bit più significativo vale 0, mentre per i numeri da —128 a —1 lo 
stesso bit vale 1, come mostra la Tabella A.4-3. 


Indice dei bit Valore 
76543210 decimale 
00000000 0 
00000001 1 
00000010 2 
01111101 125 
01111110 126 
01111111 127 
10000000 —128 
10000001 —127 
10000010 —126 
11111101 —-3 
11111110 —-2 
11111111 —1 


Tabella A.4-3. Rappresentazione in complemento a due degli interi 
compresi tra —128 e 127. 


La somma di due numeri appartenenti all’intervallo di estremi —27 
e 2° — 1, a patto che tale somma appartenga allo stesso intervallo, può 
essere calcolata sommando le rappresentazioni dei due addendi, indipen- 
dentemente dal loro segno, trascurando un eventuale riporto di 1 sul 
nono bit. 

A titolo di esempio, supponiamo di eseguire la differenza 95 — 73 
(= 22). Abbiamo 95 = (01011111)»; per rappresentare in complemento 
a due il numero —73, dobbiamo determinare la rappresentazione binaria 
di —73 + 256 = 183, che è (10110111). Allora 


01011111 + 
10110111 = 
100010110; 
trascurando il bit più significativo si ottiene l’ottetto 00010110, dove 
(00010110), = 22. 


Se si utilizzano allineamenti di sedici bit (= due byte) si possono 
rappresentare tutti gli interi compresi tra —2!° = —32 768 e 21° — 1= 
= 92761. 

Torniamo agli interi rappresentabili con otto bit. Per ottenere la 
rappresentazione in complemento a due di un intero n compreso tra 
—128 e —1 dobbiamo determinare la rappresentazione binaria di 


n':=n+256= 256 — |nl. 
Il modo più semplice per fare ciò consiste nell'osservare che 
n'=(255— |[n})+1: 


ma la rappresentazione binaria di (255 — |n|) si ottiene semplicemente 
prendendo il complemento della rappresentazione binaria di |n|, dopodi- 
ché basta sommare 1 a quest’ultima. 
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Lo schema seguente mostra tutto ciò su alcuni esempi: si passa dalla 
rappresentazione di n a quella di |n|, al complemento di tale rappresen- 
tazione, ed infine all’ottetto di bit a cui si perviene sommando un’unità: 


=l —$1 — 00000001. — 11111110 è LILLA, 
-5 —- 5 — 00000101 + 11111010 +-11111011, 
—65 —- 65 — 01000001. + 10111110 —+ 10111111, 
—1280 128. — 10000000. + 01111111 —+ 10000000. 


Molti linguaggi di programmazione richiedono che le variabili di tipo 
intero assumano valori appartenenti ad intervalli esattamente simmetrici 
rispetto all'origine. In altri termini, se n indica una variabile intera, si 
ammettono esclusivamente valori di n del tipo 


In| < maxint. 
dove la costante maxint è fissata al momento della progettazione del 
linguaggio. 

E chiaro che se si utilizzano interi rappresentati mediante otto biz, 

sarà 

maxint =127=2"- 1; 
mentre se si si utilizzano sedici bit (= due byte). sarà 

maxint = 32767 = 215 1, 
ed infine se si utilizzano trentadue bit ( = quattro byte) sarà 

maxint = 2147483647 = 231 - 1. 


Il linguaggio Turbo Pascal, che utilizzeremo in alcune unità della 
parte dedicata al Laboratorio di Matematica, dispone di due tipi di in- 
teri, il tipo Integer, cha fa uso di due byte, ed il tipo LongInt (= long 
integer) che fa uso di quattro byte. Tutta la gamma degli interi rap- 
presentabili con due (rispettivamente con quattro) byte è disponibile: 
dunque una variabile di tipo Integer può assumere valori tra —32 768 e 
32 767. mentre una variabile di tipo LongInt può assumere valori com- 
presi tra —2 147 483 648 e 2 147 483 647. 

Passiamo ora alla rappresentazione dei numeri reali. Allo scopo di 
ottenere il massimo sfruttamento della memoria disponibile. tutti gli 
elaboratori utilizzano, sia pure secondo modalità diverse. la cosiddetta 
rappresentazione in virgola mobile: in inglese si usa la terminologia float- 
ing point representation (letteralmente: rappresentazione a punto flut- 
tuante) che trae origine dal fatto che nei paesi anglosassoni si usa il punto, 
anziché la virgola, per separare la parte intera dalla parte frazionaria 
nella rappresentazione dei numeri scritti in forma decimale. 

La maggior parte delle stampanti e degli elaboratori oggi sul mer- 
cato seguono la stessa convenzione, ed anche in questo libro ci siamo 
conformati a tale uso. 

Tutti i computer costruiti negli ultimi anni si conformano sostanzial- 
mente ad una normativa emanata congiuntamente dall’ANSI e dall’IEEE 
nel 1985, nota come ANSI/IEEE Standard 754-1985 for Binary Floating 
Point Arithmetic. 

Nel seguito di questa Appendice descriveremo in dettaglio lo standard 
che va sotto il nome di doppia precisione, indicando le varianti per la 
precisione semplice e la precisione estesa. 

Abbiamo già detto che tutti i numeri vengono archiviati interna- 
mente utilizzando la base due. Ciò significa che ciò che viene fisicamente 
memorizzato è un numero del tipo 


dom 2° (1) 
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dove m è la mantissa ed e l'esponente: la mantissa è un razionale non 
negativo esprimibile come frazione binaria (= avente come denominatore 
una potenza di due) mentre l'esponente e è un intero. 


Attenzione: 


Nel corso di questa Appendice il simbolo e indica l'esponente della 


base due; nessuna confusione con la base dei logaritmi naturali, che 
verrà introdotta nel Capitolo seguente. 


La mantissa viene di regola normalizzata: ciò significa che essa viene 
espressa nella forma 


m=1+f (2) 
dove la frazione f è assoggettata alla limitazione 
0sFLI 


e deve essere rappresentabile in base due usando al più 52 bit (= cifre 
binarie). La rappresentazione della mantissa m è dunque del tipo 


= 1.b1ba...b52: (3) 
il fatto che la parte intera della mantissa sia sistematicamente 1 (e 
dunque possa anche non essere fisicamente memorizzata) costituisce pre- 
cisamente la normalizzazione a cui accennavamo precedentemente. Fa 
eccezione la rappresentazione dello 0 su cui torneremo nel seguito. 
La rappresentazione della frazione è dunque del tipo 


fi = 0.b: dba mia bza: (4) 


ciò che viene memorizzato è la sequenza di 52 bit b1 bo ... bzo. 


Un modo equivalente per esprimere quanto precede consiste nell’affer- 
mare che il numero 2° f deve essere un intero che verifica le condizioni 


Di< D94f e 9 (5) 


Una prima (sconcertante) conseguenza delle limitazioni per la man- 
tissa è che soltanto (alcuni) razionali esprimibili come frazioni binarie 
sono memorizzabili esattamente: un numero come 


0.1 = (0.00011)> = (0.0007100)> 


— 10 
non può essere memorizzato esattamente: ciò che viene scritto nella 
memoria del computer è un’approssimazione (per difetto o per eccesso). 
che differisce dal valore “vero” per un errore che non supera 


9421990 1098, 


Torneremo su questo punto nel seguito. 


Per l'esponente sono disponibili 11 bit. I valori che sono accettabili 
per l'esponente sono tutti (e soltanto) quelli che verificano la condizione 


—1022 < e < 1023, 


dunque in tutto 2 - 1023 = 2046 valori. 


Il fatto di disporre di un numero finito di bit per la frazione costitu- 
isce una limitazione sulla precisione, mentre la circostanza analoga per 
l'esponente limita il campo di variabilità (in inglese: range) dei numeri 
di macchina. 

Quanto abbiamo detto poco sopra sui valori accettabili per l’espo- 
nente sembra in contraddizione col fatto che disponendo di 11 bit si 


possono rappresentare 21! = 2048 interi. Diciamo innanzitutto che i 
valori che vengono archiviati nel campo di 11 dit riservato all’esponente 
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memorizzazione di un numero 
in doppia precisione. 
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sono i numeri e + 1023 (appartenenti all’intervallo da 1 a 21! — 2 = 
= 2046): ciò per evitare di memorizzare il segno dell’esponente. I due 
valori estremi memorizzabili nel campo riservato all’esponente, cioè 0 e 
2047 (che corrispondono a valori dell’esponente pari a —1023 e 1024) 
sono riservati a configurazioni eccezionali di cui diremo più oltre. 

Il tutto viene memorizzato in una “parola” di 64 bit, secondo quanto 
mostra la figura seguente, dove il primo bit serve per archiviare il segno 
s della mantissa, secondo la convenzione: s = 1 significa segno positivo, 
s = 0 significa segno negativo. 


1 11 52 
s e f 


Per una migliore comprensione di quanto abbiamo detto, si consi- 
derino i numeri positivi rappresentabili con esponente e = 0, dunque 
numeri del tipo rappresentato dalla formula (3). Essi appartengono 
all’intervallo [1, 2), sono in totale 2? ® 4.5x 1015 e sono equispaziati della 
quantità 2-52 & 2.220 x 10-15. I numeri rappresentabili con l'esponente 
e = 1 sono ancora 2°, sono compresi nell’intervallo [2, 4) e sono equis- 
paziati in tale intervallo. 

In breve: tra due potenze consecutive della base due sono contenuti 
25? numeri equispaziati; dunque la distanza tra due numeri di macchina 
raddoppia se l’esponente e viene aumentato di un’unità (ci allontaniamo 
dall’origine), mentre si dimezza se e viene diminuito di un’unità (ci 
avviciniamo all’origine). 

La figura A.4-2 mostra un insieme “giocattolo” di numeri di macchina 
(limitatamente ai numeri positivi), corrispondente alla scelta di tre bit 
tanto per f quanto per e. I valori “regolari” che può assumere l’esponente 
e sono dunque 23 — 2 = 6. 


1/8 


Figura A.4-2. L’insieme dei numeri di macchina è distribuito linearmente “in piccolo” (tra due potenze 
consecutive di 2) e logaritmicamente “in grande”. 


Precisione di macchina 


n_ Laboratorio A.4-1 


La quantità 2-5? è il più piccolo numero di macchina (cioè un numero 
effettivamente memorizzabile nel computer) che, sommato a 1, fornisca 
un risultato più grande di 1. Esso viene spesso chiamato precisione di 
macchina ed indicato con il simbolo eps (oppure macheps, cioè machine 
epsilon): 


eps= 272. 


Una conoscenza esatta di eps non è necessaria, ma una valutazione 
del suo ordine di grandezza, su un computer di cui non si conoscano 
le caratteristiche, si rende indispensabile per evitare di richiedere limi- 
ti troppo ristretti (o al contrario troppo generosi) nel fissare criteri di 
arresto per un procedimento iterativo ed in altre simili situazioni. 


Il seguente algoritmo consente di valutare eps: 


0. ke-0. ze1 
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Simbolo di assegnazione 


Addizione tra numeri 
in virgola mobile 


1. finché1+x> |, ripetere: 
dl xe 2/2 

12 k-k+1 

2. stampare 2x,k— 1 

3. fine 


In breve: si sommano alla costante 1 addendi via via dimezzati (a 
partire da un valore iniziale posto anch'esso uguale a 1) fino a trovare la 
più grande potenza con esponente negativo di 2 che non viene “sentita” 
dall'unità aritmetica quando viene addizionata ad 1: tornando un passo 
indietro si trova la più piccola potenza di 2 che, sommata ad 1, dà un 
numero > 1. Il contatore £ valuta il numero di iterazioni compiuto, 
dunque fornisce il numero di bit disponibili per la frazione con un errore, 
al più, di un’unità. Ciò è dovuto al fatto che, in alcuni computer, la 
somma 1+ viene in un primo tempo calcolata in un registro con un bit 
in più, e poi arrotondata al numero standard di bit. 


Nella descrizione dell’algoritmo precedente abbiamo utilizzato il sim- 
bolo 


< variabile > — < espressione > 


per l'operatore di assegnazione. È quello che in Pascal viene indicato 
con il simbolo := ed in molti altri linguaggi semplicemente con il sim- 
bolo =. Al contrario, in alcune calcolatrici scientifiche (ad es. la TI-92) 
si preferisce scrivere <espressione> + <variabile>, dove il simbolo di as- 
segnazione (freccia da sinistra a destra) viene attivato dal comando STO 
(abbreviazione di store, cioè: memorizza). 

Per comprendere appieno l'algoritmo descritto, occorre tenere pre- 
sente che la moltiplicazione tra due numeri rappresentati in virgola mo- 
bile, cioè nella forma (1), è piuttosto semplice: basta fare il prodotto delle 
mantisse e la somma algebrica degli esponenti, salvo eventualmente nor- 
malizzare il risultato, in quanto il prodotto delle mantisse, che sono due 
numeri dell'intervallo [1,2), non è necessariamente una mantissa. 

Al contrario la somma tra due numeri rappresentati in virgola mobile 
è un'operazione complessa. Consideriamo per semplicità due numeri 
positivi: 

di=My*2, do = mo 20: 


se i due esponenti ej ed eo non sono tra loro uguali, si richiede che uno dei 
due addendi, e precisamente l’addendo minore, venga “denormalizzato”, 
cioè scritto nella forma 


Ho (Mo - 28741) 2A, 


dopodiché si procede all’addizione, raccogliendo a fattore comune la po- 
tenza 2°. 


E precisamente quello che accade quando si somma 1 con 1/2. Le 
relative rappresentazioni in virgola mobile sono 


1:=11000,..000+2%, 1/2=1.000...000-2, 
ma per poterli sommare occorre scrivere 
1/2 0.00. ... 00029, 
Quando si addizionano si ha 
1.000... 000 - 2° + 


0.100...000 - 29 = 
1.100...000 - 20 
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cioè 1.5. Ogni volta che il secondo addendo, quello denominato x nel 
precedente algoritmo, viene dimezzato, l’unico bit uguale a 1 nella forma 
denormalizzata si sposta a destra di una posizione. Ecco la situazione 
quando si sommano 1 e 1/4: 


1.000...000 - 2° + 
0.010...000 - 2° = 
1.010...000 - 2°. 


È chiaro che dopo un numero finito di dimezzamenti tale bit “esce” 
dal campo disponibile per la mantissa, e il risultato è semplicemente 1. 


A parole: se due addendi sono troppo diversi tra loro, la somma tra il 
maggiore e il minore è semplicemente uguale al maggiore. In ogni caso, se 
gli esponenti e; ed es nella rappresentazione normalizzata degli addendi 
sono tra loro diversi, un certo numero di bit finali (“poco significativi” ) 
della mantissa dell’addendo minore vanno perduti. 

Il numero eps è di grande importanza: esso fornisce la “spaziatura 
relativa” tra due numeri di macchina consecutivi. Se da tastiera viene 
introdotto un numero x > 0, e indichiamo con f1(x) il valore effettiva- 
mente archiviato nella memoria di un computer che proceda per arro- 
tondamento, allora 

lessi < eps/2, (6) 
sempre che x sia contenuto nel campo di variabilità dei numeri di mac- 
china. Se la macchina procede per semplice troncamento, allora al posto 
di eps/2 a secondo membro di (6) avremo semplicemente eps. In ogni 
caso eps ci dà un’informazione sul massimo errore relativo che vien 
commesso all’atto dell’introduzione di un numero reale x nella memoria 
di un computer. 

Per comprendere a fondo quanto abbiamo abbiamo detto poco sopra, 
consideriamo che cosa accade per x = 0.1 = 1/10. Abbiamo 


1 
ria (1.1001 100110011001 ...)g 274; 


il numero di macchina più prossimo a x si ottiene considerando la frazione 
di 52 bit 
f=10011001...10011010. (7) 
T_T _Py@———————_——_—_ 
13 blocchi di 4 bit 


L'ultimo blocco è 1010 e non 1001 in quanto il 53-esimo bit (cioè il 
primo che non viene considerato) sarebbe 1, e dunque l’arrotondamento 
del 52-esimo avviene per eccesso, vale a dire sommando 275? e tenendo 
conto del riporto (1 + 1 = 10 in base due). 

Se i blocchi di 4 bit a secondo membro vengono letti come singole 
cifre, abbiamo la rappresentazione esadecimale (= in base sedici) della 
frazione f. Questa trasformazione è piuttosto facile perché (1001) = 9, 
(1010)2 = 10, dunque il valore effettivamente memorizzato per x è dato 
da 

9 9 9 10 La 
2= (14 +++ ta)? 3 (8) 
che è un numero leggermente superiore a 1/10. 

Il sistema MATLAB dispone di un utile comando, format hex, che 
consente di “fotografare” il contenuto della memoria. Nel caso del nu- 
mero x in esame, esso fornisce l’output 3fb999999999999a. Le prime tre 
cifre esadecimali forniscono e+1023, le restanti 13 forniscono la frazione. 
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Se si tiene conto che in base sedici le lettere a,b,c,d,e,f rappresentano 
i numeri da dieci a quindici, allora 


3fb =3-16° +15-16+11= 1019= 1023 —4, 


mentre l’interpretazione della frazione 999 999 999 999 a coincide con 
quanto è fornito dalla (8). 


Quanto abbiamo appena detto sembra in contrasto col fatto che se 
facciamo stampare il valore di x il computer ci fornisce nuovamente 0.1. 
Inoltre sembra esserci una contraddizione col fatto che un qualunque 
numero che possa essere rappresentato con un numero finito di cifre 
binarie è certamente rappresentabile con un numero finito di cifre deci- 
mali (mentre proprio l’esempio che stiamo considerando mostra che non 
è necessariamente vero il contrario). 


Il guaio è che per rappresentare in base dieci un numero rappre- 
sentato in binario con 52 bit potrebbero essere necessarie più di 52 cifre 
decimali, un numero insopportabilmente alto. Per soddisfare la curiosità 
del lettore diciamo che il secondo membro della (8) si scrive 


36023879701396397 


36028797018963968 — 
= 0.10000 00000 00000 00555 11151 23125 


78270 21181 58340 45410 15625 


Il denominatore della frazione appena scritta è 2°: dunque basta 
moltiplicare numeratore e denominatore per 5° per ottenere il risultato 
in forma decimale esatta. 


Il progettista del computer decide il numero di cifre decimali da 
mostrare (spesso viene lasciata una certa discrezionalità all'utente, ma 
viene comunque fissato un numero massimo di cifre).  All’atto della 
stampa di un valore contenuto in memoria, il computer compie una fun- 
zione in qualche modo inversa dell’operazione x + £1(x). Se chiamiamo 
pr la funzione che trasforma un numero di macchina (dunque il con- 
tenuto di una parola della memoria) in un numero di schermo, allora 
pr(f1(x))= x, sempre che x sia stato introdotto con un numero di cifre 
non superiore a quello fissato dal progettista. 

La discussione precedente spiega perché se stampiamo il valore del 
prodotto n - (1/n) otteniamo sicuramente 1, ma se chiediamo al nostro 
computer di stampare il valore di verità dell’uguaglianza n - (1/n) = 1, 
per alcuni valori di n (variabili da computer a computer) otteniamo il 
valore logico false. È chiaro che in questo secondo caso costringiamo il 
computer a confrontare i valori memorizzati, e non ci accontentiamo di 
constatare che il valore stampato del prodotto n - (1/n) è ancora 1. 

Il numero eps viene talvolta chiamato “zero di macchina”. Si tratta 
di una denominazione del tutto impropria: esso non ha nulla a che fare 
con il più piccolo numero positivo di macchina. Quest'ultimo si ottiene 
prendendo f = 0 ed e = —1022. Il più grande numero positivo di 
macchina ha f leggermente inferiore a 1 (si tratta della frazione rap- 
presentata da 52 bit tutti uguali a 1) ed e = 1023. Alcuni sistemi di 
calcolo chiamano questi numeri realmin e realmax. La tabella seguente 
mostra i valori delle tre costanti che caratterizzano un sistema di calcolo 
in virgola mobile. 


Nome Binario Decimale 
eps Dro = 2.2204 - 10-16 
realmin  2-1022 ri 2:2251 + 10398 


realmax (2— eps) - 21023 = 1.7977 - 10308 
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Quando un calcolo produce un numero in valore assoluto maggiore di 
realmax si ha un overflow (letteralmente: un traboccamento). Normal- 
mente un overflow provoca un messaggio di errore e l'arresto del calcolo. 
Un valore che provoca un overflow viene memorizzato convenzionalmente 
attribuendo all’esponente e il valore 1024, dunque memorizzando nel 
campo riservato all’esponente l’intero 1024 + 1023 = 2047 = 21! — 1: si 
tratta del massimo intero rappresentabile con 11 bit. 


Quando un calcolo produce un numero in valore assoluto minore di 
realmin si ha un underflow. Il valore che viene sostituito in questo caso è 
0 e il calcolo prosegue (in alcuni casi con un messaggio di avvertimento). 
Con riferimento alla figura 2, i numeri (positivi) che producono underflow 
sono quelli che si trovano nella “terra di nessuno” compresa tra 0 e 
realmin, nel caso in figura 1/8. Occorre tener presente che sostituire 
x € (0,realmin) con 0 comporta un piccolo errore assoluto, ma un 
errore relativo del 100 % ! 

Il comando format hex del sistema MATLAB consente di fotografare 
come viene memorizzata una variabile posta uguale a 0: si ottiene una 
sequenza di sedici bit uguali a 0. La terna 000 iniziale significa che 
e + 1023 = 0. cioè e = —1023. Lo zero viene dunque memorizzato 
convenzionalmente dando il valore —1023 all’esponente. 

Completiamo la discussione mostrando i valori del numero di bit per 
l'esponente e la frazione per le rappresentazioni in precisione semplice e 
in precisione estesa. 


semplice doppia estesa 


In precedenza abbiamo discusso i problemi che nascono quando si 
addizionano tra loro numeri aventi ordini di grandezza molto diversi tra 
loro. Un fenomeno assai più pericoloso, noto come cancellazione, accade 
quando si sottraggono numeri quasi uguali tra loro. 


Supponiamo di sottrarre due numeri positivi aventi uguale esponente: 
ci=myq-2°, ro =mo-2° 


dove non è restrittivo supporre mi > mo. Per la differenza tra tali 
numeri abbiamo 


Ti X2 = (mi — ma) 2°. 


La quantità m} — mo. in quanto differenza tra due numeri dell’inter- 
vallo (1.2). è un numero inferiore a 1, e dunque si ha 


Ti-XT2= (0.b1bd9 sa b52) +DE, 


vale a dire una rappresentazione in virgola mobile non normalizzata. Per 
normalizzarla dobbiamo esaminare in sequenza la cifre binarie db. dba. .... 
bz2 fino a trovare la prima cifra non nulla, dunque uguale a 1. Sia la 
cifra b:: se t = 1, per avere una rappresentazione normalizzata basta 
moltiplicare per 2 la mantissa appena considerata (cioè spostare tutti i 
bit a sinistra di un posto aggiungendo uno zero in coda) e diminuire di 
un'unità l'esponente: 


Ti-XT2= (1.b5b3 «isso d320) z pet, 


Se t > 1, dunque dj = dba = ... = bi-1= 0, bi = 1, allora per 
avere una rappresentazione normalizzata occorre spostare a sinistra di # 
posizioni le cifre della mantissa aggiungendo # zeri in coda, e diminuire 
l'esponente di # unità: 
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D Esempio A.4-1. 


Figura A.4-3. 

Il lato della poligonale regolare 
di 3 - 2**! lati inscritta nella 
semicirconferenza unitaria può 
essere calcolato a partire dal 
lato dell’analoga poligonale di 
3-2% lati. 


XTiI-T2= (1,0410142... b52 0...0) + Dee, (9) 
t zeri 


È chiaro che gli zeri finali della frazione non hanno alcun signifi- 
cato, in quanto sono semplicemente il risultato dell'operazione di nor- 
malizzazione. In altri termini: l'informazione sulla differenza r1 — r2 
è soltanto quella fornita dai primi 52 — t bit. Ora, se # è abbastanza 
grande rispetto a 52, la precisione relativa con cui viene calcolata la dif- 
ferenza x] — x2 è ridotta. Se x; — x3 è il risultato finale di un calcolo, 
l'inconveniente può essere limitato, ma non è così se tale differenza è un 
risultato intermedio, che deve essere ulteriormente elaborato, ad esempio 
deve essere moltiplicato per un fattore “grande”. 

Gli esempi che forniremo sono volti ad illustrare gli inconvenienti 
dovuti alla “cancellazione” di bit che si presenta facendo la differenza tra 
numeri “quasi uguali”. e le strategie che, in molti casi, possono essere 
poste in atto per evitare tali inconvenienti. 


IL CALCOLO DI 7 


Sappiamo (7 par. 1.4) che il metodo più antico per la stima di 7 con- 
siste nell’inscrivere e circoscrivere poligoni regolari ad una circonferenza. 
Possiamo considerare la semicirconferenza di raggio 1. ed inscrivere e 
circoscrivere ad essa delle poligonali di 2* - 3 lati. vale a dire iniziare 
da poligonali di tre lati e raddoppiare progressivamente il numero dei 
lati. Il numero x sarà il limite (e l'estremo superiore) della successione 
delle lunghezze delle poligonali inscritte ed anche il limite (e l’estremo 
inferiore) della successione delle lunghezze delle poligonali circoscritte. 


lr+1 


Indichiamo con lx la lunghezza del lato della poligonale inscritta 
alla k-esima iterazione: una doppia applicazione del teorema di Pitagora 
conduce facilmente alla formula ricorsiva 


?=2- 4-12. (10) 


L'applicazione di questa formula conduce al seguente algoritmo, in 
cui si utilizza una variabile di servizio s per il quadrato di /x, ed n è il 
numero dei lati della poligonale inscritta nella semicirconferenza unitaria: 


0. selne_3 

1. ripetereper?= 1,2,..., maxiter 
1.1 ne 2n 

12 se 2-44 
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1.3 pen-:vs 
14 stampare p 
2. fine 


Se si tiene conto del fatto che i valori successivamente assunti da s 
costituiscono una successione decrescente che tende a 0, ci si rende subito 
conto del fatto che l'applicazione della (10) conduce ad una cancellazione 
catastrofica nel calcolo della differenza 2 — V4 — s (il sottraendo tende 
crescendo a 2) e l’imprecisione con cui viene calcolata s viene amplificata 
dalla successiva moltiplicazione n - V/s. 

La sperimentazione numerica mostra che, in effetti, dopo un numero 
abbastanza elevato di iterazioni, i valori assunti dalla variabile p, che 
dovrebbero tendere crescendo a 7. sono del tutto inaffidabili. 

In questo caso il rimedio è semplice: basta riscrivere la (10) nella 
forma 


Wei 
el Tr 


per avere una formula ricorsiva che non comporta cancellazione. Di 
conseguenza l'istruzione 1.2 del precedente algoritmo diventa 


12 st s/(2+v4- s) 


e l'algoritmo corrispondente è numericamente stabile. 


(10') 


Un metodo alternativo consiste nell’esprimere la lunghezza delle due 
poligonali, inscritta e circoscritta, mediante l’apotema del poligono in- 
scritto (| par. 7.1). 


SOLUZIONE DI UN'EQUAZIONE DI SECONDO GRADO 
Vogliamo calcolare le radici dell'equazione di secondo grado 


x°-—2br +c=0. 


con b, c > 0, b? > c. Le consuete formule (| problemi 2.2-1, 2.2-2, 2.2-3) 
forniscono 


r,=b-vb2—c, zo=b+vb2—-c. 


Il calcolo della radice maggiore, cioè 72, non pone problemi in quanto 
comporta l’addizione tra due addendi positivi. Il calcolo di x1, al con- 
trario, presenta il pericolo di cancellazione se c è molto piccolo rispetto 
a b?, e quindi VD? — c è all'incirca uguale a bd. 

Se però nella formula che fornisce x) si moltiplica e si divide per 
b+ vb? —c = xa, si trova x} = c/r2, e questa formula non comporta 
pericolo di cancellazione. 

Riassumendo: la strategia migliore consiste nell’usare la formula riso- 
lutiva dell'equazione di secondo grado per il calcolo di quella delle due 
radici in cui non si presenta il pericolo di cancellazione, e di calcolare 
l’altra radice sapendo che il prodotto delle due è uguale a c. © D 


Il sistema di calcolo Mathematica dispone di un package denomi- 
nato NumericalMath' ComputerArithmetic® mediante il quale è possi- 
bile definire un insieme di numeri di macchina con base e precisione a 
scelta dell'utente. Scegliendo deliberatamente sistemi con bassa preci- 
sione si possono esaltare gli errori dovuti alla cancellazione. 


Capitolo 2 


2.1 


FUNZIONI 


Il concetto di funzione viene introdotto, a livello intuitivo, già nella 
Scuola secondaria. Al termine dell’Appendice 1 l'abbiamo brevemente 
ripreso, soprattutto allo scopo di dare una definizione precisa del con- 
cetto di corrispondenza biunivoca tra due insiemi. 


Nonostante ciò, riteniamo che un richiamo della nozione di funzione e 
delle nozioni ad essa collegate sia utile, soprattutto in vista dei concetti 
di funzione composta e funzione inversa, che verranno utilizzati a più 
riprese nel seguito del volume. 


RICHIAMI E COMPLEMENTI SUL CONCETTO 
DI FUNZIONE 


Appartiene al senso comune l’idea che esistono grandezze che “dipen- 
dono” da altre. Ad esempio, quando ci rechiamo dal benzinaio per fare 
il pieno del serbatoio del motorino, sappiamo che il conto finale dipen- 
derà dal numero di litri di carburante acquistati. In questo caso abbiamo 
due grandezze variabili, il numero di litri di miscela ed il prezzo del quan- 
titativo acquistato, che sono legate da una semplice relazione: se x è il 
numero di litri acquistati e y è il prezzo corrispondente, avremo che 


y= pr. 
dove p è il prezzo di un litro di miscela. Di solito i distributori di benzina 
mostrano tanto il numero p quanto le due quantità variabili x e y. In 
questo caso c'è una proporzionalità diretta tra x e y. 

Un altro esempio di proporzionalità diretta è quello che lega il bollo 
di circolazione di un'auto alla sua potenza (espressa in chilowatt). 

Il lettore può trovare da sé molti altri esempi semplici dello stesso 
tipo, oppure esempi in cui due grandezze x e y sono legate da una formula 
di proporzionalità inversa, cioè una legge del tipo y = &/x. dove & è una 
certa costante. Ad esempio, nel corso di Fisica si studia la legge di 
Bovle-Mariotte 


PV =:costì. 


P eV sono rispettivamente la pressione e il volume di una certa 
massa di gas perfetto che viene mantenuto a temperatura costante: la 


costante a secondo membro dipende da tale temperatura oltre che, ov- 
viamente, dalla quantità di gas considerato. Si la dunque 
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Figura 2.1-1. 
Proporzionalità diretta (a 
sinistra) e proporzionalità 
inversa (a destra) tra due 
variabili positive x e y. 
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cioè la pressione è inversamente proporzionale la volume. 


Un esempio un poco più complicato è quello che lega il reddito im- 
ponibile di un individuo (cioè il reddito lordo meno le detrazioni previste 
dalla legge) alla tassa relativa che ciascuno deve pagare. Il buon senso 
suggerisce che se x è il reddito imponibile, espresso in una certa unità di 
misura, e y è la corrispondente tassa espressa nella stessa unità, allora 
un aumento di x produce un aumento di y (chi più guadagna, più tasse 
paga. o almeno dovrebbe pagare), anzi ci si aspetta che la percentuale 
di reddito che va in tasse aumenti al crescere del reddito. 

Per l’anno fiscale 1996 il calcolo dell’IRPEF (imposta sul reddito 
delle persone fisiche) in funzione del reddito imponibile è sintetizzato 
dalla Tabella 2.1-1, in cui tutte le cifre s'intendono in migliaia di lire. 


Tabella 2.1-1. Calcolo dell’IRPEF per l’anno 1996 


Reddito 
(per scaglioni) 


fino a 7200 

da 7201 a 14400 
da 14401 a 30000 
da 30001 a 60000 
da 60001 a 150 000 
da 150001 a 300000 
oltre 300000 


Aliquota Imposta dovuta sui redditi 
(per scaglioni) intermedi compresi negli scaglioni 


10 10% sull’intero importo 

22 720 + 22% della parte eccedente 7 200 

27 2304 + 27% della parte eccedente 14400 

34 6516 + 34% della parte eccedente 30 000 

4l 16716 + 41% della parte eccedente 60 000 
46 53.616 + 46% della parte eccedente 150 000 
51 122616 + 51% della parte eccedente 300 000 


Per semplificare i conteggi, tanto il reddito quanto la tassa corrispon- 
dente vengono arrotondati al migliaio; ad esempio, per calcolare la tassa 
corrispondente ad un reddito di 19 milioni a 481 mila lire, si calcola 


2304 + 0.27 - (19481 — 14400) = 2304+1371.87 = 3 711.87 


che viene arrotondato a 3 712, cioè 3 milioni e 712 mila lire. 

In definitiva mediante la tabella precedente, si viene ad associare ad 
un numero naturale x (il reddito imponibile espresso in migliaia di lire) 
una tassa y. anch’essa espressa in migliaia di lire da un numero naturale, 
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Figura 2.1-2. 

Il grafico mostra l'ammontare 
dell’IRPEF per redditi non 
superiori ai 300 milioni (dati 
relativi ai redditi del 1996). La 
curva in figura è una spezzata 
composta da sei segmenti; la 
pendenza di ciascun segmento 
è determinata dall’aliquota 

del corrispondente scaglione. 
Nel riquadro in alto a sinistra 
è riprodotto un particolare 
dell’intero grafico, relativo ai 
primi tre scaglioni (redditi non 
superiori ai 30 milioni). 


Funzione 


Figura 2.1-3. 

Una funzione può essere 
assimilata ad un’unità dotata 
di un ingresso ed un'uscita; 
per ogni valore x fornito 
all’ingresso, scelto in un 
insieme X di valori ammissibili, 
l’unità restituisce in uscita un 
elemento y appartenente ad un 
prefissato insieme Y. 
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ma non v'è una singola formula che consenta il calcolo di y a partire da 
x, quanto piuttosto un complesso di formule da applicare a seconda dei 
casi. 


Abbiamo detto poco sopra che la tassa varia “in funzione” del red- 
dito: abbiamo usato il termine funzione secondo una delle molte accezioni 
con cui esso viene usato nella nostra lingua. In Matematica esso viene 
usato con un significato ben preciso. anche se molto ampio. In generale 
se X è un insieme (non vuoto) e Y è un altro insieme (anch'esso non 
vuoto), si dice che è assegnata una funzione da X a Y (o di X in Y) 
se noi disponiamo dell’informazione sufficiente ad associare ad ogni el- 
emento x € X un ben determinato elemento y € Y. Si dice che y è il 
corrispondente o l’immagine di x mediante f e si scrive 


f(x) :=y, oppure fix y. 


Il concetto di funzione è molto generale: non è necessario che X e 
Y siano insiemi costituiti da numeri (anche se spesso in Matematica ci 
si occupa di questo caso); possiamo, ad esempio, considerare la funzione 
che ad ogni studente di una certa scuola associa l'allineamento di sei 
cifre che contiene la sua data di nascita secondo il formato 


gg/mm/aa, 


cioè due cifre per il giorno, due per il mese. due per le due ultime cifre 
dell’anno di nascita. Possiamo considerare la funzione che associa ad 
ogni cittadino italiano il suo codice fiscale. 


Anche se X e Y sono insiemi numerici, non è detto che esista una 
“formula”, cioè una regola per calcolare f(x) a partire da x. Non è nep- 
pure necessario che X sia diverso da Y: nel caso delle tasse, esaminato 
poco sopra, tanto X quanto Y coincidono (almeno in linea di principio) 
con l’insicme MN dci numeri naturali. 
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Definizione 2.1-1. > 


Prodotto cartesiano 
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Se X è un insieme finito, cioè contiene un numero finito di elementi, 
possiamo rappresentare una funzione f : X + Y in forma tabellare, cioè 
costruendo una tabella costituita da due colonne: nella prima colonna 
si scrivono gli elementi di X, nella seconda, a fianco di ogni elemento 
di X, si scrive l'elemento di Y che la funzione gli associa. Ad esempio, 
la funzione che associa ad ogni elemento X, costituito dai giorni di una 
certa settimana, la temperatura massima misurata in quello stesso giorno 
in una certa località, può avere una rappresentazione del tipo mostrato 
nella tabella seguente: 


lunedì 26 
martedì 24 
mercoledì 24 
giovedì 25 
venerdì 26 
sabato 27 
domenica 25 


In definitiva la funzione considerata non è altro che un insieme di 
coppie (giorno. temperatura), costruito sulla base di dati sperimentali, 
in modo che siano rispettati i due criteri seguenti: 


1) ogni giorno della settimana compare come primo elemento di una 
coppia; 


2) non esistono due coppie aventi in comune lo stesso primo elemento. 


Si osservi che, al contrario, esistono coppie aventi in comune il se- 
condo elemento. Facendo riferimento all'esempio visto poco sopra, nel 
quale si associava un allineamento di sei cifre ad ogni studente di una 
certa scuola, è chiaro che lo stesso fenomeno può certamente verificarsi 
anche per questa funzione: basta che due ragazzi siano nati nello stesso 
giorno. 


L'osservazione precedente ci consente di dare una definizione formale 
di funzione, riportandola a quella di insieme di coppie ordinate di ele- 
menti. 


Siano X e Y due insiemi (non vuoti): un insieme f di coppie ordinate di 

elementi (x,y). con x € X, y € Y, si dice una funzione di X in Y, se 

1) per ogni elemento x di X esiste una coppia avente x come primo 
elemento: 

2) non esistono coppie distinte aventi in comune il primo elemento: se 
(x.y) e (x.y”) sono coppie di f. allora y = y”. 


In definitiva la funzione f altro non è che un sottoinsieme del cosid- 
detto prodotto cartesiano di X per Y, indicato con il simbolo X x Y: 
quest'ultimo è l’insieme costituito da tutte le coppie (x,y) con x € X e 
y € Y (7 Def. A.1-2). 

Tuttavia, anziché indicare un tale sottoinsieme con una lettera maiu- 
scola. ad esempio F, e scrivere (x,y) € F, si preferisce usare lettere 
minuscole dell’alfabeto, come f. g....e scrivere, come già abbiamo fatto, 


f(c)=y. oppure f:xy. 
per indicare il fatto che y è l'elemento di Y che la funzione associa ad x. 
Questa difformità di notazioni trova una spiegazione di carattere 


storico: isimboli che ancor oggi si usano per le funzioni furono sostanzial- 
mente introdotti verso la metà del ‘700 da Eulero (si tratta del mate- 
matico svizzero Leonhard Euler), mentre la teoria degli insiemi, ed il 
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Figura 2.1-4. 
Vecchia banconota da 10 SF 
con l’effigie di Leonhard Euler. 


Variabile indipendente, 
variabile dipendente 


Dominio, codominio 


Immagine 


ISCHE NATIONALBANK 


BANCA NAZIUNALA SVIZRA se 


relativo formalismo, furono introdotti verso la fine del secolo diciannove- 
simo principalmente ad opera di Georg Cantor. Abbiamo già incontrato 
tanto Euler quanto Cantor nell’Appendice 1. 

I termini applicazione. trasformazione. mappa. vengono talvolta usati 
come sinonimi di funzione. 

Poiché il primo elemento di ciascuna delle coppie che costituiscono 
una determinata funzione f può essere scelto ad arbitrio in X, è con- 
suetudine chiamarlo variabile indipendente (o anche argomento) della 
funzione f, mentre il secondo elemento va sotto il nome di variabile 
dipendente. Tutto ciò lascia pensare che ad una variazione (cioè ad un 
cambiamento) del primo elemento debba corrispondere necessariamente 
una variazione nel secondo elemento. Il lettore non deve lasciarsi trarre 
in inganno dalla denominazione introdotta: la funzione f : R — R che 
associa ad ogni numero reale il numero 1. 


f(x)=1 perogni x reale, 


è perfettamente ammissibile, anche se in realtà la “variabile dipendente” 
non varia affatto, ma resta costantemente uguale ad 1. 

A questo punto dobbiamo fare un'ulteriore precisazione. Come ab- 
biamo già osservato all’inizio di questo numero, nell’ambito della Mate- 
matica vengono spesso considerate funzioni nelle quali la variabile dipen- 
dente può essere ottenuta da quella indipendente applicando a quest’ul- 
tima una formula. Ad esempio, ciò vale per la funzione f : R—- R 
tale che f(x) := x?. In tal caso, indicata la variabile dipendente con 
una lettera, ad esempio y. si può dire che la funzione f è definita dalla 
formula 

y=r?. 

Si tratta, a rigore, di un abuso di linguaggio, o, se si vuole, di 
un’abbreviazione, che tuttavia è comoda da usarsi e come tale di uso 
corrente. 

Se f : X — Y, l'insieme X a cui appartiene la variabile indipen- 
dente viene chiamato dominio, o insieme di definizione, della funzione 
f. mentre l’insieme Y in cui la funzione prende i propri valori si chiama 
codominio della stessa funzione. 

L’insieme descritto dalla variabile dipendente y = f(x). dunque il 
sottoinsieme del codominio costituito dagli elementi che sono immagine 
di almeno un elemento del dominio, viene chiamato immagine o insieme 
dei valori. 

Per il dominio e l’immagine della funzione f : X — Y si possono 


usare i simboli dom f e im f (al posto di quest’ultimo di può usare anche 
il simbolo f(X)): dunque 
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Figura 2.1-5. 

Si può rappresentare una 
funzione dell’insieme X 
nell'insieme Y come una 
collezione di frecce che 
congiungono elementi di X 

con elementi di Y. Da ogni 
elemento di X esce una ed una 
sola freccia: il sottoinsieme di Y 
costituito dagli estremi di tutte 
le frecce è l’immagine di f. 


Funzione suriettiva 


Figura 2.1-6. 

Se f : X — Y è suriettiva, ogni 
elemento di Y è punto di arrivo 
di (almeno) una freccia che 
parte da un elemento di X. 


© 88-08-1148 
dom f = X, 
imf = f(X):={yE€Y |esiste x € X tale che f(x) =y}. 


Quando una funzione è definita mediante una formula che lega tra 
loro due variabili reali, diciamo x e y. spesso si sottintende l'insieme 
X, sottoinsieme di KR, che costituisce il dominio di f, nel senso che 
s'intende tacitamente che X sia il più grande sottoinsieme di R (possi- 
bilmente tutto A stesso) per cui la formula indicata “ha senso” restando 
nell’ambito dei numeri reali. 

Ad esempio, si dice: “consideriamo la funzione y = Vr — 1”; è sot- 
tinteso che il dominio X di una tale funzione sia l'insieme degli x reali 
per cui il radicando x — 1 è > 0, dunque si tratta dell’intervallo [1, +00). 
Torneremo su tale questione più avanti, quando introdurremo il concetto 
di funzione composta. 

Sia f : X — Y un’assegnata funzione; se f(X) = Y, cioè l’immagine 
coincide con il codominio, si dice che f è suriettiva (qualche Autore 
preferisce dire surgettiva), e si scrive 


FaeXa XY: 


Si dice in tal caso che f è una funzione di X°_ su Y.. 


La funzione f : Z — N. con f(z) := 2? non è suriettiva: f(Z) è 
l’insieme {0,1,4,9,16,...} dei “quadrati perfetti”. 

Se P := {0,2,4,6,...} è l'insieme dei numeri naturali pari, la fun- 
zione g : N + P., con g(n) := 2n (ad ogni numero viene associato il suo 
doppio), è chiaramente suriettiva: g(N) = P. 
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Figura 2.1-7. 


La funzione x + 1/(1+ x?) 


ha come dominio R e come 
immagine l’intervallo (0, 1). 


Funzione iniettiva 


Figura 2.1-8. 

Se f : X + Y è iniettiva, non 
si verificano “collisioni” tra gli 
estremi di frecce che partono 
da elementi distinti di X. Il 
grafico in figura mostra dunque 
una funzione non iniettiva. 


Dire che f : X + Y è suriettiva equivale a dire che per ogni y € Y 
esiste (almeno) un x € X che viene trasformato in y dalla funzione f. 

Se f : X + Y, ed essa non è suriettiva, possiamo considerarla come 
una funzione che prende i propri valori nell'immagine f(X): in tal caso si 
ottiene una funzione che è suriettiva per definizione. Ci si chiede allora 
quale sia lo scopo di introdurre la nozione di funzione suriettiva. Una 
possibile spiegazione sta nel fatto che, in molti casi, è immediato indicare 
un insieme a cui appartengono i valori f(x), ma non è altrettanto facile 
individuare l’insieme descritto da f(x) quando x varia in X, cioè è facile 
indicare il codominio ma non è facile individuare l’immagine di f. 

Ad esempio, è ovvio che se x è un numero reale allora anche 1/(1+?) 
è un numero reale, e dunque ponendo 

f@= 

i+a 
si viene a definire una funzione di R in R. Tuttavia non è immediato 
individuare l’immagine di questa funzione. Con i metodi che via via 
impareremo, troveremo che essa è precisamente l'insieme dei numeri reali 
maggiori di 0 e minori o uguali ad 1: cioè im f = (0,1). 


Un altro concetto importante è quello di funzione iniettiva (0 funzione 
uno a uno); f : X — Y si dice iniettiva se trasforma elementi distinti in 
elementi distinti: per ogni coppia di elementi x1, 2 di X si ha 


(ci # 2) > (f(e1)7 f(22)). 
Si scrive in tal caso 
fa 


X 
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Figura 2.1-9. 


La funzione r + x?, r € R, 
non è iniettiva: numeri opposti 
hanno lo stesso quadrato. 


Funzione biiettiva 


Funzione inversa 
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La funzione f(x) = x?, di R in sé stesso, non è iniettiva, in quanto 
numeri opposti hanno lo stesso quadrato: f(x) = f(-x) = x?. In ter- 
mini equivalenti: non possiamo sapere quanto vale x conoscendo soltanto 
il suo quadrato. Essa non è nemmeno suriettiva, in quanto si ha x? > 0 
per ogni x reale (cfr. par. 1.5), dunque l’immagine non è tutto R. Come 
dimostreremo nel paragrafo 3.8, l’immagine di tale funzione è precisa- 
mente l'insieme 


Ry:={y€ R;y=>0}=[0,+00) 


dei numeri reali non negativi. 


Se f : X + Y è suriettiva, allora l'equazione f(x) = y, per ogni 
fissato y € Y, ammette almeno una soluzione x € X; se f è iniettiva, la 
stessa equazione ammette al più una soluzione, cioè non possono esistere 
due distinti elementi x1 e x2 di X tali che f(x1) = f(x2) = y. 

In altri termini si può risalire ad x conoscendo f(x). Ecco perché la 
corrispondenza che ad ogni veicolo associa la sua targa è iniettiva (a mac- 
chine diverse devono corrispondere targhe diverse per poter riscuotere 
le multe inflitte dall’Autovelox ... ). Al contrario, per quanto possa 
sembrare strano, la corrispondenza che ad ogni cittadino associa il suo 
numero di codice fiscale non è iniettiva: il codice dipende dal nome, 
dal cognome, dal comune di nascita e dalla data di nascita: non si può 
escludere che in un grande comune nascano nello stesso giorno due per- 
sone con lo stesso cognome a cui viene imposto anche il medesimo nome. 

Se f : X — Y è al tempo stesso iniettiva e suriettiva, allora si dice 
che essa è biiettiva (o anche una biiezione di X su Y) e si scrive 


1-1 
Fd = 
su 
Si dice anche che la f mette in corrispondenza biunivoca gli insiemi 
X e Y. In questo caso, per ogni fissato y € Y, l'equazione f(x) = y 


ammette una ed una sola soluzione x € .X. E’ il caso della funzione 
gint 2n di N in P, considerata poco sopra. 


Ritorniamo ad occuparci del concetto di funzione iniettiva. Sia 
fsf>® 
un’assegnata funzione, e sia f(X) la sua immagine; se consideriamo 
f. come è lecito, come funzione di X in f(X), essa è suriettiva per 
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Figura 2.1-10. 

Il passaggio dalla funzione 

f alla funzione inversa f7! 
equivale allo scambio tra 
ingresso e uscita nell’unità che 
rappresenta f (si confronti 
con la figura 2.1-3); perché 
tale scambio sia possibile è 
necessario che f sia iniettiva. 


|p Esempio 2.1-1. 


Figura 2.1-11. 
La funzione f associa ad ogni 
numero naturale il suo doppio, 


la funzione inversa f 7} associa 
ad ogni numero pari la sua 
metà. 


|p Esempio 2.1-2. 


|p Esempio 2.1-3. 


definizione, dunque per ogni y € f(X) esiste almeno un 7 € X tale che 
f(x) = y. Ci si chiede sotto quale condizione tale 7 è univocamente 
determinato. 

Se f è iniettiva, non possono esistere due elementi diversi, x1 # 2, 
tali che f(x1) = f(x2). In tale ipotesi, ad ogni y € f(X) resta associato 
un ben determinato x € X, tale che f(x) = y. Così facendo abbiamo 
costruito una funzione da f(X) a X che va sotto il nome di funzione 
inversa di f, e viene indicata con il simbolo f7?: 


Fs f(0) E. 
Dire che x = f71(y) equivale a dire che f(x) = y: 


e=f 4) è f(a)=v (1 


_— 


Sia f : N + P (insieme dei numeri naturali pari) definita ponendo 
p= f(n) := 2n. Allora f-1:P— Nè definitadan:= f_1(p) = p/2 
(cioè f7! è la funzione che ad ogni numero pari associa la sua metà: da 
un punto di vista formale abbiamo ricavato n dall’uguaglianza 2n = p). 


O, © >. 38. 4 5 _ 6 _ # 8 8° J0 
‘——T 0—+»___£‘_+- 
=== 
f 
d_—___+-__——_ 
OL 32 4, 5 
e=====@ 9 


3 6 T 8 9 10 

o È E = 

"\// o. 

pre 
0 1 2 3 4 5 6 id 8 9 10 


Sia f : N + N* (insieme dei naturali > 0) la funzione definita ponendo 
m= f(n):=n+1;allora f_1 : N* — N è definita da f1:m-m-1 
(cioè se f aumenta la variabile indipendente di un’unità, f7! diminuisce 
la variabile indipendente di un’unità). Come nell’esempio 1, abbiamo 
ricavato n dall’uguaglianza m = n + 1, ottenendo n= m- 1. 

La scala centigrada per la misura delle temperature, introdotta dall’a- 
stronomo svedese A. Celsius nel 1742, assegna il valore 0 al punto di 
fusione del ghiaccio e il valore 100 al punto di ebollizione dell’acqua, en- 
trambi i fenomeni a pressione normale. Nei paesi anglosassoni è ampia- 
mente usata la scala Fahrenheit, così chiamata dal nome del costruttore 
danese di termometri D.G. Fahrenheit che l’introdusse intorno al 1730; 
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Figura 2.1-12. 

La funzione f associa ad ogni 
numero naturale n il successivo 
n + 1: la funzione inversa 

f°® associa ad ogni numero 
naturale m > 0 il precedente 
me 1. 


Figura 2.1-13. 

Grafico per la conversione da 
gradi centrigradi a gradi 
Fahrenheit. 


|p Esempio 2.1-4. 
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agli stessi fenomeni fisici sopra citati, tale scala assegna i valori numerici 
32 e 212. Dunque un grado centigrado (1°C) si ottiene dividendo in 100 
parti uguali l’intervallo tra le due temperature di riferimento, mentre un 
grado Fahrenheit (1°F) si ottiene dividendo in 180 parti lo stesso inter- 
vallo. Se x è la misura di una temperatura in gradi centigradi, e y è la 
misura della stessa temperatura in gradi Fahrenheit, avremo un legame 
del tipo 


y= f(ax)=max+q. 


dove i parametri m e g sono tali che sia f(0) = 32, f(100) = 212. Si 
trova facilmente che 


y=f@)=z2+32 


la funzione inversa, per ottenere la temperatura in gradi centigradi a 
partire dalla temperatura in gradi Fahrenheit, è 


2=f*4)=3(y-32). 
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Abbiamo già osservato che la funzione f : x + 2, come funzione da R 


a R. (insieme dei numeri reali > 0) è suriettiva ma non iniettiva. 

Se però ci si limita a considerare tale funzione per gli 2 > 0, cioè la si 
considera come una funzione da R. su R., allora essa diventa biiettiva. 
Se si usa la lettera y per indicare il valore di f(x). cioè si pone y = 7°, 
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Restrizione 


Figura 2.1-14. 

Se f è la funzione che associa 
ad ogni numero x > 0 il suo 
quadrato x?, la funzione 
inversa associa ad ogni numero 
x > 0 la sua radice quadrata 
VE. I grafici di f e di f_1 sono 
simmetrici rispetto alla retta di 
equazione yY = ©. 


|p Esempio 2.1-5. 


allora la funzione inversa f7? : R. — R.. è quella che associa ad y la 
sua radice quadrata: 


fiyr va © D 
Abbiamo dunque considerato la funzione f(x) := x?, definita dap- 
prima in tutto AR, e successivamente soltanto nell’insieme R. dei numeri 
> 0, allo scopo di ottenere una funzione iniettiva, dunque invertibile. A 
rigor di termini abbiamo due diverse funzioni, in quanto sono diversi i 


rispettivi dominî, anche se la “legge” che ad x associa il suo corrispon- 
dente è la stessa in entrambi i casi. 


In generale, se f : X — Y, è un’assegnata funzione, e Xo è un 
sottoinsieme proprio di X, allora si dice che g : Xo + Y è la restrizione 
di f all’insieme Xo se 


g(x) = f(a). perogni € Xo. 


Se la funzione f : X — f(X) viene considerata come un insieme di 
coppie (x, f(x)), nel senso della definizione 2.1-1, allora il passaggio da 
f ad f7? equivale allo scambio della prima con la seconda componente 
in ciascuna coppia. Se X e f(X) sono insiemi di numeri reali, i grafici 
in coordinate cartesiane di f e di f7? sono simmetrici rispetto alla retta 
di equazione y = x (bisettrice del primo e terzo quadrante). 


Vediamo ora come, sotto certe condizioni, si possono combinare due 
funzioni per ottenerne una terza. Per dare un prima idea di come ciò sia 
possibile, consideriamo il seguente 


Consideriamo le operazioni che un venditore di cocomeri deve compiere 
per determinare il prezzo di ogni “pezzo” venduto. Si tratta di due 
distinte operazioni, da compiersi in un ordine ben determinato. La 
prima consiste nel fissare il peso di ogni cocomero da vendere, rispetto 
ad un’unità di misura prefissata (ad esempio il chilogrammo): si tratta 
di associare ad ogni cocomero un certo numero. La seconda operazione 
consiste nel moltiplicare il numero ottenuto (cioè il peso) per il prezzo 
unitario (nel nostro caso il prezzo al chilo) per ottenere finalmente il 


prezzo di quel determinato cocomero. Abbiamo in definitiva due fun- 
zioni 
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Funzione composta 


Definizione 2.1-2. p 


Figura 2.1-15. 
Composizione delle funzioni f e 
9 (nell’ordine). 


|p Esempio 2.1-6. 


Figura 2.1-16. 

La composizione tra funzioni 
non è commutativa. La 
variabile indipendente 

di ciascuna funzione è 
rappresentata semplicemente 
con un punto ( 
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fiX-R, g:R-R, 
dove X è l’insieme dei cocomeri in vendita. 


Se x sta ad indicare un cocomero, dunque x € X, il peso di x è f(x), 
il prezzo di x è g(f(x)), cioè il numero che g associa al peso f(2). © 0 


Diamo ora una definizione generale. Sia f: X > Y,g:Y_ Z; 
dunque f(X), immagine di f, è contenuto in Y, dominio di g: 
im f C domg. 
Per ogni x € X è dunque lecito considerare il valore che g associa ad 
f(x), cioè 9(f(x)), venendo così in definitiva a costruire una funzione di 
X in Z, detta funzione composta di f e g (nell’ordine). 


Siano f:X —> Y, g:Y + Z due funzioni; si dice funzione composta di 
f e g (nell’ordine) la funzione (di X in Z) 


gof:xHg(f(2)). 


Si osservi che la funzione f, che viene applicata per prima alla varia- 
bile indipendente, viene scritta a destra di g; si dice talvolta che f è la 
funzione interna, g la funzione esterna. Per la stessa ragione il simbolo 
9° f può essere letto “9 dopo f”. 


Si osservi che, in generale, se è definita 9g o f, non è necessariamente 
definita f o g, in quanto non si può automaticamente supporre che Z 
sia contenuto in X. Anche quando ciò è vero, in generale f o g è una 
funzione diversa da 9g o f. 

In altri termini: 


La composizione tra funzioni non è commutativa. 


Si consideri al riguardo il seguente 


Sia f:Z+ Z definita da f(2) = z+1,g9: Z — Z definita da 
9(z) := 22. A parole: f aumenta la variabile indipendente di un’unità, 
g la raddoppia. Calcoliamo g o f: poiché f viene applicata per prima, 2 
viene trasformata in 2 + 1 e quest’ultima viene raddoppiata. Dunque 
(go f)(2)=2(2z+1)=22z+2. 
Al contrario, per calcolare f o g si passa da 2 a 22 e quest’ultima 
viene aumentata di un’unità: dunque 


(fog)(2)=2z+1. © 0 
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| 


Funzione identità 


Dominio naturale 


Esempio 2.1-7. 


Proprietà della 
funzione composta 


Se f : X — Y è una biiezione e f_! : Y + X è la sua inversa, allora 
ff) = (fo f(x) =, per ogni x € X, (2) 
ff) = (fo f) (4) =y. perogniyeY. (3) 


Ad esempio, se f : Ri — R. è definita, come nel precedente esempio 
2.1-4, ponendo f(x) := x?, allora 


Vx2 = x, per ogni x > 0, (V9)° = y per ogni y > 0. 


Si osservi che l'uguaglianza Vx? = x è falsa in R, nel senso che se x 
è un numero < 0, allora Vx? non vale x, bensì |e| = —x. Ad esempio, 
perr=-2,siha rx? =4, v4=2. 

L’uguaglianza corretta in R, come abbiamo già osservato al termine 
del paragrafo 1.5, è 


Va = le], 


che si riduce all’uguaglianza Vr? = x se x > 0. 

Se indichiamo con i simboli id x e idy le funzioni identità su X ed Y 
rispettivamente, cioè le funzioni che ad ogni elemento di X (rispettiva- 
mente di Y) associano l’elemento stesso, possiamo riscrivere la (2) e la 
(3) nella forma compatta 


flof=idx, fof=idy. 
Accade talvolta che sia f : X —> Y, g : Ya — Z, senza che Y1 sia 
contenuto in Yo, ma soltanto che l’intersezione Y1 N Ya (si tratta degli 


elementi comuni ai due insiemi) non sia vuota. In tal caso l’espressione 
9(f(x)) ha senso solo per gli x € X tali che 


f(x) EYNY. 


La condizione scritta individua un certo sottoinsieme Xo di X, e la 
funzione composta x + 9( f (£)) è correttamente definita su tale sottoin- 
sieme, detto dominio naturale della funzione stessa. 


Ci si chiede se la formula 
y=VIT-2 


individui una funzione y = h(x), dove x e y sono variabili reali. Si può 
pensare h come composta dalle funzioni t = f(x) := x — 2, definita per 
ogni x reale, e y = g(t) := vt. Tuttavia quest’ultima è definita soltanto 
per t > 0, dunque la funzione À è definita per gli x tali che x — 2 > 0, 
vale a dire nel sottoinsieme Xo = [2, +00). © D 


Sia, come in precedenza, f : X + Y, g:Y + Z; ci si chiede quali 
conseguenze si possano trarre sulla funzione composta go f : X — Z, 
sapendo che f e g sono entrambe suriettive, oppure entrambe iniettive. 

Non è difficile dimostrare che se f e g sono entrambe suriettive, allora 
9° f è suriettiva, se f e 9g sono iniettive, allora g o f è iniettiva. 

Dimostriamo la prima affermazione. Sia z € Z un elemento arbi- 
trario; essendo g suriettiva, esiste almeno un y € Y tale che g(y) = 2. Ma 
anche f è suriettiva; dunque esiste almeno un x € X tale che f(x) = y: 
in definitiva g(f(x)) = 2, e questo prova che ogni 2 € Z è l’immagine 
mediante g o f di almeno un x € X. 

Supponiamo ora f e g entrambe iniettive. Da r1 # 72 segue che 
vi := f(x1) è diverso da y2 := f(x2) per l’iniettività di f. Analogamente, 
da y1 # y2 segue g(Y1) # 9(y2) per l’iniettività di g. In definitiva 71 # 72 
implica 9g(f(21)) # 9(f(x2)). che è la nostra tesi. 
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Inversa della funzione 
composta 


Figura 2.1-17. 

La funzione inversa di g o f è la 
funzione f71 0g. 

A parole: l’inversa di una 
funzione composta è la 
composta delle inverse, ma in 
ordine invertito. 


|D Esempio 2.1-8. 


Successione 


Definizione 2.1-3. 


© 88-08-1148 
Se f e g sono entrambe biiettive, tale è anche g o f, per quanto 
abbiamo appena dimostrato. Esiste dunque la funzione inversa 
(0 f):Z- x, 


che è anche’essa una biiezione. 

Ci si chiede se è possibile esprimere tale funzione inversa a partire 
dalle funzioni f71 e g7!. Non è difficile convincersi che tale inversa non 
è data da g_1 o f7! (funzione che, tra l’altro. non è neppura definita, in 
generale), bensì da f71 0971 : Z + X. Dunque 


(ga ff =f 0g". (4) 


Si osservi che g_? trasforma Z in Y, e f7! trasforma Y in X; dunque 
{7 097? trasforma Z in X, come deve essere. 


Se X è l'insieme delle poltrone contenute nella platea di un teatro, Y è 
l'insieme dei numeri da 1 a 500, Y := {1,.2,...,500},.e f:X > Y è la 
funzione che ad ogni poltrona associa il numero segnato su di essa, dire 
che f è suriettiva oltre che iniettiva (non si segnano poltrone diverse con 
lo stesso numero) è come dire che la platea contiene 500 posti. In una 
serata in cui si verifica il tutto esaurito, la funzione g che ad ogni biglietto 
associa il compratore del biglietto stesso è una biiezione di Y sull’insieme 
Z degli spettatori, g : Y — Z (basta identificare ogni biglietto con il 
numero scritto su di esso). 

La funzione g 0 f : X + Z che ad ogni poltrona associa lo spettatore 
che ha acquistato il biglietto relativo alla poltrona stessa, è chiaramente 
una biiezione. La funzione diretta x + g(f(x)) si realizza all'atto di 
vendita di ciascun biglietto; la funzione inversa 


zi (90 f) (2) = (f71 097 (2) = F71(97 (2). 


essendo z uno spettatore, corrisponde alla ricerca della poltrona da parte 
dello spettatore (spesso con l’aiuto di una “maschera”); g7? è la lettura 
del numero scritto sul biglietto in possesso dello spettatore 2, f71 è la 
ricerca della poltrona avente quel numero. © D 


Dedichiamo la parte finale di questo paragrafo alla nozione di suc- 
cessione, di cui ci siamo già occupati brevemente nel paragrafo 1.6, allo 
scopo di inquadrarla nel concetto più generale di funzione. Una succes- 
sione è semplicemente una funzione definita sull’insieme N dei numeri 
naturali, f : N + X, dove X è un qualunque insieme (non vuoto). 


Dato un insieme (non vuoto) X, una successione di elementi di X è una 
funzione di Nin X: f:N > X. 


Di solito non si usa la notazione x := f(n) per indicare l'elemento di 
X associato al numero n, ma si preferisce scrivere 7, (da leggersi “x con 
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Progressione 
geometrica, aritmetica, 
armonica 


Sottosuccessione 


n”): si dice che n è l’indice dell’elemento rn. La successione stessa può 
essere indicata col simbolo 


oppure con la notazione abbreviata (tn)neN- 

Si può scrivere anche semplicemente (xn), in quanto l’insieme di 
definizione è fissato una volta per tutte. Al posto delle lettere x ed 
n da noi usate, si possono utilizzare altre lettere dell’alfabeto, natural 
mente distinte tra loro. La diversità dei simboli usati per le successioni, 
rispetto a quelli usati per le funzioni in generale, trae la sua motivazione 
da considerazioni di carattere storico: le successioni venivano considerate 
non come casi particolari di funzioni, ma come oggetti concettualmente 
distinti dalle funzioni stesse. 

Va detto che. talvolta. è più comodo utilizzare come dominio di una 
successione l'insieme N* dei numeri naturali > 0 in luogo dell’insieme 
N di tutti i numeri naturali. Ad esempio, le due successioni 


L 1 
n+ ia (bn)neN*, con dn 5= cr 


sono sostanzialmente identiche: entrambe sono costituite dai reciproci 
dei numeri interi positivi, cioè sono due diverse notazioni per la succes- 
sione 


(an)neN; con an := 


1,172, 1/8, 1/4, 


Occorre distinguere tra la successione, che è una particolare funzione, 
e l'insieme dei valori (l’immagine) della stessa successione: in particolare 
si osservi che l’immagine può essere un insieme finito: per la successione 
costante x, := 1 per ogni n, tale immagine è ridotta all'insieme conte- 
nente soltanto il numero 1, cioè {1}. 

Nel seguito di questo libro ci occuperemo di successioni di numeri 
reali, cioè funzioni di N (o di N*) in R. Abbiamo già incontrato, nel 
paragrafo 1.6. le cosiddette “progressioni” geometriche e aritmetiche; si 
tratta di particolari successioni di numeri reali che possono essere definite 
in modo ricorsivo, a partire da un elemento iniziale fissato ao. da formule 
rispettivamente del tipo 


att i=r-a", Gnsi:=Ghn+d, 


dove le costanti r e d sono le cosiddette “ragioni” delle stesse progressioni. 
Come si vede, in una progressione geometrica ogni termine si ottiene 
dal precedente moltiplicandolo per una costante (dunque il rapporto 
An+1/@n è costante, ed è appunto la ragione), mentre nel caso di una 
progressione aritmetica ogni termine si ottiene dal precedente sommando 
una costante (dunque in tal caso è costante la differenza an41 — @n). 
Avremo, per ogni n, 
On = 0", 
nel caso di una progressione geometrica, mentre avremo 
An = aq + nd. 
nel caso di una progressione aritmetica. 
Una successione costituita dai reciproci dei termini di una progres- 
sione aritmetica a termini positivi, come ad esempio la successione 


L11615... 


considerata poco sopra, viene chiamata progressione armonica. 


La nozione di restrizione di una funzione, che abbiamo introdotto in 
precedenza. si applica anche alle successioni. In particolare, si chiama 
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sottosuccessione di una successione data (an), ovvero successione estratta 
da questa, la restrizione di (an) ad un qualunque sottoinsieme infinito 


di N. 
Se si prende come insieme degli indici l'insieme {2,4,6,8,... } dei 
numeri pari, si ottiene la sottosuccessione @3, @4, @6, Ag, . - .,@2n....; Se 


si prende l’insieme {1,4,9,16,... 


} dei “quadrati perfetti”, si ottiene la 


sottosuccessione aj, 4, @9,...,@n2,.... 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


2.1-1. Per ciascuna delle funzioni seguenti di R 
in sé si chiede se è iniettiva: 

a) if(@):=3 

b) f(2):= |a; 


20, seT>O, 
c) far=4 2 ser < 0: 


d) f(a):=1-22; 
f(@) = iS = 23: 
f) f(a)=tr+]a. 
2.1-2. Si calcolino le funzioni f o g e g 0 f per 
ciascuna delle seguenti coppie di funzioni (di R in 


a) f(a):=1-2c; g(a):=a-2; 

b) f(@):=x2+1; g(x) := 1/(x2 +1) 
o fa)a=t+3 g(a):=a-2; 

d) f(x):=3r+1; g(x) := -2; 

e) f(x):=x+3; g(a):=-x+1. 


2.1-3. Si verifichi che la funzione f(x) := 1— 2x 
è una biiezione di R su se stesso: se ne calcoli 
l’inversa f71 e si verifichi che 


(fof!)=(f0f)=ida, 


dove quest’ultima è la funzione identità su RR, cioè 
la funzione 7 x. 


2.1-4. Se f è un’assegnata funzione di R in sè, e 
g è la funzione identità su R, g(x) = x, calcolare 
f 0g. Stessa questione se f è l’identità e 9g è una 
qualsivoglia funzione di AR in sè. 


2.1-5. Data la funzione g(r) := Ni x20, cal- 
colare g 0 g. È la stessa cosa di g? : x + [g(x)]?? 


2.1-6. La funzione g(t) := Vi è definita per t > 0. 
Ciò premesso, trovare l’insieme di definizione delle 
seguenti funzioni composte (s’intende che x è una 
variabile reale): 


a) f(a)=Vl1-z:; 
b) f@)= vVa= DE =3ì: 
) fa==: 


d) f(a):=vxr2+1. 


2.1-7. Si verifichi che le funzioni fi :r + -—z, 
fa:xr-1-xe f3 :x + 1/2, le prime due 
definite su R, la terza definita su R* := R- {0}, 
coincidono con le rispettive inverse: fx = fx È 
lo=:1239. 


2.1-8* Una biiezione f : X — X si dice un’invo- 
luzione se essa coincide con le sua inversa (si rive- 
dano gli esempi dell’esercizio precedente). Per una 
tale f si verifichi l’uguaglianza f o f = idx. Se 
X = R, cosa si può dire del grafico in coordinate 
cartesiane di f? 


2.1-9. Per ciascuna delle funzioni f elencate, tro- 
vare due funzioni g e h tali che f = go A (ci può 
essere più di una soluzione corretta): 


s) f(2)=2°+1L 

) f(a):=vr+1, 
c) f(x) :=(r+2)1; 
d) f(a):=|e2+c+]1| 


e) f@):=1+1+5; DE: 0 


2.1-10* La successione (F,) dei cosiddetti numeri 
di Fibonacci (soprannome di Leonardo Pisano, vis- 
suto intorno al ’200), è definita ricorsivamente po- 
nendo 


Fo = Fi gl PA 
Fn+2 := Fn+1 + Fn; per ognin > 0. 


Calcolare i termini F, per n < 10. 


Posto rn := Fn+1/Fn. n > 1, dimostrare che per 
la successione r, vale la formula ricorsiva 
1+ 3 
T: j== TRE 
nt Tn 
essendo rj = 0. Verificare che r, > 1 per ogni n, 
Ta <2pern>2,f, >3/2 pern>3. 
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22 


Grado, coefficiente direttivo 


Definizione 2.2-1. p 


Forma standard 


Funzione affine 


FUNZIONI POLINOMIALI 


In questo paragrafo vogliamo studiare una particolare classe di funzioni, 

chiamate funzioni polinomiali o anche funzioni razionali intere. Consi- 

deriamo la classe P delle funzioni reali di una variabile reale (che indiche- 

remo con la lettera x), individuata dalle seguenti proprietà: 

1) le funzioni costanti x + a, dove a è un assegnato numero reale, 
appartengono a P; 


2) la funzione identità x + x appartiene a P; 


3) se pi e pa appartengono a P, a tale classe appartengono anche le 
funzioni somma e prodotto: 


P1+p2:t pi(t)+p2(x), pipa :t+ pi(x)pe(2); 


4) la classe P contiene soltanto le funzioni che possono essere definite 
in base alle precedenti regole 1, 2, e 3. 


La classe P contiene tutte (e solo) le funzioni il cui valore, per ogni 
x reale, può essere calcolato mediante un numero finito di addizioni e 
moltiplicazioni eseguite sulla variabile indipendente x e su un numero 
finito di costanti assegnate. 


In modo esplicito, si pone la seguente 


Si chiama funzione polinomiale sul campo reale, di coefficienti ao, a1, 
+: An, cOn n € N, la funzione p: R—- R definita da 


p:xrHp(x):=aotax+a2x°+...+ ana”. (1) 


I coefficienti ax, & = 0, 1,...,n, sono numeri reali assegnati. Sem > 0 è il 
massimo intero per cui am # 0, diremo che p è una funzione polinomiale 
di grado m e coefficiente direttivo am e scriveremo 


grado(p) := m. 


Se ax = 0 per ogni k, quindi p è la funzione identicamente nulla, non 
assegneremo alcun grado alla funzione stessa. 


Si osservi che, in base alla definizione posta, le funzioni polinomiali 
di grado 0 sono le funzioni costanti non nulle, ovvero le funzioni 


pir-p(a)=k, K#0. 


Se 0 < m = grado(p) < n, cioè i coefficienti @m4+1,@Am+2; + + - An SONO 
tutti nulli, la funzione (1) coincide con la funzione 


rHWao+a;r+a92° +... + mt"; (1°) 


diremo che (1’) è la forma standard della funzione (1). 

Ad esempio la forma standard della funzione p(x) := 1+x—2r2+0-x3 
èrHw1+x—- 22°. In termini più semplici, la forma standard è quella 
che si ottiene sopprimendo eventuali coefficienti nulli “in coda” alla lista 
dei coefficienti, ordinati secondo le potenze crescenti della variabile. Tali 
coefficienti, anche se di fatto inutili, possono risultare comodi per sem- 
plificare certi ragionamenti, come vedremo tra breve, oppure possono 
generarsi nell'eseguire l’addizione tra due funzioni polinomiali. 


Se indichiamo con il simbolo P,, l'insieme costituito dalla funzione 
identicamente nulla e dalle funzioni polinomiali di grado < n, si ha evi- 
dentemente P,, C Ph+1 per ogni n. 


Supponiamo che il lettore abbia familiarità almeno con le funzioni 


polinomiali di grado < 2. Le funzioni polinomiali di grado < 1 (o funzioni 
affini, come anche si dice) hanno come grafici, in coordinate cartesiane, 
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Figura 2.2-1. 

La funzione r + ma + q ha 
come grafico la retta che ha q 
come ordinata all’origine ed m 
come coefficiente angolare. Il 
numero m è la variazione che la 
funzione subisce quando x 
aumenta di un'unità. 


Funzione quadratica 


Figura 2.2-2. 

La parabola di equazione 

y= ax? + be + c rivolge la 
concavità verso l’alto se a > 0. 
verso il basso se a < 0. 
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rette non parallele all'asse delle ordinate. Se si scrive mx + q in luogo di 
ao + a12, cioè si scrive la funzione p nella forma 
p(x)= ma + q. 


il grafico di p è la retta che ha qg come ordinata all’origine (cioè la retta 
taglia l’asse delle ordinate nel punto (0, g)), e, se il sistema di riferimento 
è monometrico ortogonale, ha m come coefficiente angolare (o pendenza). 


Quanto alle funzioni polinomiali di secondo grado. se si scrive ax? + 
+bx + c in luogo di ao + a1x + a2x?, cioè si pone 


a#0, 


p ha come grafico in coordinate cartesiane la parabola avente asse di 
simmetria parallelo all’asse delle ordinate e vertice nel punto 


db A 
2a’° 4a }" 


A := dè — 4ac 


p(x)=ax°+br+c, 


dove 


è il cosiddetto discriminante del trinomio considerato. Tale parabola 
volge la propria concavità verso il semipiano delle ordinate positive se 
a > 0, verso il semipiano delle ordinate negative in caso contrario. 


A @>'0 


Ricordiamo, dal programma svolto nel biennio superiore, che l’equa- 
zione di secondo grado 
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ax? +br +c=0 
ammette le radici distinte 
-—b- VA -b+vA 
fa = = ee (2) 
2a 2a 


Figura 2.2-3. 

La parabola di equazione 

y = ax? + ba + c interseca 
l’asse delle ascisse in due punti 
se A > 0, è tangente allo stesso 


asse se A = 0, non lo incontra 
se A < 0. 


Operazioni tra polinomi 


Addizione tra polinomi 


se A > 0. In tal caso il polinomio ar? + br +c ha lo stesso segno di a per 

gli x esterni all’intervallo che ha come estremi le radici x} e 79, mentre 

ha segno contrario a quello di a per gli x interni allo stesso intervallo. 
Se A = 0, l’equazione considerata si scrive 


b\? 
o(2+3) = 0 


e pertanto ammette l’unica radice (doppia) x = —b/(2a) mantenendo il 
segno di a per i restanti valori di x. 

Infine se A < 0, l’equazione considerata è priva di radici reali: il 
polinomio ax? + ba + c ha lo stesso segno di a per ogni x reale. 


a>0 A<0 
i 
| A=0 
i 
» 
A>0 
i 
x=—b/(2a) 


Nel paragrafo 2.5, una volta introdotti i numeri complessi. vedremo 
che è possibile assegnare un significato alle formule (2) anche nel caso 
AZIO: 

Come abbiamo visto all’inizio, per definizione le funzioni polinomiali, 
o polinomi come più semplicemente si dice, possono essere sommate e 
moltiplicate tra loro senza uscire dall'ambito delle stesse funzioni, vale a 
dire ottenendo ancora una funzione polinomiale. 

Gli elementi neutri delle due operazioni sono il polinomio nullo, 
x + 0, che può essere pensato come generato da una lista di coefficienti 
tutti nulli, lista di lunghezza arbitraria, ed il polinomio costante x + 1, 
generato da una lista di coefficienti del tipo (0,1,0,...,0), di lunghezza 
> 2. Una volta munito delle operazioni di addizione e moltiplicazione, 
l’insieme dei polinomi assume una struttura di anello commutativo, simi- 
le a quella degli interi (cfr. Tabella 1.1-1). 


Esaminiamo in dettaglio l'operazione di addizione. Siano 


p(x) = a0+01rx +... + mt" 


a(x) = bo + br +...+bna" 


due polinomi assegnati; supponiamo, per fissare le idee, che sia m < n. 
Nessuno ci vieta di scrivere p nella forma 
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Moltiplicazione 
tra polinomi 
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P(x) := 0 +01£+...+ mt" +ams1it"t!+...+ Gn", 
intendendo che gli (eventuali) coefficienti di indici > m siano tutti nulli. 


(In termini equivalenti: p viene considerato come elemento di P,, al pari 
di g). La funzione somma x + p(x) + q(x) è 


rt p(x)+a(x) = a0+bo+(a1+b1)r+(a2+b2)r?+...+(an+bn)c". 


I coefficienti di p + q si ottengono dunque sommando, componente 
per componente, le due “liste” dei coefficienti di p e di g. Si osservi che, 
se p+ q non è il polinomio nullo, si ha 


grado(p + qg) < max{ grado(p), grado(g) }, 


dove vale il segno di = se grado(p) # grado(g), oppure se i gradi in 
questione sono uguali ma i coefficienti direttivi dei due polinomi non 
sono tra loro opposti. 


Si vogliano sommare i polinomi 
p(x):=x°-3r+2, gq(x)=x2+4r-5; 


come elementi dell’insieme P3, costituito dai polinomi di grado < 3, 
allora p e q sono individuati delle seguenti liste dei coefficienti (elencati 
secondo le potenze crescenti della x): 


grado 0 1 2 3 


Nell’ultima riga dello specchio precedente si leggono i coefficienti di 
P+ q; si ha dunque 


P(x)+a(x)=-3+xr+x°+28, 


o se, si preferisce, p(r) +g(x) = 3 +r2 +x-3. 
Analogamente, per la somma dei polinomi p(x) := x? + 22 + 1 e 


g(x) := —x? +3, si trova p(x) + g(x) = 2x + 4; come si vede, la somma 
di due polinomi di secondo grado può risultare un polinomio di grado 
inferiore. © D 


Passiamo al prodotto tra polinomi; se p e q sono, come in precedenza, 
due polinomi (non nulli) di gradi rispettivamente m ed n, il loro prodotto 
contiene ambnt"*" come termine di grado massimo: dunque p(r)g(r) è 
un polinomio di grado n+m, pari alla somma dei gradi dei due polinomi 
fattori: 


grado(pg) = grado(p) + grado(g). 


Per scrivere in forma semplice i coefficienti del polinomio prodotto 
p(x)g(x) conviene, almeno in un primo tempo, pensare p e q come ap- 
partenenti all'insieme P,4m dei polinomi di grado <n+m: 


+n 


1 
REL La, 


p(x) = 00+01TX+...+@GmT" + Am41T 


ge) =bi+ dd 4... +dnt + base +. + brad 7, 


intendendo che sia a; := 0 per j > m, bg := 0 per k > n. In base alle 
proprietà delle operazioni di somma e prodotto si trova allora 


P(a)g(x) =c0+c1r+c2r°+...+ Cn4ma tt”, 


dove 
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coefficienti di q — 1 


co := aobo, 
ci := agdi + d1bo, 
c2 := aob2 + adi + azdo, 


cioè, in generale, 


k 
Ck := > a;bp;. (3) 
:=0 


2 3 1 — coefficienti di p 
X 

2 0 3 

4 +0 +3 =" 


Figura 2.2-4. Per il calcolo dei coefficienti del polinomio prodotto p(x)g(r), possiamo immaginare che i coeffi- 
cienti dei due fattori p e q siano disposti su due righe sovrapposte, ordinati secondo le potenze crescenti della 
variabile per un polinomio, secondo le potenze decrescenti per l’altro polinomio. Facendo scorrere una riga 


sull’altra in modo che si trovino sulla stessa verticale i coefficienti ao e dx (e di conseguenza anche i coefficienti 
ax e bo) il calcolo di cx si ottiene facendo la somma dei prodotti delle coppie di coefficienti che si trovano allineati 
sulla stessa verticale. In figura è mostrato il calcolo del coefficiente ca, relativo al prodotto di p(x) := x? — 3r +2 


e q(x) := x8 +2r° +3. 


|p Esempio 2.2-2. 


Divisione tra polinomi 


Vogliamo eseguire il prodotto di p(x) = x? -3r+2 e q(x) := x3+222+3. 
I coefficienti sono dati dallo specchio seguente: 


cioè, ordinando secondo le potenze decrescenti di x, 


p(e)g(x) = 29 — xÎ — 4r3 + 72° — 9r +6 = i 


L’analogia tra l'anello degli interi Z e l'anello dei polinomi P è 
completata dalla possibilità di eseguire tra polinomi una “divisione con 
resto”, simile alla divisione intera (o divisione euclidea) di cui ci siamo 
occupati nel paragrafo 1.1. 


Conviene ordinare i polinomi secondo le potenze decrescenti della 
variabile, in quanto il quoziente g(x) della divisione tra due polinomi p(x) 
e d(x) (quest’ultimo diverso da zero) è definito in modo che il prodotto 
q(x)d(x) abbia gli stessi coefficienti di p(x) relativamente alle potenze 
“alte” della x, vale a dire è costruito in modo che la differenza p — qd 
(il resto della divisione) sia un polinomio di grado il più basso possibile. 
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|p 


Divisibilità tra polinomi 


Esempio 2.2-3. 


Termine direttivo 
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Dati due polinomi 
p(x) := ant" +an-101"-1+...+@,£ +00, 
d() := ma + bm_10"1+...+ br + do. 


con d # 0, esistono due polinomi univocamente determinati g(x) e r(x). 
detti quoziente e resto, tali che sia 


p(x) = a(e)d(x) + r(2). (4) 
dove r = 0 oppure grado (r) < grado (d). 

Se la divisione di p per d produce un resto nullo si dice che p è 
divisibile per d: in tal caso si ha p(x) = g(x)d(x). 

La dimostrazione consiste nell’esibire un procedimento che consenta 
di determinare gq e r in modo tale che i due polinomi a primo e a secondo 
membro della (4) abbiamo uguali i coefficienti di x”, quelli di x? !, e 
così via fino ai coefficienti dei termini di grado 0 (i cosiddetti termini 
noti). 

Se il grado di p è minore del grado di d, la proposizione è dimostrata 
semplicemente prendendo q := 0, r := p. Se il grado di p è maggiore o 
uguale al grado di d, il grado del quoziente q è pari alla differenza tra il 
grado di p e quello di d. 


Prima di dare la dimostrazione della proposizione enunciata, vogliamo 
mostrare su un paio di esempi la procedura per la determinazione di q e 
r. Si tratta di una tecnica di “sottrazioni successive”, il cui scopo è quello 
di eliminare uno dopo l’altro il maggior numero possibile di termini del 
dividendo p, a partire dai termini di grado più elevato. 

Vogliamo dividere il polinomio 

p(x) :=x'+2x° - £+1 
per 

d(a):=x+1. 
Si cerca un polinomio quoziente g(x). tale che p(x) — g(x)d(x) dia un 
resto r(x) di grado < 2. Ciò significa che le potenze di grado 4, 3 e 2 dei 
polinomi p e gd devono coincidere tra loro, e pertanto g(r) deve essere 
un polinomio di secondo grado, cioè di grado uguale alla differenza tra 
il grado di p e quello di d. Se si scrive 

a(x) = cor? + cir + co. 
si riconosce che x*. termine direttivo di p (cioè quello di grado massimo). 
deve ottenersi come prodotto dei termini direttivi di q e di d, cioè deve 
aversi (cox?)x? = r*. e dunque co = 1. Pertanto g(x) si scrive 

g(x)=x? + cir + co. 


Il prodotto tra il quoziente g(x) e d(x), si può scrivere nella forma 
seguente: 


[e + (cir + co)](e? +1) =x4+x?+(c1r+co)(2°+1), 
e l'uguaglianza desiderata, p(x) = g(x)d(x) + r(x) diventa 
xt+2x8 -x+1=x4+x°+(c1r+co)(2°+1)+r(2), 


cioè anche, portando a primo membro il polinomio x4 + x?, ottenuto 
come prodotto di car? per d(a). 


2x3 — x —-r+1=(c10+00)(e° +1) +r(2). (5) 


In forma grafica possiamo rappresentare le operazioni compiute nel 
modo seguente: 
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resto parziale > 2x3 -—x? -x +1 


Il polinomio 2x3 — 2? — r + 1 è stato ottenuto facendo la differenza 


tra i due polinomi scritti nelle righe al di sopra di esso. 

A questo punto, l’uguaglianza (5) può essere interpretata come la 
divisione del polinomio di terzo grado 2x3 — x? — x + 1 per il polinomio 
d(x) = x? +1 assegnato inizialmente. Il coefficiente c1 si ottiene, come 
in precedenza, dividendo il coefficiente direttivo del dividendo, che ora 

| è 2, per l'analogo coefficiente del divisore. che è 1, ottenendo ci = 2. Si 
moltiplica il termine cx = 2x per d(x) e si sottrae il prodotto ottenuto 
dal dividendo 2x3 — 1? — r+1: si prosegue allo stesso modo fino a quando 
il polinomio “resto” ha grado minore del grado del dividendo, nel nostro 
caso grado < 2. 


Il risultato finale è mostrato dallo schema seguente: 
grado: 4 3 2 al 0 


xt +25 —% +1 x2+1 
24 +? 


2x3 -x2 -x +1 
2x3 +27 


—dwi 2 
Dunque 
xt +2x° -r+1=(22+2r-1)(x°2+1)-3r+2, 
cioè il quoziente è x? + 2r — 1, mentre il resto è —3r + 2. © D 


E chiaro che il calcolo dell'esercizio precedente può essere svolto ope- 
rando direttamente sui coefficienti dei polinomi in gioco, senza che venga 
esplicitamente scritta la variabile. Ecco tale schema: 


1 2 0 -1 1 1 0 1 
1 0 1 
1 2 53 
2.1 -1 1 
2 0 2 


Per meglio comprendere l’osservazione precedente, si consideri il seguente 


|p Esempio 2.2-4. Si vuole dividere il polinomio di terzo grado x3 + 2x + 5 per il polinomio 
di secondo grado 2x? + x — 1. I coefficienti del dividendo e quelli del 
divisore, ordinati secondo le potenze decrescenti della variabile, sono 
rispettivamente 
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LO 2 LeL 
Si ottiene lo schema 


i Go a 
D 12-12 


—1/2 52 5 
2 La 1/4 


11/4 19/4 


Si ha dunque il quoziente g(x) = (1/2)x — 1/4, e il resto r(x) = (11/4)x+ 
+19/4. © D 


Possiamo immaginare che i coefficienti del dividendo siano scritti in 
una “lista” che inizialmente contiene la quaterna 1,0, 2, 5; la stessa lista, 
nei passi successivi del procedimento, assume i seguenti contenuti: 

Passo 0: 1 0 2 5 
Passo 1: 0° —-1/2 5/2 5 
Passo 2: 0 0 11/4. 19/4 

Si osservi che le operazioni che abbiamo compiuto sulla lista che 

inizialmente contiene i coefficienti del dividendo sono state le seguenti: 


1) siè diviso il primo termine non nullo della lista considerata per il coef- 
ficiente direttivo del divisore, ottenendo un coefficiente del quoziente; 


2) si è moltiplicato il coefficiente appena calcolato per la lista dei coeffi- 
cienti del divisore, e la lista così ottenuta è stata sottratta dalla lista 
iniziale in modo tale da annullare il primo termine non nullo di tale 
lista: 

3) la coppia di passi 1) e 2) è stata ripetuta fino a quando la lista 
“residua” è interamente costituita da zeri, oppure rappresenta un 
polinomio di grado inferiore al grado del divisore. 


La discussione precedente può essere formalizzata in una vera e pro- 
pria 


Occupiamoci dapprima dell’esistenza dei polinomi q ed r. Descriviamo in 
forma algoritmica la costruzione di tali polinomi. Faremo uso del simbolo 
di assegnazione —, per indicare che alla quantità alla sinistra di esso viene 
attribuito il valore dell’espressione scritta alla destra. 


0. Acquisire p(x) e d(x) 
1. g(x) 0, r(2) — p(2) 
2. finché r #0 e grado(r) > grado(d), ripetere: 


termine direttivo di r(x) 
termine direttivo di d(x) 


22 gle) — g(2)+m(2) 

2.3. r(a)—r(a)— m(x)d(x) 
3. stampare g(x) e r(x) 

4. fine 


21 m(a) 


Ricordiamo che il termine direttivo di un polinomio è il termine di grado 
massimo. 

Quanto all’unicità, se si avesse p = g'/d + r’, con r' nullo oppure di grado 
< m, sottraendo membro a membro le uguaglianze p= gd +r e p= g'/d+r' 
avremmo 0 = (q — g')d + r — »', cioè (g" — g)d = r — r/. Se g' fosse diverso 
da q il primo membro sarebbe un polinomio di grado > m, mentre il secondo 
membro è di grado < m. Ne segue che g' = q, e di conseguenza r' = r. © D 


2.2 — Funzioni polinomiali 


111 


© 88-08-1148 


Divisione di un polinomio 
per un binomio 


Corollario. 


Zero di un polinomio 


Definizione 2.2-2. p 


Regola di Ruffini-Horner 


Proposizione 2.2-2. p 


L JI Laboratorio 2.2-2 


Dimostrazione S 


Prendiamo in considerazione la divisione di un generico polinomio 
p(x), di grado > 1, per il binomio x — ro. In base alla Proposizione 
2.2-1, abbiamo 


p(x) = (a — ro)g(c) +r, 
dove q è un polinomio di grado n — 1 ed r è un polinomio di grado 0, 


dunque una costante reale. Ponendo nell’uguaglianza precedente x = xo, 
sì ottiene 


p(co)=0-g(co)+r=r. 
Se p è un polinomio di grado > 1 e xo un numero assegnato, si ha 
p(x) = (1 — co)g(x) + p(wo), (4°) 


dove q è un polinomio di grado n — 1. Dunque p è divisibile per x — ro 
se e solo se p(co) = 0. 


Dunque il resto della divisione di p per x — ro è semplicemente p(.xo), 
cioè il valore che p assume nel punto ro. Ne segue che p(x) è divisi- 
bile per x — xo se e solo se xo è uno zero del polinomio p. Abbiamo 
usato la locuzione “zero di un polinomio” come sinonimo di valore in 
corrispondenza del quale tale polinomio di annulla. Formalmente 


Il numero xo si dice uno zero del polinomio p se p(xo) = 0. 


Si osservi che un polinomio può essere privo di zeri: ad esempio il 
polinomio x? + 1 non si annulla per alcun valore di 7 € R. Più oltre 
dimostreremo che ogni polinomio di grado dispari ammette almeno uno 
zero (| problema 3.8-4). 

La semplicità del divisore x — xo ci induce a ritenere che la divisione 
di p per x — zo si possa fare in modo altrettanto semplice. Sussiste in 
proposito la cosiddetta regola di Ruffini-Horner: 


Sia p(x) = ant” +an-10"71 +...+ 0109 + a0, an # 0, un polinomio di 
grado n > 1; allora si ha 


p(x) =(c— ro)g(c) +r, 
dove i coefficienti del polinomio quoziente 

q(x) = bn-10"-1 + bn-20”-2 + ...+ br + do 
ed il resto r = p(x0) sono dati dalle formule 


bn-1 = An, 


6 
bi-1= ak + robk, perk=n—-1,n-2,..., 10; (6) 


avendo posto, per comodità di scrittura, b_j := r = p(xo). 


Dunque i coefficienti del quoziente ed il resto possono essere calco- 
lati ricorsivamente mediante la seconda delle formule (6), a partire dal 
coefficiente di grado massimo (coefficiente direttivo) db, 1 = an. Tali for- 
mule forniscono una semplice regola (un “algoritmo”) per il calcolo dei 
coefficienti in questione, nota come regola di Ruffini-Horner, dai nomi 
dell’italiano Paolo Ruffini (1765-1822) e dell’inglese William G. Horner 
(1786-1837). Si osservi che il calcolo di r = p(xo) viene effettuato me- 
diante n addizioni ed altrettante moltiplicazioni. 


Le formule (6) potrebbero essere ottenute da un riesame dettagliato della di- 
mostrazione della proposizione 2.2-1. Tuttavia è più agevole osservare che i due 
membri dell’uguaglianza (4), proprio per il modo con cui sono stati costruiti 
i polinomi quoziente e resto, sono uguali in quanto polinomi, cioè hanno ordi- 
natamente uguali i coefficienti dei termini di ugual grado. L’uguaglianza (4’) 


si scrive attualmente 
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ant + an-10" 1 +...+@01,x +00 = 
= (cr xo)(bn 10"! + bn-20" 7 +...+ br + bo) +r: 
uguagliando i coefficienti di x”, quelli di x" 1, e così via fino ad uguagliare i 
termini di grado zero, si ottengono le formule 
An = da-1; 
Gn=1 = bn-2— Tobn-1, 
An-2 = bi-3 — Tobn-2; 
a, = do = rob, 
ao=f- Tobo. 
Se si scrive b_1 al posto di r, e si scrivono le uguaglianze precedenti isolando 
a primo membro i coefficienti bn-1.bn-2,..., bi. bo.b-1 = r, si ottengono le 
formule (6). ®@ D 
|p Esempio 2.2-5. Vogliamo dividere il polinomio p(x) := x* - 2r+1 per x — 2. Ordiniamo 


N_ Laboratorio 2.2-3 


Proposizione 2.2-3. D 


Dimostrazione SN 


i coefficienti di p su una riga, da sinistra a destra, secondo le potenze 
decrescenti di x. Il primo coefficiente (o coefficiente direttivo) di qg coin- 
cide con l’analogo coefficiente di p. dunque vale 1: il secondo coefficiente 
si ottiene moltiplicando per 2 il coefficiente appena determinato e som- 
mando il prodotto ottenuto al secondo coefficiente di p, e così via fino 
ad ottenere il resto. Il tutto è mostrato dallo schema seguente: 


Nell'ultima riga si leggono, da sinistra a destra, ba, di, do. b-1=r = p(2). 
Dunque 


x°-—2xr+1=(x-2)(xr° +2r+2)+5. © D 


Il Corollario della Proposizione 2.2-1 mostra come la conoscenza di 
uno zero del polinomio p(x) ci consenta di fattorizzare il polinomio stesso 
nel prodotto di un binomio (cioè un polinomio di primo grado) ed un 
polinomio quoziente g(x) di grado inferiore di un’unità rispetto al grado 
di p. 

La proposizione seguente è utile per la ricerca di eventuali zeri razio- 
nali di polinomi a coefficienti interi. 


Se il numero razionale p/q (dove la frazione indicata è ridotta ai minimi 
termini) è soluzione dell’equazione a coefficienti interi 


ant +an-10"71 +... +a,r+a09=0, 
allora il numeratore p è divisore del termine noto ao, il denominatore q 


è divisore del termine direttivo an. 


Dall’uguaglianza 


n n-1 
on (2) +0: (2) +...+ao0=0 
d I 


si trae, moltiplicando entrambi i membri per g”, 
an p" +an-1p""1q+...+a0g"=0. (7) 


Sottraendo da entrambi i membri la quantità @vg”, si ottiene l'uguaglianza 


equivalente 


an p° +an-1p" 1q9+...+a1pq” 1 = —a0g”. (7°) 
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Corollario. D 


Dimostrazione N 


|p Esempio 2.2-6. 
D Esempio 2.2-7. 
D Esempio 2.2-8. 


Proposizione 2.2-4. p 


Dimostrazione S 


Il primo membro è divisibile per p, dunque tale è anche il secondo membro. 
Ma p è primo rispetto a 9g, e dunque non divide g”; ne segue che p divide il 
termine noto ao. Abbiamo sfruttato il seguente fatto: se un numero primo p 
divide il prodotto ab e p è primo rispetto ad a, allora esso divide b. 


In modo del tutto analogo, scrivendo l’uguaglianza (7) nella forma 
ani ‘q+.. + asd = -— np”, (7) 


si dimostra che q divide il termine direttivo an. © D 


Per ogni naturale n, il numero V7 è naturale oppure (aut) irrazionale. 


Posto x = y/, si ha che x è soluzione dell’equazione a coefficienti interi 2° —n = 
= 0; poiché il termine direttivo del polinomio a primo membro è 1, eventuali 
soluzioni razionali dell’equazione scritta sono intere. © D 


Vogliamo determinare eventuali zeri razionali del polinomio 6x3 + x?+ 
+2x — 1. I divisori del termine direttivo sono +1, +2, +3, +6, mentre 
i divisori del termine noto sono +1. Eventuali radici razionali vanno 
dunque ricercate tra i numeri 


1 1 1 
cel} ero os ba 
2 3 6 
Una verifica diretta mostra che soltanto 1/3 annulla il polinomio asse- 
gnato. 


Vogliamo dimostrare che il polinomio 4r3 — 3x2 — 1/2 non ha radici 
razionali. Si tratta di un polinomio a coefficienti razionali; tuttavia è 
chiaro che le radici di tale polinomio sono le stesse del polinomio che si 
ottiene moltiplicando tutti i coefficienti per 2, vale a dire sono le stesse 
del polinomio p(x) = 8r3 — 6x2 — 1. 

Se quest’ultimo polinomio avesse radici razionali, esse andrebbero 
ricercate tra i numeri +1,+1/2,+1/4,+1/8; ma una verifica diretta 
mostra che p non s’annulla in alcuno di tali punti. 


Vogliamo dimostrare che il numero V2 + vV3 è irrazionale. Posto x = 
= V2+ v3, cioè £ — V2 = V3, un elevamento al quadrato fornisce 


x -2V2r+2=3 « 2V2x=2°-1; 


un ulteriore elevamento al quadrato fornisce 8x2 = x4 — 2? + 1, cioè 
finalmente 


x°*- 105° +1=0. 


Eventuali radici razionali dell’equazione scritta vanno ricercate tra i 
numeri 1 e —1; poiché nessuno dei due è soluzione dell’equazione, se ne 
conclude che la soluzione x = V2 + V3 è irrazionale. © D 


Ci si può chiedere quanti zeri, al più, possa ammettere un polinomio 
di grado n. Ecco la risposta: 


Un polinomio di grado n > 1 ha al più n zeri. 


In termini equivalenti: se p € P,, cioè 
P(x) = ana” +an-10"71 +...+ 012 + ao, 


e pammette n+1 zeri distinti, allora p non può essere altro che l’elemento 
nullo di P,,, vale a dire il polinomio identicamente nullo: 


Un ='Un-i === d= 0. 


Se n = 1, la proposizione sussiste, in quanto un polinomio di primo grado, 
p(x) = ao + a17, con ai £ 0, ammette l’unico zero 20 = —@0/a1. 
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Principio di identità 


Proposizione 2.2-5. D 


Dimostrazione S 


Interpolazione polinomiale 
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Procedendo per induzione rispetto al grado n, sia p un polinomio di grado 
n > 1: se p è privo di zeri non c’è niente da dimostrare, in caso contrario, sia 
to uno zero di p: allora, in virtù del Corollario della Proposizione 2.2-1, esiste 
un polinomio q di grado n — 1 tale che 


p(co) = (€ — ro)g(x). 


Per l’ipotesi induttiva q ammette al più n — 1 zeri, dunque p ammette al 
più n zeri, poiché i suoi zeri, oltre a ro, sono tutti e solo gli zeri dig. & D 


Supponiamo di avere due polinomi di grado non superiore a n: 
p(x) = ant" + Gan +e al + do; 


g(x) “n bite SI bara! +... +b12 + do. 


Evidentemente, se essi hanno ordinatamente gli stessi coefficienti, cioè 


ar = dx (8) 
per ogni & = 0, 1....,n,i valori che essi assumono sono coincidenti, cioè 
essi sono nomi diversi per la stessa funzione: 

p(x) = g(x), (9) 


per ogni x reale. 


Inversamente ci si può chiedere: è possibile che si abbia l’ultima 
uguaglianza scritta, cioè le funzioni € + p(x) e € + g() coincidano, 
senza che i coefficienti siano ordinatamente gli stessi nei due polinomi? 

La risposta è negativa: se vale l’identità (9), allora vale necessaria- 


mente anche la (8). In ciò consiste il cosiddetto principio di identità dei 
polinomi: 


Se due polinomi p e qg coincidono in quanto funzioni, cioè si ha p(x) = 
= q(x) per ogni x reale, allora essi sono identici, cioè hanno i medesimi 
coefficienti. 


Se n = max { grado(p), grado(g) }, scelti ad arbitrio n + 1 punti distinti sulla 
retta reale, si ha che la funzione polinomiale p(x) — g(x) (di grado < n) si 
annulla in tali punti e dunque il polinomio p — g, in virtù della proposizione 
precedente, ha tutti i coefficienti nulli. © D 


Se f : X + Y è un’assegnata funzione il cui dominio X contiene 
infiniti elementi, la conoscenza del valore di f in un numero finito di ele- 
menti di X ci dà un’informazione soltanto parziale della funzione stessa. 

Nel caso in cui p è un polinomio di P,, al contrario, la conoscenza dei 
valori che p assume in corrispondenza di n+1 punti distinti dell’asse reale 
individua univocamente p: dunque deve essere possibile determinare i 
coefficienti di p stesso a partire dai valori che esso assume nei punti 
considerati. 

In altri termini, la conoscenza delle n+1 coppie di numeri (o. p(co)). 
(ci pis) (©n.p(tn)). deve consentire la determinazione di p. 


Dati n +1 punti nel piano, con ascisse distinte, siano 


(0:00); (Enumi--ca (Casa) (10) 


con v; # x; per è # j, le Proposizioni 2.2-4 e 2.2-5 ci assicurano che 
esiste al più un polinomio di P,, che assuma i valori y; nei punti x;. cioè 
tale che si abbia 


P(xo) = Yo; P(c1) =Y1: ---.P(Tn) = Un: 


Vogliamo ora dimostrare che un tale polinomio effettivamente esiste. 
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Proposizione 2.2-6. D Assegnati n + 1 valori distinti 20, 1,...,n ed altrettanti valori yo. y1. 


Dimostrazione S 


D Esempio 2.2-9. 


-1Un, esiste un polinomio (ed uno solo) p(x) = ao + @1r +... +@nt” 
per cui risulta 


P(to) = Yo; P(c1) =Y13-.., P(Ln) = Yn- (11) 


In termini geometrici: il grafico di p passa per i punti (20, Yo). (€1,%1). 
+03 (Xn:Yn): si dice che p interpola i punti appena considerati. Si os- 
servi che i valori yi, è = 0,1,...,n, che rappresentano le ordinate dei 


punti d’interpolazione, non sono necessariamente distinti, a differenza di 
quanto accade per le ascisse x;. 


Esporremo un metodo per la costruzione del polinomio interpolatore che risale 
a J.-L. Lagrange (1736-1813). Supponiamo di saper costruire n + 1 polinomi 
di Pa, siano: Lo, b1,..+s Ln, che risolvono i seguenti particolari problemi di 
interpolazione: per ciascun indice è da 0 a n, il polinomio L; vale 1 nel punto 
x —iesi annulla nei restanti punti x;, con j # è: 


_S1l seg=1, 
Lig} = la sej$#i. Dia) 
Allora il polinomio cercato si può scrivere nella forma 
p(x) = YoLo(2) +y1L1(x) +... + ynLn(). (13) 


Infatti il polinomio p, calcolato nel punto xo, vale 
Yo:1+y1:0+...+yn:0= yo. 
nel punto x1 vale 
Yo:0+y1:1+...+Un-0=%; 
e così via. 


Ora, per un fissato indice è compreso tra 0 e n, è abbastanza facile scrivere 
un polinomio di grado n che si annulla in tutti i punti x; con j # è?: basta 
considerare il prodotto 


(€ - co)(£ — 1)... (£- i-1)(e- ivi)... (C- Cn), 
vale a dire il prodotto delle differenze (x — x;) per tutti gli indici j eccetto 
l'indice j = è. 
Naturalmente, non c’è ragione perché il polinomio appena scritto debba 
valere 1 nel punto x = x;. Per ottenere questo secondo risultato basta dividere 


il polinomio precedentemente scritto per il valore che esso stesso assume nel 
punto 7;. 


In definitiva si ottiene 
(€ - ro)(cr — c1)...(1- ri-1)(c- ci41)...(£- n) 
(ci — ro)(ci — 21)... (ci ri-1)(ci— i+)... (ci €n) 


per tutti gli indici i da 0 a n. @ D 


Vogliamo calcolare il polinomio di secondo grado che interpola i dati 
seguenti: 


Si trova 
—1 —-2 1 1 Ti 1 
Lola) = ESTE (0 dr+ tal doti 
_ le+Dle-2) 1 __i 1 
Li(2) = A+1)(1=2) dai La x-2)= ge+3et1 
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Figura 2.2-5. 

Grafico dei polinomi di 
Lagrange Lo, L1, Lo, L3 relativi 
alle ascisse —1,0,2,4. 


Interpolazione, estrapolazione 
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(cr +1)(c-1) 
(2+1)(2-1) 


Il polinomio cercato è dunque 


=3(@2-1)= x 


1 
3 


iu 


Lo(c) = 


4 aa © D 


In molti casi le ordinate y;j di un problema di interpolazione polino- 
miale sono i valori che un’assegnata funzione f assume nei punti x;: 


yi = f(zi): 


lo scopo della costruzione del polinomio p è quella di approssimare f(x) 
mediante p(x) per valori di x distinti dalle ascisse x;. 


In certi casi i valori yj sono ricavati sperimentalmente, cioè non è 
nota un’espressione “analitica” di f. 
Supponiamo che sia 


Bo <bi S gna € Taj 


se p viene calcolato in un punto x compreso tra ro e rn si parla di 
interpolazione in senso proprio, mentre se il punto x in cui viene calcolato 
p è esterno all’intervallo [ro, cn] si parla di estrapolazione. 


A questo punto va osservato che l’estrapolazione deve essere usata 
con estrema cautela! Si tenga presente che la variazione di una singola 
ordinata y; genera una variazione di tutto il polinomio p, come è evidente 
dalla formula (13). Ad esempio, una “piccola” variazione dell’ordinata 
Yo può comportare una variazione notevole del valore di p per valori di x 
di poco superiori ad x; tale variazione è tanto più rilevante quanto più 
grande è il grado n del polinomio interpolatore. Si osservi in proposito 
la figura 2.2-6. 

È per questa ragione che si utilizzano raramente polinomi di grado 
elevato a scopo di approssimazione, ma si preferisce utilizzare funzioni 
polinomiali a tratti, cioè funzioni ottenute raccordando polinomi diversi 
di grado non troppo elevato (ad esempio polinomi di terzo grado) su 
intervalli consecutivi, imponendo opportune condizioni di raccordo nei 
punti che separano ciascun intervallo dal successivo. 
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Lasciamo questo argomento, che viene trattato preferibilmente nel- 
l'ambito del Calcolo Numerico, a studi successivi. 


2 "= dir 3 
151 1.5 i 
1 1 ; 
0.5 0.5 i 
=2 «1 0 1 2 3 3 


Figura 2.2-6. Il grafico a sinistra mostra il polinomio di quinto grado che interpola i dati 


Li —2 —1.8 a! 0 1 2 


Yi 1.3 1 


l 1 1 1.5 


È stata cambiata soltanto l’ordinata Yo, ma l’andamento dei due polinomi, fuori dell’intervallo [-2, 2] è radical- 


mente diverso. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


2.2-1. Sia p(x) = ar? +br+c, cona # 0: si 
dimostri l’identità 
p(a)=a [(2+ 2° _ AI 
2a 4a? | 
dove A := 6? — 4ac. Se ne deduca che l’insieme 
dei valori assunti dal polinomio p (cioè l’immagine 
della funzione x + p(x), r reale) è 


{re R;x>-A/(4a)}, sea>0, 


(©) 


{re R; x <-A/(4a)}, 


Se A < 0, p(x) ha lo stesso segno di a per ogni x 
reale. 


sea < 0. 


2.2-2* Sia ar? +br +c=0, cona #0, un’equa- 
zione di secondo grado con A = b? — 4ac > 0. 
Sappiamo che essa ammette le soluzioni 


_=b-vA _=b+vA4 
e Da, sa Za 
Si dimostri l’identità 


Xi: co: 


ax? +bx +c=a(x — x1)(x — r2). 


Se ne deduca che ar? +br +c ha lo stesso segno di 
a per gli x esterni all’intervallo di estremi x1 e 2, 
segno opposto a quello di a per gli x interni allo 
stesso intervallo (l’intervallo in questione è ridotto 
a un punto, quindi non ha punti interni, se 71 = 
= x2, cioè A=0). 


2.2-3* Con i simboli del problema precedente, si 
verifichi che 


cr+r2=-b/a, x1r2= c/a. 


1-4, È possibile calcolare due numeri x3 e 9 
conoscendo la loro somma e il loro prodotto? 


2.2-5. Si verifichi che le (eventuali) radici reali 
dell’equazione ax? + ba + c = 0, con a # 0, coin- 
cidono con le radici dell'equazione 


x + (b/a)r +c/a=0. 


2.2-6* Si consideri un’equazione di secondo grado 
del tipo €? +pr +q = 0, con p e q entrambi diversi 
da 0 e A = p° — 4q > 0. Le diverse combinazioni 
dei segni dei coefficienti sono date dalla seguente 
tabella: 
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Coefficienti 1 p q Denominazione 
Caso 1 + + + (permanenza, 
permanenza) 
Caso 2 + + — (permanenza. 
variazione) 
Caso 3 + — —. (variazione, 
permanenza) 
Caso 4 + — + (variazione, 
variazione) 


Tenendo conto delle uguaglianze dimostrate nel 
problema 3. che ora si scrivono x} + ra = —p. 
T1%2 = q, si verifichi che i segni delle soluzioni 

x: :=(-p-VA)/2, x2:=(-p+vA)/2 
dell'equazione considerata all’inizio sono dati dal- 
la seguente tabella (regola dei segni di Cartesio): 


usi T2 
Caso 1 - _ 
Caso 2 - + (|e1] > |c2]) 
Caso 3 _ + (|c2| > [21]) 


Caso 4 + + 

2.2-7. In base ai risultati del precedente pro- 
blema, si determinino i segni delle soluzioni per 
ciascuna delle seguenti equazioni: 
a)x2+3x+1=0  b)x2+3ce-1=0 
c)x-2r-1=0 d)x-2x-1=0 
e)x2+x—-1=0 f)x2+4x-1=0 
Successivamente si calcolino le soluzioni e si veri- 
fichi l'esattezza delle previsioni effettuate. 


2.2-8. Si osservi l'identità 
a2x° + ax + ao = (a2x + a1)r + ao: 


i due membri suggeriscono due diverse procedure 
(due algoritmi) per il calcolo del polinomio a pri- 
mo membro in corrispondenza di un assegnato x. 
Quale delle due è più economica? Si esamini la 
questione analoga per i polinomi di terzo grado, a 
partire dall’identità 

azx*+a2x°+a1r+a9 = ((a3x+a2)r+a1)r+a0. 


2.2-9. Scrivere il polinomio p(x) = ao + a1rx+ 
+a2x°+...+anx" in forma compatta. utilizzando 
il simbolo Y. 


2.2-10. Verificare che il polinomio somma dei due 
polinomi p(x) = ao + a1rx + a2x° +... + ane" e 
g(x) = bo + dix + box? +... + bra” può essere 
espresso nella forma Yj_o (ax + be)c®. 


© 88-08-1148 


2.2-11* Verificare che il prodotto di due polinomi 
non nulli è un polinomio non nullo. In termini 
equivalenti, vale la legge di annullamento del pro- 
dotto: se pq è il polinomio nullo, uno (almeno) dei 
polinomi p. q è nullo. 


(SUGGERIMENTO. Considerare i termini direttivi, 
cioè quelli corrispondenti alle potenze di grado 
massimo, dei due polinomi p e q.] 


2.2-12. Sia p un polinomio di grado n, p(x) = 
= a0+0:x +a2x° +...+ ant", an # 0; verificare 
che f(x) := p(x + K) e g(x) := p(kr) sono ancora 
polinomi di grado n, &£ essendo una costante non 
nulla. 


2.2-13. Dato il polinomio p(x) = x? + x + 1, si 
calcolino i polinomi 

a)p(cx+1): db) p(e-1): c)p(2a): d) p(x/2). 
2.2-14. Vero o falso: se x + p(x) è un polinomio 
di grado net + g(t) = at + 8 è un polinomio di 
primo grado. allora t + p(g(t)) = p(at + 8) è un 
polinomio di grado n. 


2.2-15. Per ciascuna delle seguenti coppie di poli- 
nomi p e g, calcolare p+g. pg. il quoziente e il resto 
della divisione di p per q: 


p(a) = x3 + 2x? — 3r +4 q(x)=x2 +2 
p(r)=2° +32 l a(r)=2°+r+1 
p(x)=3r°+x-3 g(x)=3r+1 


2.2-16. Nella divisione di due polinomi a coeffi- 
cienti razionali è possibile che il numero V2 com- 
paia tra i coefficienti del quoziente o del resto? 


2.2-17. Vero o falso: se i coefficienti dei polinomi 
pe q sono numeri razionali, tali sono anche i coef- 
ficienti di p + g. pq. del quoziente e del resto della 
divisione di p per q. 


2.2-18. Vero o falso: se i coefficienti dei polinomi 
p e q sono numeri interi, ed inoltre il coefficiente 
direttivo di g vale 1 (in tal caso si dice che q è 
mònico), allora anche i coefficienti del quoziente e 
del resto della divisione di p per q sono interi. 


2.2-19. È possibile calcolare il resto della divi- 
sione del polinomio 2° +24+x*+x+1 per 2+1 
(oppure per 7 — 1) senza eseguire esplicitamente 
la divisione? 


2.3 — Funzioni esponenziali e logaritmiche È 119 


© 88-08-1148 


23 


Progressione geometrica 


Figura 2.3-1. 

Grafico della funzione 

ko aX,k e Z, pera= 13 (a 
sinistra, funzione crescente) e 
a = 0.8 (a destra, funzione 
decrescente). 


FUNZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMICHE 


Nel paragrafo 1.6 abbiamo visto che le potenze a”, con a reale diverso da 
zero e n naturale qualunque, possono essere definite in modo ricorsivo 
ponendo 


a° :=1, a"t!:=a"-a, ne N. 


Inumeri a” costituiscono una progressione geometrica di primo elemento 
1 e ragione a. Ricordiamo che i numeri x0, ©1.72,..., Tns Unliy::« S0N0 
in progressione geometrica se vale la seguente proprietà: 
Tn+1 TE 
da 


con q numero reale fissato. A parole: il rapporto fra ogni elemento e il 
suo precedente è uguale ad una costante g, chiamata ragione. 


Sappiamo che 
aa" = a+", per ognim,n e N. (1) 


A parole: 


Il prodotto di due potenze aventi la stessa base è una potenza avente 


per base la stessa base e per esponente la somma degli esponenti. 


La dimostrazione della (1), fissato n, si può fare per induzione rispet- 
to ad m. Dalla (1), per m = n, si deduce aa" = (a)? = a?", e 
ragionando per induzione 


(ary = re. (2) 
A parole: 


La potenza di una potenza è una potenza avente per base la stessa 


base e per esponente il prodotto degli esponenti. 


Abbiamo poi esteso la definizione di potenza in modo da includere 
esponenti interi negativi. Tale estensione diventa. in un certo senso, 
automatica se si impone la condizione che la (1) debba valere non solo per 
esponenti naturali, ma per esponenti interi qualunque. Infatti, ponendo 
nella (1) m := —n, con n > 0, otteniamo formalmente l'uguaglianza 
aa" = a° = 1. e dunque siamo indotti a porre 


a" := 1/a", per ogni n > 0): (3) 


già nel paragrafo 1.2 abbiamo utilizzato la notazione 107” = 1/10". 


6r ==S 6; 

| | | 

5} 5} 

4} 4} I 

| ° 9 | 

3} a i 3} ° I 

| 3 O, 

21 2 ° 

| ° ® 

11 ea So LT i | 

| TA | a = CD) I 

fa 9 6° i È ca I 
» 0 

=6 «& -2 0 2 4 6 -& <& <2 2 4 6 
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Prolungamento della 
definizione di potenza 


Potenze con esponente 
razionale 
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Nel seguito considereremo la funzione & + aF,k € Z, soltanto per 
a > 0. Se a = 1, la funzione stessa assume costantemente il valore 1; 
se 1 < a. moltiplicando membro a membro la disuguaglianza appena 
scritta per il numero positivo af, si ottiene af < af+!, cioè la funzione 
in questione è crescente al crescere di k. Se poi 0 < a < 1, si ha invece 
aF+! < aP. cioè la funzione che stiamo studiando è decrescente. 
Riprendiamo in considerazione la formula (1) con a > 1 ed esponenti 
in Z: 
aa” = a+", per ogni m, n € Z; (1°) 


essa si può esprimere dicendo che la funzione £ + af trasforma l’addi- 
zione tra esponenti nel prodotto tra potenze. 

Poiché Z è contenuto in Q e quest’ultimo è contenuto in RR, ci si può 
chiedere se è possibile ampliare l’insieme degli esponenti ammissibili fino 
a comprendere in esso tutti i numeri reali, e ciò in modo che resti valida 
la proprietà fondamentale espressa dalla legge degli esponenti (1'), cioè 
in modo tale che si abbia 


aa’ = a%*, per ognir,y€ R. (4) 
In sostanza si tratta di costruire una funzione f : R — AR, tale che 

f(x) - f(y) = f(® +y), per ogni coppia x,y € R, (5) 

f(k)= af, per ogni k € Z. (6) 


In realtà è sufficiente costruire una funzione che verifichi, oltre alla 
(5), la (6) soltanto per &£ = 1, vale a dire in luogo della (6) la 


f(1)= a. (6°) 


Infatti, se valgono (5) e (6’), vale necessariamente la (6). Si può 
dimostrare ciò ponendo in (5) x = y = 1; tenendo conto di (6’) si ottiene 


f(1)- f(1)= f(2), cioè f(2)=[f(1)]}? =a?, 


e, ragionando per induzione, 


f(1)- f(1)...f(1)=f(n), cioè f(n)=[f()]" = a. 


n fattori 


Dunque la (6) è vera per esponenti interi positivi. Ponendo poi nella 
(5)x=1,y=0,si ottiene 


f(1)- f(0) = f(1), 
da cui f(0) = 1, essendo f(1) = a. Ponendo infine x = 1,y = —1, si 
ottiene 


{1)-f(-1)= f(0)= L 
da cui f(-1)=1/f(1)=1/a= a", e finalmente, per induzione, 
f(@n)=a7", perognine N. 


Ci siamo dunque ridotti al problema di costruire una funzione che 
verifichi la (5) e la (6). 

Cominciamo col costruire tale funzione in corrispondenza di valori 
razionali del suo argomento, cioè definiamo le potenze di base a ed espo- 
nente razionale. Se r = n/m è un numero razionale, non è restrittivo, 
come già sappiamo dal capitolo precedente, supporre che sia m > 0. Se 
vogliamo che sussista la (5), poiché n si può scrivere come somma di m 
addendi uguali a n/m, 

n 


n DE: 
n=—+—+...+— 
m m 


m addendi 
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dobbiamo imporre che sia 
f(n)= f(n/m+n/m+...+n/m)= 
= f(n/m)-f(n/m)...f(n/m)= 
m fattori 
= [f(n/m)]", 
quindi 
a" = f(n)= [f(n/m)]". 


Non c’è dunque altra scelta che porre f(n/m) uguale alla radice m- 
sima di a” (| formula (6) del par. 1.6), vale a dire 


am = f(n/m):= Var. (7) 
In particolare 


allm = "Va. 


4 4 
® ® 
3 3 
° 
2 ui 2 ò 
i) 
D) PARA, 
10 1 
0) e ° 7 
L 1 IL J 
-l 0 È 2 3 -1 0 1 2 3 
4 4 
® SO) 
3 ° 3 .° 
0) . 
o. a 
i] ® pi 0°° 
7 a ° 009° 
C) .®° 
dia ohae®® 
es Ti 0e0°®°° "| 1 
-1 0 IL 2 3 -1 0 I 2 3 


Figura 2.3-2. La definizione della potenza a”/”, dove m è un intero fissato > 1. e n è un intero qualunque, 
è fatta in modo tale che, per ogni £ intero, le m + 1 potenze a”/". dove r assume successivamente i valori km, 


km+1,km+2,...,km+m= (k+1)m, siano in progressione geometrica. Poiché 
1 
km _ k, (+ 1)m _ k+1 
m 


sono numeri interi, le potenze corrispondenti ai valori estremi di r sono già definite e valgono rispettivamente a* 


. . . . m 
e a*!. La ragione della progressione sopra considerata vale dunque necessariamente "Va. 


In figura, da sinistra a destra e dall’alto al basso: m=1,m=2,m=4m=8. 


Non è difficile verificare che se il numero razionale r viene rappresen- 
tato mediante una diversa frazione, sia r = n'/m', si ha 
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cioè f(r) è ben definito, indipendentemente dalla frazione usata. Si 
tratta della proprietà di invarianza dei radicali. 
. . . x . Ù t . . 
L’uguaglianza precedente, che si può scrivere a”/” = a” /m', si veri- 
fica elevando entrambi i membri all’esponente mm/, tenendo presente 
che nm’ = n'm. 


Alcuni esempi di potenze con esponente razionale: 


22/8= VI, 312=V3, 2-82=v23= V1/8=1/v8. 


Abbiamo così definito a”, con r € Q: si osservi che a”, essendo 
definito come la radice m-sima di una quantità positiva, è un numero 
positivo: a” > 0. 

Non è difficile riconoscere che la funzione r + a” è crescente per 
a > 1. Siano infatti rj e ro» due razionali con r} < ro: è sempre possibile 
scrivere rj e ro sotto forma di frazioni aventi lo stesso denominatore 
m> 0, ri = n1/m, rg = n2/m. Allora ri < r2 significa ni < n2 e, per 
quanto dimostrato poco sopra, a"! < a”?. 

Poiché il confronto tra due numeri positivi equivale al confronto tra le 
rispettive potenze m-sime (7 formula (4) del par. 1.6), la stessa relazione 
sussiste anche per le radici m-sime dei due membri della disuguaglianza, 
cioè a"! < a”?, come si voleva dimostrare. 

L'identità 

aE al = alt” 
è verificata per ogni coppia di esponenti razionali x ed y per il modo 
stesso con cui è stata definita la potenza con esponente razionale. 

Sia ora x un numero non razionale, cioè appartenente ad R ma non 
a Q: r e R\Q. Per definire a” utilizziamo il fatto che la funzione 
r+ a",r € Q, è crescente per a > 1. Se dunque r} e ro sono due 
qualsivogliano numeri razionali che approssimano x rispettivamente per 
difetto e per eccesso, 


TI <TL<Ta, 


il numero a” che noi vogliamo definire dev'essere compreso tra a”! e a”?. 
Definiamo dunque i due insiemi di numeri reali 


Aedtet:1 60,1 <%}., Bwuolo":n 60,103), 


cioè a parole: in A poniamo tutte le potenze che si ottengono elevando la 
base a ad un esponente razionale minore di x, in B le potenze analoghe 
ottenute utilizzando esponenti razionali maggiori di x. 

È chiaro che A e B sono separati, cioè a"! < a”? per ogni coppia di 
numeri razionali (r1.72) con ri < x < ra. Se dimostriamo che A e B 
sono anche insiemi contigui di numeri reali (7 problema 1.4-13), allora 
essi ammettono un unico elemento di separazione, cioè esiste un ben 
determinato numero y tale che risulti 


ali << a? 


per ogni coppia (r1.r2) verificante le condizioni precedenti. A questo 
punto possiamo porre 


a = (8) 
Vogliamo verificare che A e B sono contigui. Per ogni fissato numero naturale 


n > 1, possiamo “inquadrare” x tra due frazioni aventi n come denominatore 
e numeratori che differiscono per un'unità: 
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Figura 2.3-3. 
Grafici delle funzioni 
esponenziali di base a = 1.5 e 


a=:0.7 


Dimostrazione 


Dn pagg ati 
n n 


Ad esempio, se fosse 7 = V2 = 1.41421... e avessimo scelto n = 10, 
avremmo 


= <v2< pi 
quindi mio = 14. 
Scegliamo r1 = mn/n, r2 = (Mn +1)/n da cui ra — rr = 1/n. Allora 
0<a" — a = a" (a — 1) = 
= a"(al/* 1). 
Se N è un numero naturale > x, dunque maggiore di ogni ri < ©, si ha 


r9 r Nip val 
icat-dt <a asl) ce 


L’ultima quantità si può rendere arbitrariamente piccola a patto di scegliere 
n convenientemente grande. Abbiamo sfruttato la disuguaglianza 


n —_ 1 
vecia = 
n 
che abbiamo dedotto dalla disuguaglianza tra media geometrica e media arit- 


metica (î formula(12’) del par. 1.6): è possibile ottenerla anche dalla disu- 
guaglianza di Bernoulli (} esempio 1.6-2 e problema 1.6-7). ®© D 


La definizione della funzione 7 + a” è così completata. Resta da 
verificare la legge degli esponenti, che riscriviamo nella forma: 


atV a", Ve,ye R. (9) 


Una verifica della (9) per ogni coppia di numeri reali x e y è laboriosa ma non 
difficile. Dati x e y in R, consideriamo le due “sezioni” del campo razionale 
(X1,X2), (Y1, Ya), definite ponendo in X, i razionali che non superano x e in 
X2 i restanti razionali, in Yi} i razionali che non superano y e in Ya i restanti 
razionali. 


Allora a” è l'elemento di separazione tra gli insiemi contigui di numeri 
reali 


Ax := faî1! ; x1 € X1}, A2:={af?; 2 € Xa}, 
mentre a” è l'elemento di separazione tra gli insiemi analoghi 
Bi :={a" ; y € Yi}, Ba:={a"?; y» € Ya}. 
Il numero reale x + y è l'elemento di separazione tra gli insiemi contigui 
Zii={r+y1: 1 E X,yn E N}, 
Zo := {ra +y2: 12 € Xo.y2 E Ya}. 


che costituiscono, a loro volta, una sezione del campo razionale. 
Dalle disuguagliaze tra numeri positivi 


af < af < aî?, al < a < a 
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Equazione esponenziale 


Proposizione 2.3-2. p 


Dimostrazione N 


Figura 2.3-4. 

I numeri reali vengono separati 
in due classi, a seconda che, 
come esponenti attribuiti alla 
base a, forniscono potenze < 
oppure > di bd. 
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segue, moltiplicando membro a membro, 
dal <= da <a? dl. 
Ma poiché i numeri x1, x2,Y1,Y2 sono razionali, e per esponenti razionali 


vale la legge degli esponenti, l’ultima doppia disuguaglianza si scrive anche 


af1t+91 < al a’ < alzt92. 


Dunque il prodotto a” a” è l’elemento di separazione tra gli insiemi contigui 
{aî ; 21 € Zi}, {af2; 22€ Z2}. 

D'altra parte, poiché la coppia di insiemi contigui (Z1, Z2) definisce la 
somma x + y, anche a”*” è definito come elemento di separazione tra gli 
insiemi considerati poco sopra: ne segue che 

alt! = al al. © 0 


Possiamo riassumere la discussione precedente mediante la 


Per ogni numero positivo a, con a # 1, esiste una ed una sola funzione 
f:R+ R*=(0.+0c0) tale che 


f(1)=a, f(r+y)=f(x)f(Y), per ogni x,y € R, 


ed inoltre tale da risultare crescente se a > 1 (cioè 71 < x2 implica 
f(x1) < f(x2)). decrescente in caso contrario. Tale funzione viene chia- 
mata esponenziale di base a, e viene indicata con il simbolo r + a”. 


Il problema che si pone è quello di sapere se la funzione esponenziale, 
che sappiamo essere iniettiva se la base a è diversa da 1, è anche suriettiva 
e dunque istituisce una corrispondenza biunivoca tra l’insieme R dei 
numeri reali e l'insieme R* dei numeri reali > 0. 

In altri termini ci si chiede se l’immagine della funzione esponen- 
ziale (cioè l'insieme dei valori che essa assume in corrispondenza di tutti 
gli esponenti reali) sia tutto R* o soltanto un sottoinsieme di esso. Se 
l’immagine coincide con R*, possiamo affermare che l'equazione espo- 
nenziale 


aid, 


per ogni assegnato d > 0 ammette una (e necessariamente una sola) 
soluzione. Se invece l’immagine della funzione esponenziale non fosse 
tutto R*, l'equazione scritta potrebbe non avere soluzione per certe 
scelte del termine noto b. 


L'immagine della funzione esponenziale x + a”, xa E RR 0<a#1,è 
R*={ye R:y>0}. 


Sia assegnato un numero b > 0 ad arbitrio; dobbiamo dimostrare che esiste un 
numero reale x tale che sia a” = b. 
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Logaritmo 


Base dei logaritmi 


Per fissare le idee supponiamo che la base a sia > 1. Operiamo una sezione 
del campo reale mediante due insiemi X1 e X2, ponendo in X, tutti i reali 
t1 tali che a”! < b, in X> i restanti reali, vale a dire quei numeri x2 per cui 

c2 . 
de = di 


A:= {e € R; a" <b}, B:={cx0 € R; a°° > db). 


Dobbiamo dimostrare che X1 e X2 non sono insiemi vuoti. Verifichiamo 
che X2 contiene, ad esempio, tutti i numeri naturali abbastanza grandi, men- 
tre X, contiene tutti i numeri interi negativi con valore assoluto abbastanza 
grande. Infatti, per la disuguaglianza di Bernoulli, si ha 


a"={1-(a-1)]">1+n(a-1) 


e l’ultima quantità è certamente > b per n > (b— 1)/(a— 1). 


Analogamente, se n < 0, quindi n = —|n|, si ha 
n 1 
a" = —. 
alri 


La disuguaglianza a” < b si scrive dunque al”! > 1/b, e questa è certamente 
soddisfatta per |n| abbastanza grande, per quanto abbiamo appena dimostrato. 

Sia dunque x l’elemento di separazione tra X1 e X2: x1 < rx < x2 per ogni 
Ti € X1 e per ogni r2 € Xo. Dimostriamo che a® = d ragionando per assurdo. 
Supponiamo che risulti 


a 
a>b «— 7? L. 
Posto, per brevità, c := a”/b, avremmo, sempre per la disuguaglianza di 
Bernoulli, 


c=[1+(c-1)]" >1+n(c-1), 


quantità che è > a per n abbastanza grande. Per tali n avremmo 


= (È) 3a 
=(3 ; 


da cui estraendo le radici n-sime di entrambi i membri 
T 


a 
pae” «<— a 


Il numero x—1/n dovrebbe appartenere alla classe X2 in quanto, attribuito 
come esponente ad a, fornisce una potenza maggiore di db, mentre dovrebbe 
appartenere ad X1, in quanto minore dell’elemento di separazione x tra gli 
insiemi X1 e X2. Quindi non può essere a” > b. 


‘alli 1 1 


Analogamente si dimostra che non può essere a” < bd. @ D 


Se dunque è vero che l’immagine della funzione esponenziale è tutto 
l’insieme dei numeri reali > 0, ne segue che per ogni d > 0 esiste un ben 
determinato x reale tale che 


ad: 
Tale numero viene chiamato logaritmo in base a di b, e si scrive 
log, db := x. 


In altri termini, essendo f : a + a” una biiezione di R su R*, esiste 
la funzione inversa 


f:Rt R, 


detta funzione logaritmo in base a. Se le variabili indipendenti vengono 
indicate con la lettera x per entrambe le funzioni (beninteso x € R per 
la funzione esponenziale, mentre x € R* per la funzione logaritmica) si 
hanno i grafici delle funzioni 


twa”, xr-log,ar 


in figura 2.3-5, simmetrici l’uno dell’altro rispetto alla retta di equazione 
y = 2. Si osservi che la funzione 2 + log, x è crescente per a > 1, 
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Figura 2.3-5. 
Grafici delle funzioni 
tr 2”, x reale, 
rtHloggr,x>0 
(sopra), 

ct 0.7”. x reale, 

x logo7£,£>0 
(sotto). 


Figura 2.3-6. 

La funzione esponenziale e la 
funzione logaritmica sono una 
l’inversa dell’altra. 
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decrescente in caso contrario; in pratica si usano soltanto logaritmi in 
basi maggiori di 1. 


Componendo la funzione esponenziale con la sua inversa si ottiene, 
a seconda dell’ordine con cui le funzioni vengono composte, la funzione 
identità su R oppure la funzione identità su R: 


log, (a*)=x perognix e R, al8&%=x perognix e R*. 
a 8 p g 


cere 0 e tel) ” 


Alle proprietà (5) e (6’), riassunte dalla (9), corrispondono le pro- 
prietà 

logga=1, log,(cy) =loggr+loggy. per ogni r,y>0. (10) 

da cui si possono dedurre tutte le restanti proprietà della funzione loga- 
ritmo. 

Osserviamo che in questo paragrafo abbiamo introdotto la funzione 

logaritmo come inversa della funzione esponenziale, in accordo con lo 
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|p 


Proprietà dei logaritmi 


Esempio 2.3-1. 


Logaritmo di una 
potenza 


sviluppo storico di tali funzioni. Ricordiamo che i logaritmi furono in- 
trodotti intorno alla fine del ’500 dallo scozzese John Napier (latinizzato 
Nepero); l’opera di Napier, dal titolo Mirifici logarithmorum canonis de- 
scriptio, fu pubblicata nel 1614. 

La stessa parola “logaritmo” è un neologismo coniato da Nepero a 
partire da radici greche (logos e arithm6és). Allo studio dei logaritmi 
diedero contributi notevoli anche l’inglese Henry Briggs (1561-1630) e lo 
svizzero Jobst Buùrgi (1552-1632). 

Riprendiamo la seconda delle formule (10): 

log, (cy) = logg gr +logay, c.y>0. 


A parole: 


Il logaritmo di un prodotto è uguale alla somma dei logaritmi dei 


fattori. 
Ponendo in essa y := 1 si ottiene 
loggg =loggx+logg1 => loggl1=0, 
uguaglianza che corrisponde all’altra a = 1. Nello stessa formula, po- 
nendo y := x! si ottiene 
0=log,1=log,(x-x7!)=loggr+log, x, 
da cui 
log, x 71 = — log 


A parole: 


Numeri (positivi) reciproci hanno logaritmi opposti tra loro. 


Se ne deduce subito, per ogni coppia di numeri x,y > 0, 
R 
log, — = logg ® — loga Y. 
y 


cioè: 


Il logaritmo di un quoziente è uguale alla differenza dei logaritmi. 


ACIDITÀ DI UNA SOLUZIONE 

L’acidità di una soluzione viene misurata dalla concentrazione mo- 
lare dello ione H*, indicata con il simbolo [H*]. Tale concentrazione è 
espressa da numeri che vanno da 10714 a 1. Si pone allora 


1 = 
pH := logio ma = —log;olH7] «> [#4] = 109°. 
Ad esempio, l’uguaglianza pH = 4 corrisponde all’uguaglianza [Ht] = 
= 1074. Il pH di una soluzione è un numero inferiore a 7 per le soluzioni 
acide, superiore a 7 per quelle alcaline. © D 


Ci si può chiedere quale legame sussista tra funzioni logaritmiche 
relative a due diverse basi, diciamo le basi a e db, entrambe positive e 
diverse da 1. Cominciamo col dimostrare la seguente identità 


log, 6” = log, db, per ogni x > 0. (11) 
A parole: 


Il logaritmo di una potenza è uguale al prodotto dell’esponente per 
il logaritmo della base. 
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La dimostrazione si può fare per gradi: essa sussiste ovviamente per x = 0 e 
x = 1; per x =2, la (11) si riduce all’uguaglianza 


log, b° = 2log, b = log, b + log, b, 


che è un caso particolare della seconda delle (10) (basta porre in quest’ulti- 
ma x = y = b). A questo punto si dimostra la (10) per x = n naturale, 
semplicemente procedendo per induzione rispetto ad n stesso. 

Per n = —1 la (11) corrisponde al fatto, già dimostrato, che numeri tra 
loro reciproci hanno logaritmi opposti; dopodiché si può dimostrare la (11) per 
ogni x = —n intero negativo, cioè 


n 


logg db" = —nlog, b, 


ancora procedendo per induzione rispetto ad n. 


A questo punto possiamo dire che la (11) sussiste per ogni esponente x = k 
intero 


log, bd = klog, b, per ogni k € Z. (11°) 
Dalla formula 
log, db = log, ( vb)” = nlog, ve, 


si deduce che la (11) sussiste per x = 1/n (n naturale > 0), ed infine, combi- 
nando quest’ultima con la (11’), si deduce che la (10) stessa sussiste per ogni 
razionale x = k/n. 


Finalmente, per concludere che la (11) vale per ogni reale x, basta osservare 
che i due membri della stessa formula sono due funzioni, diciamo f1(x) e fa(x), 
entrambe crescenti, che coincidono in corrispondenza di argomenti razionali 
(cioè coincidono le rispettive restrizioni sull’insieme Q), ed inoltre fa è lineare, 
cioè del tipo r + cr. Non è difficile dimostrare (il lettore provi a farlo!) che 
in tali ipotesi si ha fi(r) = fa(x) per ogni x reale. A questo punto la (11) è 
completamente dimostrata. @ D 


Ponendo y := b”, cioè x = log; y, e sostituendo nella (11) si ottiene 


loga YU log, Yi log. b, 

ed infine, scrivendo nuovamente x al posto di y, 
log, © 
log, bd’ 

Abbiamo così ottenuto la formula per il cambiamento della base delle 
funzioni logaritmiche; essa consente di calcolare i logaritmi in base db una 
volta noti i logaritmi in base a. In altri termini: è sufficiente conoscere 
la funzione logaritmica corrispondente ad una certa base per conoscere 


la funzione stessa in corrispondenza di una qualsivoglia altra base. La 
(12) implica che: 


logg a = per ogni x > 0. (12) 


Funzioni logaritmiche corrispondenti a basi diverse sono tra loro pro- 


porzionali. 


Esaminiamo il problema della scelta della base della funzione loga- 
ritmica. L’opzione a = 10 è legata la fatto che la base 10 è quella più 
comunemente usata per la rappresentazione dei numeri reali; in tal caso 
si scrive semplicemente log 7, omettendo l’indicazione della base. 

Se due numeri x e y sono legati dalla relazione y = 10*z, con & intero 
(dunque le rappresentazioni decimali di x e di y differiscono soltanto per 
la posizione del punto decimale), allora 


log y = log 10% + loga = k + log a, 


vale a dire i rispettivi logaritmi decimali differiscono per la costante 
intera k. 
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Figura 2.3-7. 

Le funzioni x + log, x e 

rt log, sono legate da una 

costante di proporzionalità. 

In figura i grafici delle 

funzioni corrispondenti alle 

basi a = e = 2.318281828.... 

fiumero di Eulero) e b = 10. 
a prima si ottiene dalla 

seconda moltiplicando 

quest’ultima per 

log, 10= 2.30258.... 


Caratteristica, mantissa 


Convenzione sul segno 
della caratteristica 


Tali logaritmi hanno uguale mantissa (si tratta della parte dopo il 
punto decimale), mentre differiscono per la parte intera, la cosiddetta 
caratteristica. Ad esempio, sapendo che 


log 253 = 2.40312 
(valore arrotondato alla quinta cifra decimale), si deducono i seguenti 
logaritmi: 

log 25.3 = 2.40312 — 1 = 1.40312 

log 2.53 = 2.40312 — 2 = 0.40312 

log 2530 = 2.40312 + 1 = 3.40312 

Peraltro la caratteristica del logaritmo decimale di un qualunque 

numero può subito essere calcolata inquadrando il numero stesso tra due 


potenze di 10. Ad esempio, essendo 10? < 253 < 103, e poiché x + log 
è una funzione crescente, si ha 


2 = log 10? < log 253 < log 103 = 3, 


quindi la caratteristica del logaritmo di 253 è 2. Per i numeri maggiori di 
1, basta contare le cifre costituenti la parte intera della rappresentazione 
decimale e togliere un’unità per avere la caratteristica del logaritmo de- 
cimale del numero stesso. 

Occorre fare attenzione ai numeri minori di 1, che hanno logaritmi 
negativi. Ad esempio, 


1071 <0.3<1 => —-1<log0.3<0; 


ma non sarebbe giusto scrivere log0.3 = —1. ..., perché una rappre- 
sentazione di questo tipo corrisponde ad un numero compreso tra —2 e 
1. 

Per ovviare a questo inconveniente, si adotta la seguente conven- 
zione: nella rappresentazione dei logaritmi negativi si sceglie negativa 
la caratteristica e positiva la mantissa; il segno meno che precede la 
caratteristica si scrive al di sopra della caratteristica stessa. 

Ecco come si scrivono alcuni logaritmi negativi, dunque logaritmi di 
numeri compresi tra 0 e 1: 


-1.2=-2+0.8=28 (da leggersi “meno 2 più 0.8”), 
-0.4=-1+0.6=1.6, 
—4.01=-5+0.99= 5.99. 


Con questa convenzione due logaritmi (di segno qualunque) che dif- 
feriscono per un intero hanno uguale mantissa. 


130 Cap. 2 — Funzioni 


© 88-08-1148 


NUOVO MANUALE 


LOGARITMICO-TRIGONOMETRICO 


con 


SETTE DECIMALI 


OPERA 


DEL 


D®*® C. BRUHNS 


DIRETTORE DELL' OSSERVATORIO E PROFESSORE DI ASTRONOMIA 
IN LIPSIA 


SESTA EDIZIONE STEREOTIPA. 


LIPSIA: BERNARDO TAUCHNITZ, EDITORE 
1903. 
TORINO: CARLO CLAUSEN. 


Figura 2.3-8. 


Riproduzione del frontespizio del Nuovo Manuale 
Logaritmico - Trigonometrico di C. Bruhns, sesta 
edizione del 1903. e di una pagina delle tavole dei 
logaritmi. L’editore informa che chiunque troverà 
un errore verrà ricompensato con una moneta 


d’oro, ma aggiunge che dalla prima edizione del "350"= 0°4"10°  5.=4.683 5747 6 T.==4.685 5750 8 
PI A . . A - 747 3 I 
1869 soltanto sci errori sono stati trovati, tutti Elan: +0 SIMO SA 


A A ese »” 400 = 0 6 40 5745 9 5754 1 
naturalmente “emendati nella presente edizione”. 450 = 0 7 30 5745 3 5755 6 
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Figura 2.3-9. 

Il numero —1.2 si può scrivere 
—2 + 0.8, somma che viene 
indicata col simbolo 2.8. 


|P Esempio 2.3-2. 


Il numero di Eulero 


Figura 2.3-10. 

Il grafico della funzione 

TH e” ha come tangente nel 
punto (0,1) una retta parallela 
alla bisettrice del primo e terzo 
quadrante. 


INTENSITÀ FISIOLOGICA: LA LEGGE DI WEBER-FECHNER 


In un fenomeno quale l’audizione, l’intensità I della sensazione cresce 
meno rapidamente dell’intensità dello stimolo .J. Si ammette che / sia 
proporzionale al logaritmo del rapporto //JSo. dove Jo è la soglia al 
disotto della quale non si percepisce alcuna sensazione. Si è così condotti 
al seguente “modello”: 


I=clog(J/J), I > Jo. 


Si tratta della cosiddetta “legge di Weber-Fechner”, dai nomi degli 
studiosi tedeschi E.H. Weber (1795-1878) e G.T. Fechner (1801-1887). 
In acustica J è misurato dalla potenza in watt/m?; per un suono della 
frequenza di 1000 hertz si è scelto Jo = 107!? watt/m?, e si ammette 
che I = 101log(J/Jo) misuri l’intensità del suono in decibel. L'intensità 
di circa 120 decibel corrisponde alla soglia del dolore. © 0 


Oltre alla base 10, un’altra base molto spesso usata. soprattutto 
nelle questioni di Analisi Matematica, tanto per la funzione esponenziale 
quanto per la funzione logaritmica, è costituita da un numero che viene 
talvolta chiamato numero di Nepero (dal nome del già citato inventore 
dei logaritmi), oppure, più propriamente, numero di Eulero (sì tratta del 
matematico Leonhard Euler, già ripetutamente citato). Tale numero è 
un irrazionale compreso tra 2 e 3, indicato di solito con la lettera e: 


e := 2.71828 18284 59045 23536 .... 


Una vera spiegazione della ragione di una tale scelta, a prima vista 
del tutto arbitraria, si trova soltanto una volta introdotta la nozione di 
derivata; ce ne occuperemo nel Capitolo 4. 


Limitiamoci a dire che, con la scelta della base e. e soltanto con 
essa, si ottiene una curva esponenziale che taglia l’asse delle ordinate nel 
punto (0,1) avendo in tale punto come tangente una retta parallela alla 
bisettrice del primo e terzo quadrante (7 fig. 2.3-10). 


132 


Cap. 2 — Funzioni 


© 88-08-1148 


Rapporto incrementale 


Figura 2.3-11. 

Il rapporto incrementale 
della funzione f rappresenta 
il coefficiente angolare della 
retta, secante il grafico di f. 


passante per i punti (2, f()) e 
(r+h. f(x + h)). 


Volendo spiegare, già da ora, le ragioni per la scelta della base e, dobbiamo 
tornare alla funzione esponenziale r + a”, ed esaminarne il rapporto incre- 
mentale relativo a due generici punti della retta reale, diciamo x e x + h, con 
h#0. 

Se f :I- Rè una funzione definita su un intervallo I della retta reale, il 
rapporto incrementale di f relativo ai punti x e x + hà, entrambi appartenenti 
ad I, è per definizione il rapporto 


f(x +h)- f(2) 
È ; 

cioè il rapporto che ha a denominatore la variazione subita dalla variabile 
indipendente x (si noti che f è un numero di segno arbitrario, purché # 0) e a 
numeratore la corrispondente variazione subita dalla funzione f. Tale rapporto 
non è altro che il coefficiente angolare (se si preferisce: la pendenza) della retta 
passante per i punti (2, f(£)) e (e +h, f(x + h)). 

Il rapporto incrementale di una funzione f giocherà un ruolo essenziale nel 
Capitolo 4, quando introdurremo il concetto di derivata di una funzione. 


Nel caso della funzione esponenziale f(x) = a” si trova, per la proprietà 
fondamentale della funzione esponenziale, 
ha c+h _ € h _ 1 
f(2+h)= f(@) _ att -a* _ sat DA 
h h h 
Ora, essendo a° = 1, l’ultimo rapporto scritto è il rapporto incrementale 
della funzione esponenziale relativo ai punti 0 e Ah. 


L'ultima uguaglianza scritta ammette dunque un’interessante interpre- 
tazione geometrica: 


La pendenza della secante il grafico della funzione esponenziale, passante 
per i punti di ascissa rx e 7 + h, si ottiene moltiplicando per a” la pendenza 


della secante passante per i punti di ascissa 0 e h. 


Il rapporto incrementale (a”** — a")/h può essere considerato come “tasso 


medio di variazione” della funzione esponenziale sull’intervallo di estremi x 
e x + h. Supponendo, per un istante, che sia & > 0, la (*) ci dice che il 
tasso medio di variazione sull’intervallo [r, x + A] si ottiene dall’analogo tasso 
sull’intervallo [0, &] moltiplicando quest’ultimo per a”, cioè per il valore che la 
funzione assume nel punto iniziale del primo intervallo considerato. 

Di qui l’interesse di studiare il rapporto incrementale della funzione espo- 
nenziale su intervalli aventi un estremo nell’origine. Dall’esame del grafico 
della funzione 7 + a” per a > 1, si deduce che il rapporto incrementale 
(a” — 1)/h diminuisce se si considerano valori positivi di A via via più piccoli, 
mentre aumenta se si considerano valori negativi e si restringe progressiva- 
mente l’ampiezza dell’intervallo, tenendo fisso nell’origine l'estremo destro. 
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Se si considera l’intervallo [0, 1] e via via lo si dimezza, cioè si considerano 
gli intervalli [0, 1/2], [0,1/4],... , si trovano valori dei rapporti incrementali 
decrescenti a partire dal valore 


=a_- ]; 
l 
se si considera l’intervallo [-1,0] e via via quelli da esso ottenuti mediante 
dimezzamenti successivi, mantenendo fisso un estremo nell’origine, si otten- 
gono valori crescenti per i rapporti incrementali a partire dal valore 
a! — a° _a-l 


—1 a 


Mediante un elaboratore è possibile calcolare tali rapporti, vale a dire 
quelli relativi agli intervalli [0,1/2*] e [-1/2*,0], per & da 1 ad un fissato 
indice kmax; nella Tabella 2.3-1 sono riportati i valori relativi alle funzioni 
rH 2% er 3° (arrotondati alla sesta cifra decimale) per i valori dispari di 
kdalalT. 


Tabella 2.3-1. Rapporti incrementali delle funzioni: 
cg_w 2° ru 3° 


Intervallo Intervallo Intervallo Intervallo 
[-1/25,0) | [0,1/25] | [-1/24,0] | [0;1/2% 


0.585786 | 0.828427 | 0.845299 | 1464102 
0.663968 | 0.724062 | 1.026516 | 1.177622 
0.685964 | 0.700709 | 1.097968 | 1.117689 
0.691 274 | 0.695027 | 1.093911 | 1.103340 
0.692678 | 0.693617 | 1.097434 | 1.099792 
0.693030 | 0.693264 | 1.098318 | 1.098907 
0.693118 | 0.693177 | 1.098539 | 1.098686 
0.693140 | 0.693155 | 1.098594 | 1.098631 
0.693145 | 0.693149 | 1.098608 | 1.098617 


Com'è prevedibile, i rapporti della seconda e della quarta colonna crescono 
dall’alto al basso (cioè al diminuire dell’intervallo), mentre l’opposto accade 
per i rapporti della terza e della quinta colonna. In ciascuna colonna le cifre 
decimali si “stabilizzano” una dopo l’altra, nel senso che da una certa riga in 
poi non cambiano più. 

Ancora: i due rapporti sulla stessa riga sono sempre più vicini tra loro 
quanto più piccolo è l’intervallo; si confrontino, a questo proposito, le cifre 
sottolineate. Ad esempio gli ultimi due rapporti relativi alla funzione 2 + 2” 
differiscono di 4- 1075 = 0.000004; entrambi sono stati calcolati su intervalli 
di ampiezza h = 27!" = 0.000 000 76. 


Immaginando di poter proseguire nella costruzione di rapporti incrementali 
su intervalli sempre più piccoli, siamo indotti a ritenere che esista un “valore 
limite” comune ai rapporti della seconda e della t::za colonna, cioè un numero 
reale che viene via via meglio identificato man mano che le cifre decimali, nelle 
due colonne in questione, coincidono tra loro. La rappresentazione decimale 
di tale numero sarà dunque 0.69314... . 


Analoghe considerazioni per i rapporti riportati nella quarta e quinta 
colonna della Tabella 2.3-1; questa volta il “valore limite” avrà la rappresenta- 
zione decimale 1.0986... . 

In generale, per ogni base a, esisterà un “valore limite” dipendente da a, 
diciamo m(a). che possiamo definire “tasso istantaneo di variazione” della fun- 
zione r + a” nel punto x = 0. Una chiarificazione completa della discussione 
precedente richiede i concetti di limite e di derivata, che verranno introdotti 
nei capitoli 3 e 4. Fin d’ora però possiamo interpretare il numero m(a) come 
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Figura 2.3-12. 

La retta tangente al grafico 
della funzione x + e” in un 
generico punto di ascissa x 

ha come coefficiente angolare 
e”. Essa incontra l’asse delle 
ascisse nel punto x — 1. 
Dunque il cateto orizzontale 
del triangolo in grigio è lungo 1 
comunque si scelga x. 


Logaritmo naturale 


© 88-08-1148 
coefficiente angolare della retta tangente al grafico della funzione x — a” nel 
punto di ascissa 0, cioè nel punto (0, 1). 

Quindi possiamo dire che per a = 2 e per a = 3 tali rette tangenti hanno 
coefficienti angolari 
m(2) = 0.69314..., m(3)=1.0986.... 


Evidentemente m(a) è tanto più grande quanto più grande è a: si tenga 
presente che per x = 1 la funzione a” vale a. Dato che m(2) < 1 e m(3) > 1, è 
ragionevole pensare che esista una base a per cui risulta m(a) = 1. Tale base 
dev’essere compresa tra 2 e 3, verosimilmente più vicina a 3 che a 2. 


Ebbene: la risposta al problema che ci siamo posti è fornita dal numero e: 
l’unico valore della base a per cui m(a) = 1 è la base 


e := 2.71828 18284 59045 23536... . 


Questo numero può essere definito come elemento di separazione tra le due 
classi contigue di numeri razionali 


A=f(1+1).: nen}, B={(1+3)" nem), 


dunque e = sup A = inf B (| esempio 3.7-2). 


La funzione x + e” ha un grafico che taglia l’asse delle ordinate nel punto 
(0, 1) avendo come tangente nello stesso punto la retta di coefficiente angolare 
1, dunque la retta di equazione y = x + 1. 

Dall’identità 


e _e-i 


nd 

possiamo dedurre il seguente risultato: abbiamo visto che il rapporto incre- 
mentale a secondo membro, per valori decrescenti di h e sempre più prossimi a 
0, s'avvicina progressivamente al coefficiente angolare della tangente al grafico 
nel punto di ascissa 0, cioè si avvicina a 1; per la stessa ragione il rapporto 
incrementale a primo membro tende al coefficiente angolare della retta tan- 
gente al grafico nel punto di ascissa x: tale coefficiente angolare vale dunque 
e =1= e. 


Se ne conclude che il coefficiente angolare della retta tangente al grafico 
della funzione x + e” in un qualsivoglia punto è uguale al valore della funzione 
nello stesso punto. 


| 


In luogo di e” si scrive spesso exp(r) e in luogo di log, © si scrive 
Ina (logaritmo naturale di x). Quando si parla di funzione esponenziale 
senza specificare la base si intende sempre la funzione a + e?. L’uso 
del simbolo x + exp(x) fa evidente riferimento ai linguaggi di program- 
mazione. 
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|b Esempio 2.3-3. 


Figura 2.3-13. 
Il “tempo di dimezzamento” di 


una sostanza radioattiva è 
T = (1n2)/A. 


|p Esempio 2.3-4. 


MASSA DI UN CORPO RADIOATTIVO 
Sia mo la massa di un corpo radioattivo all'istante in cui si inizia l’osserva- 
zione (t = 0); la massa decresce secondo una legge esponenziale: 
m(t) = mo exp(—At), t>0,A>0. 
Il periodo del corpo radioattivo è il tempo necessario perché la massa 
si dimezzi, cioè 
m(t+T 1 -—Mt+T 
(+7) _1 exp[-A(t + D)] 
m(t) 2 exp(—At) 
> exp(AT)=2 « T = (In2)/A. 


= exp(-AT) = i 


NIH 


(In 2)/A t 


CRESCITA DI UNA POPOLAZIONE ISOLATA 

La dimensione (cioè il numeri di individui) di un popolazione isolata 
(cioè senza immigrazione ed emigrazione) che cresca in un ambiente ab- 
bastanza ricco perché non vi sia competizione tra gli individui, può essere 
approssimata da una legge esponenziale 


N(t)= Noexp(At), t>0, A>0. 


No è la dimensione iniziale. Risulta evidente che si tratta di un “mo- 
dello matematico” del fenomeno reale, se non altro perché la dimensione 
di una popolazione è un numero naturale, mentre il valore fornito dalla 
formula precedente in generale non è intero. In pratica un andamento 
di tipo esponenziale si verifica soltanto per valori non troppo grandi di 
N(t): al crescere di N(t) la competizione tra individui generata dalla 
scarsità delle risorse dell'ambiente non è più trascurabile. © D 


Possiamo riassumere a questo punto quanto sappiamo sul significato 
da attribuire al simbolo a°. Se a > 0, esso è definito per ogni c reale. Se 
c è intero positivo, diciamo c = n € N°, allora a” è definito per ogni a 
reale; se poi a # 0, allora a” # 0, quindi possiamo definire la potenza ad 
esponente negativo (cosa che già abbiamo fatto più volte), ponendo 


1 
ate, aeN°. 


ar’ 
Con la posizione a° := 1, la “legge degli esponenti” 


ntrn mu mi 


a 
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Figura 2.3-14. 

Insieme delle coppie di 
numeri reali (a,c) per cui è 
stato definito il simbolo a”. 
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è valida per ogni a # 0, e per ogni coppia n,m € Z. Il casoa = 0 
resta escluso dalle considerazioni precedenti, in quanto ci condurrebbe a 
considerare il rapporto 1/0, che sappiamo essere privo di significato. 

Possiamo visualizzare tutto quanto precede mediante la figura 2.3-14, 
nella quale si rappresenta in ascissa la base a e in ordinata l’esponente c; 
l’insieme di definizione della funzione (a, c) + a° è costituito dall’unione 
del semipiano aperto 


{ (a,c) € R°; a> 0} 

con la semiretta aperta (cioè priva della sua origine) 
{ (0,c) € R° ; c> 0}, 

ed infine con la famiglia di semirette aperte 
{ (a,n) € R°; a<0, ne Z}. 


Alcuni Autori ampliano ulteriormente l’insieme di definizione del 
simbolo a°, dando significato a scritture del tipo va, va, ecc., cioè 
a!/" con n dispari, anche per a < 0. Tale definizione parte dalla con- 
statazione che la funzione x + x”, per n naturale dispari, è una biiezione 
strettamente crescente di AR su se stesso, e dunque ammette una funzione 
inversa che gode della stessa proprietà. 

Ad esempio, se conveniamo che x + VE stia ad indicare l’inversa 
della funzione x + x3, allora siamo indotti a porre 


V=8=-2, v=27=-3, 

e così via, in quanto i numeri —2 e —3 sono rispettivamente le uniche 
soluzioni reali delle equazioni x3 = —8 e x3 = —27. 

In generale è dunque possibile definire al/”, con n naturale dispari, 
e a reale qualunque, come l’unica soluzione reale dell'equazione x” = a, 
cioè come l’unico numero reale che elevato all’esponente n restituisce a. 

La definizione precedente ha tuttavia un notevole inconveniente: se 
si calcola (—8)!/3 si ottiene —2, ma se si calcola (—-8)?/9 si ottiene 


6 
V(E8)? = vV64=2. 
In altri termini: abbiamo dato una definizione di potenza con espo- 


nente razionale che dipende dalla particolare frazione utilizzata per rap- 
presentare l'esponente. 
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Figura 2.3-15. 

Grafico della funzione 

TH Ve, definita su R come 
inversa della funzione 

ct x° (grafico in grigio). 


|p Esempio 2.3-5. 


La funzione potenza 


Figura 2.3-16. 

Si ottiene una funzione 
esponenziale se la base è fissata 
e l’esponente è variabile, 
mentre si ottiene una funzione 
potenza se l’esponente è fissato 
e la base è variabile. 


Per questa ragione è prudente limitare l’uso del simbolo a° ai casi 
illustrati in figura 2.3-14. 


Molti calcolatori tascabili dispongono di un tasto contrassegnato dal sim- 
bolo x* che consente il calcolo di una potenza del tipo indicato, a patto 
che sia 7 > 0. Di fatto, poichè la funzione x + e” e la funzione r + Ina 
(logaritmo naturale) sono una l’inversa dell’altra, la potenza x* viene 
calcolata internamente nella forma 


x” = exp(In x”) = exp(yIne). 


Le funzioni esponenziale e logaritmo naturale sono direttamente “im- 
plementate” all’interno del calcolatore (ciò significa, in realtà, che ven- 
gono calcolate opportune approssimazioni di tali funzioni) e ciò rende 
possibile il calcolo (approssimato) di una qualunque potenza del tipo 2, 
dove y è un numero reale qualunque (non necessariamente un intero). 


Ad esempio, volendo calcolare (3.5)?:3 si calcola 
ln 3.5 = 1.252763 
(tutti i valori sono arrotondati alla sesta cifra decimale), successivamente 
2.3 -In3.5 = 2.881355, 
e finalmente 


(3.5)? — e2351455 — 17.839425, © D 


Abbiamo visto che il simbolo a° è ben definito per a > 0 e per c reale. 
Se consideriamo a fissato e c variabile, scrivendo, come di consueto, x al 
posto di c abbiamo la funzione esponenziale di base a: x + a”. 


esponente 
base fissa a —> , fisso » 
funzione |_, q® €72 funzione x° 
esponente ,. _,| esponenziale basé x2<+ potenza 
variabile variabile 


138 


Cap. 2 — Funzioni 


Figura 2.3-17. 

Grafici della funzione potenza 
cHwx° pere=2,c=1/2 (in 
alto), c= —2, c= —1/2 (in 
basso). 
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Se invece consideriamo fissato l’esponente c e consideriamo variabile 
la base, scrivendo questa volta x al posto di a abbiamo la funzione 


cu a. (13) 


Possiamo usare la denominazione funzione potenza per indicare la 
funzione (13), analogamente a quanto abbiamo fatto nel caso particolare 
in cui c è un numero naturale n > 2. In tal caso la funzione potenza è 
una funzione polinomiale. 


Gruppo 


Definizione 2.3-1. D 


Possiamo avere una migliore comprensione delle funzioni che abbiamo in- 
trodotto in questo paragrafo se consideriamo la nozione di gruppo e quella 
di isomorfismo tra gruppi. 

Un'operazione binaria (più semplicemente: un’operazione) in un insieme G 
è una corrispondenza che associa ad ogni coppia ordinata (x,y) di elementi di 
G (cioè ad ogni elemento del prodotto cartesiano G x G, 7 Def. A.1-2) un terzo 
elemento di G che indicheremo genericamente x * y (da leggersi: “7 composto 
Y'). L’addizione e la moltiplicazione negli insiemi N, Z, Q e RR sono esempi 
familiari di operazioni. L'insieme G munito dell’operazione * verrà indicato 
col simbolo (G; *). 


Sia G un insieme in cui è definita l’operazione *. Diremo che (G;*) è un 
gruppo se sono verificate le proprietà: 

G.1 (a*b)*c=a*(b*c) per ogni terna di elementi a, db, c € G: 

G.2 esiste un elemento e tale che a * e = e* a = a per ogni a € A; 

G.3. per ogni a € G esiste un elemento bd € A tale chea*b=b*a=e. 


Se poi si ha ancora 


G.4 axb=b&*a per ogni coppia di elementi a, bd € G 


diremo che (G;*) è un gruppo commutativo. 
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Omomorfismo, isomorfismo 


Definizione 2.3-2. p 


|p 


Esempio 2.3-6. 


Esempio 2.3-7. 


L’assioma G.1 esprime l’associatività dell'operazione *, G.2 afferma l’esi- 
stenza dell’elemento neutro, G.3 afferma l’esistenza del “simmetrico” per ogni 
elemento di G; infine G.4 esprime la commutatività dell’operazione +. 


Se osserviamo la Tabella 1.4-1 (a pagina 33), si riconosce che (N: +) non 
è un gruppo, in quanto non è soddisfatto l’assioma G.3, mentre (Z:+), (Q:+) 
e (R;+) sono gruppi commutativi. 

Se indichiamo con Z*, Q* e R* rispettivamente gli insiemi Z, Q e R privati 
dello 0, si riconosce che (Z*; - ), cioè l'insieme degli interi diversi da 0 munito 
della moltiplicazione, non è un gruppo in quanto non è verificato l’assioma 
G.3; al contrario (Q”; -) e (R*: -) sono gruppi commutativi. Lo stesso vale 
per gli insiemi (Q*:; -) e (R*:; -), cioè l'insieme dei razionali (rispettivamente 
dei reali) strettamente positivi, munito della moltiplicazione. 

Se (G1;*) e (G2;0) sono due gruppi (non necessariamente distinti), dove 
abbiamo indicato col simbolo o l’operazione di cui è dotato G2, una funzione 
@ : G1 — G2 si dice un omomorfismo se trasforma l'operazione di cui è munito 
Gi nell’operazione di cui è munito Go. 

Se poi @ mette in corrispondenza biunivoca Gi e Ga si dice che $ è un 
isomorfismo. In modo formale: 


Siano (G1:*) e (G2:0) due gruppi e @ : G1 — Ga: se per ogni coppia di elementi 
T,Yy € G1 si ha 
6(r*y) = (x) 0 d(y) (14) 


si dice che © è un omomorfismo del gruppo (Gi, *) nel gruppo (G2,0). Se poi 
© è una biiezione di G1 su Ga si dice che è è un isomorfismo. 


La funzione @ : 2 + cr, per ogni numero reale c verifica l’identità 
d(r+y)=0(x)+ò0(y) = c(r+y)=cxr+cy; 


dunque si tratta di un omomorfismo del gruppo (R, +) in se stesso. Si osservi 
che è è una biiezione da Ra Rsee solo se c # 0. In tal caso è è un isomorfismo: 
l’isomorfismo inverso è dé! :rx 4 cx = r/c. 


L’uguaglianza (7 formula (1’)) 
pre rg. (15) 

valida per x # 0 e per ogni n, m € Z, mostra che l’insieme delle potenze 
{r°:n€ Z} 


è “stabile” rispetto all'operazione di moltiplicazione. Più precisamente esso è 
un gruppo commutativo rispetto a tale operazione. 


x 


La funzione $ : n € Z + x” è un omomorfismo del gruppo (Z: +) sul 
gruppo delle potenze appena considerato, in virtù dell’identità (14), che ora si 
scrive 


6(n+m)= d(n) -d(m). 


La definizione di potenza con esponente negativo (7 formula (3)) è stata 
motivata dal desiderio di ottenere tale omomorfismo. @ 0 


La Proposizione 2.3-1 afferma che la funzione esponenziale x + a”, a 
positivo # 1, è un omomorfismo del gruppo (R, +) nel gruppo (R°:-), e 
la Proposizione 2.3-2 precisa che si tratta di un isomorfismo; l’isomorfismo 
inverso è dato dalla funzione logaritmo x + log, x, x > 0. 

Infine la funzione potenza x + x° (c reale, x > 0) è un omomorfismo del 
gruppo (R*; -) in sé, in virtù dell’uguaglianza 

(r1r2) = 2Îx3. (16) 

Per c # 0 si tratta di un isomorfismo, come segue dall’identità 

clnr 


TX =€ =€ 


Essa mostra che tale isomorfismo è il risultato della composizione di tre 
isomorfismi: nell’ordine 
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{AE 


tuwlne=:t, 


Figura 2.3-18. 

La funzione potenza y = x° si 
può considerare come composta 
mediante tre funzioni. 


towct=:s, 


s_ exp(s) = y. 


Il primo è un isomorfismo del gruppo (R*, -) sul gruppo (R, +); il secondo 
è un isomorfismo del gruppo (.R, +) su sé stesso, il terzo è un isomorfismo del 
gruppo (R, +) sul gruppo (RÈ, +). 

Una verifica della (16) si ha prendendo i logaritmi di entrambi i membri: 


In (x1r2)° = cln(x1-72)=c(Inx:+Inx2)=clnz;+clnes, 


In(rî 23) = lnxÎ{+Ilnx5 = clnz:+cInas. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


2.3-1. Sapendo che logx (log = logaritmo deci- 
male) vale 2.312, quante cifre decimali possiede il 
numero x? Che cosa si può dire di 7 sapendo che 
logx = —2.312? 


2.3-2. Sapendo che log2 = 0.3010... , deter- 
minare quante cifre decimali possiede il numero 
9200. 

2.3-3. Si verifichi che x*y” > xy” per ogni cop- 
pia di numeri positivi x, y, dove il segno di = vale 
se e solo se x = y. 


[SUGGERIMENTO. Sia, ad esempio 0 < x < yi 
prendendo i logaritmi di entrambi i membri in 
base a>1 ....] 


2.3-4. Siano a e d due numeri positivi, diversi da 
1; verificare che, per ogni naturale n > 0, si ha 


log, db = logan db”. 
2.3-5. Siano a, b e c tre numeri positivi, diversi 
da 1; dimostrare che log, b - logy c - log. a = 1. 


2.3-6. Dimostrare che log, x = log 31 +10g1/2 ©. 
per ogni x > 0. 


2.3-7. Sia a positivo, diverso da 1: verificare che 
1 
log, © -logg2 € = 3 [log, x], x>O0. 


2.3-8. Siano a, b e c tre numeri positivi, diversi 
da 1; si verifichi l’identità 


logg © - logg + logy x - log. x + log, © - logg © = 
log, x - log; © - log, 
10gabe tr 


per ogni x positivo # 1. 


2.3-9. Verificare che, per ogni coppia di numeri 
positivi a e b, si ha 


In(a+b) > In2+ 5 (Ina +Ind). 


(SUGGERIMENTO. Si utilizzi la disuguaglianza tra 
media geometrica e media aritmetica: T problema 
1.5-15,] 


2.3-10. Si dimostri che 


l 


733 > 20. 
log17 34 — log34 68 


[SUGGERIMENTO. Si sfrutti il fatto che log, 2a = 
=1+log, 2.] 


2.3-11. Con riferimento all'esempio 3, si abbia 
una prima sostanza con 7) = 1 giorno e m(0) = 
800 unità: una seconda sostanza abbia Ta = 10 
giorni e m2(0) = 100 unità. Esprimere le due 
funzioni t+ Inmi(t)et+ Inma(t) e tracciarne 
i grafici. Al tempo t = 0 si mescolano le due 
sostanze; determinare il tempo to al quale si ha 


ma(t) = 
ma(t) + mo(t) Va 


2.3-12. Sempre con riferimento all’esempio 3, si 
chiede di calcolare il periodo (= tempo di dimezza- 
mento) di una sostanza radioattiva, sapendo che 
occorrono 4 anni perché si disintegri un quarto 
della sostanza inizialmente presente. Quattro anni 
fa si avevano 4 kg di sostanza non disintegrata; at- 
tualmente ne rimangono 3. Quant’era la quantità 
presente due anni fa? Dieci anni fa? Quanta sarà 
attiva tra dieci anni? 
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FUNZIONI CIRCOLARI 


In questo paragrafo vogliamo introdurre le cosiddette funzioni circolari, 
seno e coseno e stabilirne le principali proprietà. Ci serviremo di alcune 
semplici nozioni di geometria analitica che supporremo note al lettore 
dalle scuole secondarie. 

Dato un sistema di riferimento cartesiano, monometrico e ortogonale, 
sappiamo che la circonferenza C' di centro l’origine e raggio 1 è l’insieme 
dei punti P (x,y) del piano per cui x? + y? = l: 


C={(x,y)eR°;rx+y°=1}. 


Diremo che C' è la circonferenza goniometrica. Immaginiamo che il 
punto P si trovi nella posizione (1,0) ed inizi a ruotare su C', descrivendo 
innanzitutto il quarto di circonferenza contenuto nel primo quadrante: 
diremo che P si muove in senso antiorario (cioè nel verso contrario a 
quello delle lancette dell’orologio). 


T 

I 
To, 
3 


Figura 2.4-1. Ilpunto P ruota in senso antiorario sulla circonferenza unitaria a partire dalla posizione (1,0), 
descrivendo archi di lunghezza uguale ai tempi impiegati a percorrerli. 


Pi greca 


Se P si muove con velocità uguale a 1, cioè descrive nell’unità di 
tempo (possiamo pensare che sia il secondo) un arco di lunghezza uni- 
taria, per percorrere il primo quarto di circonferenza fino a portarsi nel 
punto (0,1) il nostro punto impiegherà un tempo pari alla lunghezza 
dello stesso arco. Lo stesso tempo impiegherà per andare da (0,1) alla 
posizione (—1,0), diametralmente opposta a quella iniziale, ed ancora 
lo stesso tempo impiegherà per raggiungere la posizione (0, —1) e final- 
mente per tornare nella posizione iniziale (1,0). 

Il tempo impiegato per compiere un giro è uguale alla lunghezza 
di C. È consuetudine indicare con la lettera 7 (pi greca) la lunghezza 
della semicirconferenza di raggio unitario, e dunque con 27 la lunghezza 
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dell'intera circonferenza. Ci siamo già occupati di 7 nell'esempio 1.4- 
2: sappiamo che un valore approssimato di 7 è 3.141592... e dunque 
Tit =:0:283185: 


Per tutti gli istanti t € [0, 27) il punto P occupa una posizione sulla 
circonferenza C' tale che la lunghezza dell’arco che va dal punto (1,0) 
(detto origine degli archi) al punto P stesso (muovendosi in senso antio- 
rario) è uguale a t. 

In luogo di verso antiorario si preferisce parlare di verso positivo di 
percorrenza della circonferenza C', mentre il verso opposto (verso orario) 
si dirà, di conseguenza, verso negativo. 

Possiamo riassumere quanto abbiamo osservato fin qui, dicendo che 
dopo 7/2 secondi il punto rotante occupa la posizione (0,1), dopo 7 
secondi la posizione (—1,0) dopo 37/2 secondi la posizione (0, —1) per 
tornare nella posizione iniziale dopo 27 secondi. 


Figura 2.4-2. 
per compiere un giro. 


Coseno, seno 


Il punto P assume le stesse posizioni per valori del tempo t distanziati di 27, il tempo necessario 


Se immaginiamo che il nostro punto continui a ruotare, sempre nello 
stesso verso e con la stessa velocità, è chiaro che al tempo 27 + t esso 
occuperà nuovamente la posizione che occupava dopo t secondi: sem- 
plicemente avrà compiuto un intero giro per riportarsi nella stessa po- 
sizione: lo stesso dopo 2 - 27 + t secondi, dopo 3 - 27 + t secondi, ecc., in 
quanto 27 è il tempo che il nostro punto impiega per fare un giro della 
circonferenza. 

Un ragionamento del tutto analogo può essere fatto per i valori nega- 
tivi di t: basta pensare di invertire il senso del moto, e associare ad ogni 
valore negativo di t la posizione occupata dal punto mobile dopo |t| 
secondi, ma immaginando che il punto si muova nel verso negativo. 

In definitiva si viene così a costruire una funzione che associa ad ogni 
t reale un punto di C, f : R—- C, e tale funzione è periodica di periodo 
27, nel senso che essa associa lo stesso punto di C' a valori di t distanziati 
di 27: 


f() = f(t+27). vie R. 


Poiché P è un punto di C, esso avrà certe coordinate x e y, apparte- 
nenti nell’intervallo [-1, 1]. che sono anch'esse funzioni di t; precisamente 
tali coordinate vengono chiamate rispettivamente coseno c sero del nu- 
mero reale #, cioè in modo formale 


(cost,sint):= f(t) E C. 
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P (cost, sint) | f(t) = (cost. sint) 
ee ET 
hai È, È 
/ I / 
/ sint I E; 
: \A400 / 
|/ 
7, 
Nagy / 
cost F Di 
L'A I a 


f(t+7)= (cos(t+7).sin(t+7)) 


Figura 2.4-3. Ilcosenoe il seno di t sono l’ascissa e l’ordinata del punto P all’istante t. Le posizioni occupate 
agli istanti t e t + 7 sono diametralmente opposte. 


Periodo Si tratta naturalmente di funzioni periodiche al pari di f, cioè 
sint = sin(t+27), cost=cos(t+27), Vte R. 


Antiperiodo Un'altra proprietà di immediata verifica è l’antiperiodicità della fun- 
zione f, di antiperiodo T: questa terminologia, che impieghiamo qui per 
la prima volta, significa semplicemente che la posizione occupata dal 
punto mobile all’istante # è diametralmente opposta a quella occupata 
all’istante t + 7, essendo 7 il tempo impiegato per compiere mezzo giro. 

Se dunque (x,y) sono le coordinate di f(t) € C, (—x, —y) saranno le 
coordinate di f(t + 7). Ne deriva che 


sin(t+7)=-sint, cos(t+7)=—cost, VteR. 


Sinusoide, cosinusoide Una migliore comprensione di quanto abbiamo fatto si può avere 
considerando i diagrammi cartesiani delle funzioni seno e coseno. detti 
rispettivamente sinusoiîde e cosinusoide. La figura 2.4-4 mostra la costru- 
zione di tali grafici. 

Occupiamoci dapprima della sinusoide: per ogni posizione occupata 
dal punto ruotante P, riportiamo in ascissa il valore di t, lunghezza 
dell’arco descritto da P, e in ordinata la corrispondente ordinata del 
punto P stesso. Nel caso della cosinusoide si fa la stessa cosa, ma si 
porta in ordinata l’ascissa del punto P: ecco perché abbiamo ruotato di 
un angolo retto la circonferenza C. 


Alcuni valori notevoli delle funzioni circolari 


sin0=0, sinz =, sna=0, sin E ==; 
T 3T 
cos0 = 1, con=0; cost =], cos =. 


Nella discussione precedente abbiamo ripetutamente parlato di lun- 
ghezza di un arco; tale lunghezza è definita, analogamente a quanto 
abbiamo fatto nell'esempio 1.4-2 nel caso della semicirconferenza, come 
estremo superiore dell’insieme costituito dalle lunghezze delle poligonali 
inscritte nell’arco che vogliamo misurare. 

Misura degli angoli Un arco notevole è quello di lunghezza unitaria: il suo interesse è 
legato ad un modo particolare di misurare gli angoli, che è molto naturale 


e non coincide con quello, forse più abituale per il lettore, che utilizza i 
gradi sessagesimali. 
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Figura 2.4-4. La sinusoide e la cosinusoide si ottengono portando in ordinata rispettivamente l’ordinata e 
l’ascissa del punto rotante P, in funzione della lunghezza dell’arco percorso. 


Grado Un grado sessagesimale è, per definizione, la 360-esima parte dell’an- 
golo giro, il che equivale a porre convenzionalmente uguale a 360 la 
misura di tale angolo, secondo una tradizione che risale agli antichi Ba- 
bilonesi. Ne segue che 180 è la misura dell’angolo piatto, 90 quella 
dell’angolo retto e così via. 


Radiante Un modo diverso di misurare un angolo consiste nell’assumere come 
sua misura la lunghezza dell’arco che esso sottende su una circonferenza 
di raggio 1. L'angolo unitario è dunque quello che sottende un arco lungo 
tanto quanto il raggio: diremo che esso misura un radiante. 


Figura 2.4-5. 

Un angolo che sottende un arco 
di lunghezza uguale al raggio 
misura 1 radiante: esso è di 
poco inferiore a 60°. 


Per avere la misura in gradi dell’angolo che misura un radiante, basta 
considerare che l’angolo piatto misura 180° (180 gradi) e 7 rad. (radian- 
ti), in quanto l’angolo piatto sottende su una circonferenza unitaria un 
arco che è la metà della stessa circonferenza. Dunque 


1rad. = (È) = (57.2952779...)°; 


se il quoziente ottenuto viene convertito in gradi, primi e secondi di 
grado, si trova che l’angolo che misura un radiante ha misura di poco 
superiore a 57° 17’ 44”. 
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Nel seguito di questo libro, come in tutti i libri di Analisi Mate- 
matica, verrà usata preferibilmente la misura degli angoli in radianti. Il 
numero t, che nella precedente costruzione delle funzioni circolari misura 
la lunghezza dell’arco descritto dal punto ruotante P, può essere consi- 
derato come misura in radianti dell’arco descritto dal raggio OP, dove 
O è l’origine del sistema di riferimento. 


Figura 2.4-6. Grafici delle funzioni x + sin (sopra) e r + cosx (sotto). 


In questioni di Topografia e Geodesia si usano i gradi centesimali, dove un 
grado centesimale è definito come la centesima parte di un angolo retto. 
Dunque 
T radianti 
[misura dell’angolo piatto] = < 200 gradi centesimali 
180 gradi sessagesimali. 


Molti calcolatori, anche tascabili, forniscono le funzioni circolari (usual 
mente seno, coseno, tangente e le loro inverse, di cui ci occuperemo tra breve) 
sia in radianti che in gradi sessagesimali e in gradi centesimali; le abbreviazioni 
RAD, DEG, GRD (dall’inglese: radian, degree, grade) indicano l’unità di misu- 
ra impiegata. 

In caso di dubbio, si provi a calcolare sin l: se si trova un valore del 
tipo 0.84147... (ci possono essere piccole differenze da un calcolatore all’altro, 
trattandosi di un valore necessariamente approssimato), si può essere certi che 
si stanno usando i radianti. 


A I e | 


Riprendiamo lo studio delle funzioni seno e coseno: la variabile in- 
dipendente verrà d’ora in poi indicata con la lettera x anziché t: il lettore 
è invitato a rendersi conto del fatto che la funzione t + sint non è diversa 
dalla funzione x + sin 2! 

La figura 2.4-6 mostra l'andamento delle funzioni seno e coseno: en- 
trambe hanno come dominio R e come immagine l’intervallo [1, 1]. 

Incontriamo ancora, come per la funzione esponenziale, una situa- 


zione in cui è immediato individuare un insieme che possa fungere da 
codominio: nel nostro caso è appunto l'intervallo [1,1], in quanto è 
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Funzione pari, dispari 


Figura 2.4-7. 

In corrispondenza di valori 
opposti del tempo il punto 
rotante P occupa posizioni 
simmetriche rispetto all’asse 
delle ascisse. 


D Esempio 2.4-1. 
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evidente che le coordinate di un punto della circonferenza unitaria sono 
entrambe comprese in tale intervallo. Non è però dimostrato (anche 
se è altamente plausibile) che tale intervallo sia anche l’immagine delle 
funzioni circolari, cioè non è dimostrato che ogni valore di tale intervallo 
venga effettivamente assunto dalle funzioni in questione. 


Rimandiamo al Corollario 1 della Proposizione 3.8-3: il fatto che 
l’immagine delle funzioni circolari sia un intervallo, al pari del loro do- 
minio, è una conseguenza della loro continuità. 


Come si vede dalla figura 2.4-6, il grafico della funzione seno è simme- 
trico rispetto all’origine, mentre quello della funzione coseno è simme- 
trico rispetto all’asse delle ordinate. Ciò corrisponde al fatto che la 
funzione x + sin è dispari, mentre la funzione x + cos è pari, vale a 
dire 


sin(-x)=—sinx, cos(-x)=cosr, Vre RR. 


Le due identità appena scritte seguono subito dalle definizione: se si 
osserva la figura 2.4-7 si riconosce che, cambiando di segno la variabile 
indipendente, cioè la misura dell’arco avente un estremo fisso nel punto 
(1, 0), il secondo estremo si muta nel proprio simmetrico rispetto all’asse 
delle ascisse. Dunque i punti f(x) e f(—x) hanno la stessa ascissa, cioè 
cos(—x) = cos x, e ordinate opposte, cioè sin(—r) = — sin 7. 


Una ruota si muove di moto circolare uniforme, con velocità angolare 
w (cioè nell’unità di tempo, sia un secondo, avviene una rotazione di w 
radianti). 


A distanza r > 0 dall’asse di rotazione è imperniata una biella di 
lunghezza L > r, il cui secondo estremo è vincolato a muoversi su una 
semiretta passante per il centro di rotazione. 


Contiamo il tempo da uno degli istanti in cui il perno della biella 
taglia la semiretta sopra considerata, fissato un riferimento cartesiano 
in modo che il centro della ruota cada nell’origine e la semiretta su cui 
si muove l’estremità della biella coincida con il semiasse positivo delle 
ascisse. 

La legge oraria del perno rotante, sc il moto avviene in senso anti- 


orario, è allora 


xr=rcoswt, y=rsinut. 
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Figura 2.4-8. 

Una biella di lunghezza L viene 
azionata da una manovella di 
lunghezza r < L che ruota di 
moto circolare uniforme con 
velocità angolare w. 


Tangente, cotangente 


Figura 2.4-9. 

La semiretta uscente 
dall’origine e passante per il 
punto P (cos ©, sin 7) incontra 


la tangente in figura nel punto 
Q(l.tana). 


Vogliamo calcolare la legge oraria dell’altra estremità della biella. Se 
indichiamo ancora con x(> 0) l’ascissa del secondo estremo della biella, 
avremo 


(x — rcoswt)? + r sin wt = L?, 


cioè x? — 2xr coswt + r? — L° = 0. Abbiamo sfruttato l'identità sin? r+ 
+cos?x = 1, su cui torneremo tra poco (| formula(1)). Abbiamo ot- 
tenuto un'equazione di secondo grado in x: poiché x è positivo, troviamo 


x=rcoswt + Vr?(coswt — 1) +L?. © D 
Si introducono anche le funzioni tangente e cotangente, definite rispet- 
tivamente come i rapporti seno/coseno e coseno/seno: naturalmente gli 


insiemi di definizione devono escludere i punti in cui s'annullano i deno- 
minatori. 


P(cosx,sinx) 


Consideriamo la semiretta OP, dove P (cos r,sinr), e la tangente 
condotta alla circonferenza goniometrica C' in A: esse s'incontrano nel 
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Figura 2.4-10. 

Grafico della funzione 

cH tana, a 7#7/2+kn,k 
intero. 


© 88-08-1148 
punto Q (1,tan x). Infatti i triangoli OPH e OQA sono simili. Il numero 
x è la lunghezza dell’arco AP. 


Limitiamoci a studiare la funzione tangente 
tane := = # 3 +kr, KE Z. 
cosa 2 
I valori esclusi sono precisamente quelli che annullano il coseno. Se si 
tiene presente l’antiperiodicità delle funzioni seno e coseno, si trova che 
la funzione tangente è periodica di periodo 7, in quanto passando da x 
a X+7, tanto il numeratore quanto il denominatore cambiano di segno 
e dunque tan = tan(x + 7). 


L'andamento della funzione r + tan x è mostrato dalla figura 2.4-10; 
il grafico si ripete ad intervalli di lunghezza 7. 

La Tabella 2.4-1 riporta i valori del seno, del coseno e della tan- 
gente in corrispondenza dei valori dell'argomento 0, 7/6,7/4,7/3, 7/2: 
gli angoli che hanno tali misure in radianti hanno come misure in gradi 
sessagesimali ordinatamente 0, 30, 45, 60 e 90. 


Tabella 2.4-1 


x sin COST tana 


0 0 


0 


1 

T/6 1/2 v3/2 1/v3 

q/4 1/vV2 1/V2 1 

T/3 v3/2 1/2 v3 
1 


0 non definita 


Alcuni dei valori riportati sono già stati calcolati: per i restanti ba- 
stano considerazioni di Geometria elementare. 
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Figura 2.4-11. 

Il triangolo OPH (a sinistra) 
è rettangolo e isoscele; il 
triangolo OPA (a destra) è 
equilatero. 


Proprietà di 
seno e coseno 


Formule di addizione 


Ad esempio, se x = 7/4 (= 45°), il secondo estremo dell’arco della 
circonferenza goniometrica che ha il primo estremo nell’origine degli archi 
(è il punto A (1,0)) è l'intersezione tra la circonferenza e la bisettrice del 
primo quadrante. Poiché i punti di tale bisettrice hanno l’ascissa uguale 
all’ordinata si ha sin(7/4) = cos(7/4) (v. figura 2.4-11, a sinistra). 

Ma sin?(7/4) + cos?(7/4) = 1, da cui segue, trattandosi di quantità 
positive, 

1 
v2 

Osserviamo che le scritture sin” x e cos? x stanno a significare (sin x)? 
e (cosx)?, da non confondere con sin(x?) e cos(x?), che si scrivono sem- 


plicemente sin x? e cos x2! 


sin(7/4) = cos(7/4) = 


Nel caso x = 7/3 (= 60°), l'estremo P dell'arco AP avente lunghezza 
T/3 è tale che il triangolo O AP è equilatero (v. figura 2.4-11, a destra). 
Ne segue che PH è, al tempo stesso, l’altezza e la mediana relativa al lato 
OA, da cui segue cos(7/3) = 1/2 e, mediante l'applicazione del Teorema 
di Pitagora, sin(7/3) = V3/2. 

Quanto al caso a = 7/6 (= 30°), basta osservare che il seno e il 
coseno di 7/6 sono rispettivamente il coseno e il seno di 7/3. 


Elenchiamo le principali proprietà delle funzioni seno e coseno; usia- 
mo il simbolo V come abbreviazione della frase “per ogni”. Abbiamo: 


sin r +cosx=1, VreR: (1) 

sin(x1 + 2) = sinx1 cosr2 + cos) sincro, Va. co € R: (2°) 

cos(r1 + r2) = cosi costo — sin zi sinto, Vai, r2 € R: (2”) 
sinx 

0<sina<x< =tanr, Vr € (0, 7/2). (3) 


cos T 

La (1) segue immediatamente dalla definizione, in quanto il punto 
(cos x, sin x) appartiene alla circonferenza unitaria C. 

Le (2) sono le cosiddette formule di addizione; esse consentono di 
calcolare seno e coseno della somma di due numeri noti che siano seno e 
coseno dei numeri stessi. 

Vedremo tra breve la dimostrazione delle formule di addizione; os- 
serviamo tuttavia che esse sono già state verificate nel caso particolare 
in cui uno degli addendi, diciamo x, è uguale a 27 oppure 7. 

Ponendo infatti r2 = 27 e successivamente r9 = 7, e scrivendo 
semplicemente x in luogo di x1, si ha 

sin(x + 27) = sinr cos27 + cose sin 27 = 
= sing-1+cosx-0=sinz, 
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cos(x +27) = cosr cos27 — sine sin 27 = 
= cost-1+sinrx-0=cosz, 
dunque le formule che esprimono la periodicità delle funzioni circolari, 
mentre 
sin(r +7) =sinrcos7+cosrsinm= 


= sinr-(-1)+cosr-0=-sinz, 


cos(x +7) = cosr cos — sine sing = 
= costr -(-1)+sinx-0=—cosz, 


esprimono l’antiperiodicità delle stesse funzioni. 


Dimostrazione S Vogliamo dimostrare le formule di addizione delle funzioni circolari, cioè le (2’) 
e (2”), che riscriviamo nella forma 


sin(a + 8) = sina cos 8 + cosasin8, Va, € R; (+) 


cos(a + 8) = cosa cos 8} — sina sin 6, Va,8 € R. (6%) 


Consideriamo la figura 2.4-12, nella quale abbiamo supposto che sia 0 < 
<a << x: il risultato che otterremo non è legato a tali limitazioni. 


Siano 
P; (cosa,sina); P:(cos6,sin6); P ( cos(8 — a), sin(8 — a)). 


In altri termini: P è il punto della circonferenza goniometrica tale che 
l'arco da A (1,0) a P ha la stessa lunghezza dell’arco da Pi a Pa. 


Per ridurre al massimo le notazioni, poniamo ancora 
P.(X1,Y1), Pa(X2,Ya), P(X,Y), 
che è semplicemente un modo per dire che abbiamo posto 


X := cosa, Yi := sina; X2:= cos$, Ya := sin6; 


X := cos(8 — a), Y := sin(8 — a). 


Figura 2.4-12. 
Ad angoli uguali corrispondono 
corde uguali: P, P) = AP. 


Poiché i tre punti Pi, P., P appartengono alla circonferenza goniometrica, 
si ha 


Kit =X+0=L'+F°=1, (x**) 


Poiché ad angoli uguali corrispondono corde uguali, avremo 
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Figura 2.4-13. 


I triangoli OPH e OP'H' sono 
congruenti. 


P,P, = AP. 


Calcoliamo i quadrati dei due membri ed uguagliamoli tra loro. Si ottiene, 
tenendo conto della (***), 


BR = (Xa > Tg + (Ya = Yi)? “a 
=X3-2Xo kn + +W7-Mha Wi 
=2-2(X2X1+Y21):; 


analogamente 


aPelx- += 20414: 2-3 


Uguagliando le espressioni ottenute, abbiamo X = X1X2 + Y1 Ya, cioè 
cos(8 — a) = cosa cos 8 + sina sin 8. 
Scrivendo —a al posto di a, e tenendo conto del fatto che il coseno è pari 
mentre il seno è dispari, si ottiene 
cos(a + 8) = cosa cos 8 — sin a sin 8, 
cioè la (**). La (*) si può ottenere dalla (**) utilizzando le identità 
sin(r +7/2)=cosr, cos(r +7/2)=-sinz, 
che verificheremo tra un istante. Basta scrivere a + 7/2 al posto di a nella 
(**) e sfruttare le identità appena scritte. 


Quanto alle identità appena utilizzate, si osservi la figura 2.4-13: se x è la 


lunghezza dell'arco AP, x+7/2 è la lunghezza dell'arco AP' e l’angolo { POP' 
è retto. 


Ne segue che i triangoli OPH e OP'H' sono congruenti e quindi l’ordinata 
di P’ coincide con l’ascissa di P, mentre l’ascissa di P’ coincide in valore 


assoluto con l’ordinata di P, ma è di segno opposto. @© D 

Osserviamo che le identità cos(—x) = cosx e sin(—x) = — sin x, che 
esprimono la parità del coseno e la disparità del seno, possono essere 
dedotte dalle formule di addizione. Ponendo infatti x; = x. ra = —2, 


tali formule forniscono 
0=sinecos(-x)+cosrsin(-x). 
1= cosrcos(—x)— sinesin(—%): 


moltiplicando la prima uguaglianza per sin x, la seconda per cos x e som- 
mando membro a membro si ottiene 


cosx = (sin? x + cos? x) cos(-x) =1-cos(—x) = cos(—z). 


Analogamente, moltiplicando la prima uguaglianza per cos e la se- 
conda per — sinr e sommando, si ottiene — sinr = sin(—7). 
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Formule di prostaferesi 


Figura 2.4-14. 

L’area del settore circolare 
OPA è compresa tra l’area del 
triangolo OPA e quella del 
triangolo OP'A. 
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Sempre dalle formule di addizione si possono ricavare le formule di 
prostafèresi: 


sin x; — sin rg = 2c0s ji sin (102), (4') 


cos T] — cosT2 = —2 sin (32) sin (372), (4) 


per ogni x1, 7, € R. 


Il termine prostaferesi deriva da radici greche: pròsthesis = aggiunta, 
aphaîresis = sottrazione. Infatti tali formule consentono di calcolare la 
differenza tra i valori assunti dalle funzioni circolari in corrispondenza 
di due diversi argomenti a partire dai valori delle funzioni stesse in cor- 
rispondenza della semisomma e della semidifferenza degli argomenti. 


Posto t1 := (x1 + x2)/2, ta := (x1 — x2)/2, cioè r1 = t1+t2, c2.= 
= ti — to, da (2’) si deduce 
sin(t1 + t2) = sint; costa + costi sinto, 
sin(t1 — t2) = sint; cos(—t2) + costi sin(-t2) = 
= sint] costs — costi sinto. 
Sottraendo la prima uguaglianza dalla seconda si ottiene 
sin(t1 + to) — sin(t1 — t2) = 2costi sinto, 
che è precisamente la (4’). La (4”) si dimostra in modo analogo. 


Quanto alla (3), se x è compreso tra 0 e 7/2, è chiaro che sine > 0. 
Esaminiamo la figura 2.4-14: l’area del settore circolare OPA, dove P è 
il punto di coordinate (cos x, sin x), è compresa tra l’area del triangolo 
OPA e quella del triangolo OP'A. 


Ricordiamo dalla geometria elementare che l’area di un settore circo- 
lare si ottiene moltiplicando la lunghezza dell’arco (che funge da “base” ) 


per il raggio (che funge da “altezza”) e dividendo il prodotto per 2. Nel 
nostro caso: 


nl 
(area del settore OPA) = x. 1- ca 7 
1 : 
(area del triangolo OPA) = 1-sinx- “a = 
1 ; 
(area del triangolo OP'A) = 1-tana- 3” - > 


Dunque 
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Inversione delle 
funzioni circolari 


Regione fondamentale 


Figura 2.4-15. 
La funzione arcoseno è l’inversa 


della restrizione del seno 
all’intervallo [-7/2, 7/2]. 


Figura 2.4-16. 

Se x è esterno all’intervallo 
[-7/2,7/2], arcsin(sin x) è 
l'elemento x’ di tale intervallo 
per cui sing = sin 2”. 


de E IL 
2 2 2 


da cui la (3) moltiplicando ogni termine per 2. 


Le funzioni seno, coseno e tangente, in quanto periodiche, non sono 
iniettive e dunque non sono invertibili. Tuttavia esse sono strettamente 
crescenti oppure decrescenti (| Def. 3.1-4) su opportuni intervalli ap- 
partenenti ai rispettivi dominî, e dunque le restrizioni a tali intervalli 
sono invertibili. 

Più precisamente, per ciascuna funzione si sceglie una cosiddetta 
regione fondamentale, cioè un insieme su cui la funzione sia iniettiva e 
contemporaneamente tale che la sua immagine ad opera della funzione 
stessa coincida con l’immagine della funzione inizialmente data. 

In altri termini: una regione fondamentale è un sottoinsieme pro- 
prio del dominio che sia “abbastanza piccolo” perché la restrizione ad 
esso della funzione sia iniettiva, ma “abbastanza grande” perché tale 
restrizione assuma tutti i valori che sono assunti dalla funzione data 
inizialmente. 


Per la funzione seno si sceglie l’intervallo (-7/2,7/2] su cui essa 
è strettamente crescente: la funzione inversa, che si indica con x + 
arcsinx (si legge: arcoseno) è strettamente crescente su [-1,1] ed ha 
come immagine l’intervallo [-7/2, 7/2]. 

Il fatto che la funzione arcoseno sia l’inversa della restrizione del seno 
all’intervallo [-7/2, 7/2] è tradotto dalle seguenti identità: 


arcsin(sina) = x, Va e [-7/2, 7/2], 


sin(arcsine) = x, Vee [1,1 
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A proposito della prima formula, osserviamo che essa non può valere 
per ogni x reale (anche se la funzione x + arcsin(sinr) è definita su 
R):; basta pensare che la funzione arcoseno restituisce in ogni caso valori 
compresi tra —7/2 e 7/2, e dunque l’uguaglianza scritta è certamente 
falsa per gli x esterni all’intervallo [-7/2, 7/2]. 


Ad esempio, se si sceglie 7 = 2.5, si trova (tutti i valori sono ap- 
prossimati) sin 2.5 = 0.59874..., ma arcsin0.59874...= 0.64159.... A 
partire da x = 2.5 si è ottenuto x’ = 0.64159....: si tratta dell'unico nu- 
mero appartenente all’intervallo [-7/2,7/2] avente come seno il valore 
0.59874.... 


Figura 2.4-17. 
La funzione r + arcsin(sin 7) è 
periodica di periodo 27. 


24-17. 


Figura 2.4-18. 

La funzione arcocoseno è 
l’inversa della restrizione del 
coseno all’intervallo [0, 7]. 


x 


Per la funzione coseno si sceglie l'intervallo [0,7] su cui è stretta- 
mente decrescente: la funzione inversa, che si indica con x + arccose 
(arcocoseno), è strettamente decrescente su [-1, 1] ed ha come immagine 
l’intervallo [0, 7]. 


Per la funzione tangente si sceglie l’intervallo aperto (—7/2, 7/2), su 
cui essa è strettanente crescente e illimitata. La funzione inversa, che si 
indica x + arctanx (arcotangente), è strettamente crescente su R ed ha 
come immagine l’intervallo (-7/2,7/2). 
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Figura 2.4-19. 
La funzione arcotangente è 
l’inversa della restrizione 


della tangente all’intervallo 
]— 7/2, 7/2. 


|D Esempio 2.4-2. 


Figura 2.4-20. 

Si vuole sapere quanto gasolio 
è contenuto in una cisterna 
cilindrica misurando il livello 
del liquido. 


Osserviamo infine che, nei libri anglosassoni, si usano anche le no- 
tazioni sin! x, cos! x, tan! x per indicare le funzioni inverse appena 
costruite, per uniformità con la notazione f7! che abbiamo introdotto 
nel paragrafo 2.1 per indicare l’inversa della funzione f. 


Una cisterna a forma di cilindro circolare retto, disposta orizzontalmente, 
serve per contenere un liquido (ad esempio gasolio); immergendo un’asta 
graduata da un foro posto sopra si può misurare il livello del liquido. Si 
vuole sapere quanto liquido è contenuto nella cisterna. 


Se r è il raggio di base del cilindro e L la sua lunghezza, eviden- 
temente il volume occupato dal liquido si otterrà moltiplicando per L 
l’area del settore circolare mostrato nella figura 2.4-21; il problema è 


dunque quello di esprimere l’area di tale settore a partire dal livello x 
del liquido. 
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Supponiamo, per fissare le idee, che sia 0 < x < r (la nostra cisterna è 
riempita per meno della metà). L’area del segmento circolare delimitato 
dalla corda C'D si può ottenere come differenza tra l’area del settore 
circolare delimitato dai raggi OC e OD e l’area del triangolo OCD. 


Figura 2.4-21. 

Si vuole esprimere l’area del 
settore circolare evidenziato in 
figura a partire dalla misura x 
del segmento H B. 


Sia a (funzione di x) la misura comune degli angoli /DOH e /C'OH; 
considerazioni elementari di trigonometria forniscono cosa = (r — x)/r, 
da cui, essendo 0 < a < 7/2, 


a = arccos 


Per l’area del settore sopra considerato si ha dunque l’espressione 
f 
(lunghezza arco C.D) o” (lunghezza arco BD)r = 
T-X 
= ar? = r? arccos 


Analogamente si ha 
OH=r-x, HD=vr?-(r-2?=vx2r-2), 
quindi 
(area triangolo OCD) = (r — x) Vx(2r — 2). 
In definitiva per l’area cercata si trova l’espressione 


r-x 
A(x) = r? arccos 


— (r- x)Vvax(2r — 2), 0<x<r. 


Si ha A(0) = 0, in quanto arccos1 = 0, e A(r) = r27/2, in quanto 
arccos0 = 7/2. Per il completamente dell’esempio al caso r < x < 27 
rimandiamo al problema 2.4-12. 


|p Esempio 2.4-3. Due pulegge di raggi R e r (R > r) hanno gli assi a distanza a l’una 
dall’altra; si vuole calcolare la lunghezza L della cinghia che le congiunge. 
Con riferimento alla figura 2.4-22, per la distanza d fra i due punti 
in cui la cinghia si stacca dalle pulegge abbiamo d? = a? — (R- r)?, e 
per l’angolo a tra i raggi che passano per i punti appena considerati e la 
retta congiungente gli assi delle due pulegge 


R-r R-r 


cosa = > & = arccos 


Tenendo conto del fatto che i tratti in cui la cinghia aderisce alle due 
pulegge sono lunghi rispettivamente R(27 — 20) e r - 20, si ottiene 


L=2(d+R(7-a)+ra)=2[Va? -(R-r)?- a(R-r)+Rr]. 
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Figura 2.4-22. 
Lunghezza della cinghia che 
congiunge due pulegge. 


Per r = R/2ea=2R, si trova L= 8.838 R. © D 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


2.4-1* Utilizzando le formule di addizione di seno 

e coseno, dimostrare la formula di addizione della 

funzione tangente 

tanx1 + tan co 

tan(z1+%2)= ——____; 
(ei 2) l- tanxj tanza” 

dove s’intende che x] e r2, ed anche x1 + x2, ap- 

partengano al dominio della funzione stessa. 


2.4-2* Dedurre dalle formule di addizione le se- 
guenti formule di duplicazione: 


sin2x = 2sinz cosz, 


cos2x = cos? x — sin° x = 2cos a —- 1= 
=1-2sin?z, 
2tana 
tan2x = 5 
1- tan“x 


2.4-3* Dai risultati dell’esercizio precedente, scri- 
vendo x/2 il luogo di x, si deducano le identità 

. 06 IT —coss 2% _l+cost 

SO” —= ie, cost — = —T{____ 


2 2 2 2 


Si tratta delle cosiddette formule di bisezione: esse 
consentono, noti i segni di sin(x/2) e cos(r/2), di 
calcolare tali quantità a partire da sin x e cos. 


2.4-4* Dimostrare le seguenti identità: 


1-t2 : 2t 
cosg= ——;, sinax= ——,, 

1+t2 1+t2 
dove 

x 
siii TI <a 


Le formule ottenute esprimono seno e coseno come 
funzioni razionali fratte della variabile #, cioè come 
rapporti tra polinomi in tale variabile. 
[Suggerimento. Dall’esercizio precedente deducia- 
mo subito, con i simboli attuali, t#? = tan?(x/2); 
si calcoli il valore di cos x in funzione di t e succes- 
sivamente il valore di sin 7, tenendo presente che, 
per gli x considerati, sin x e t = tan(x/2) hanno il 
medesimo segno.] 


2.4-5. Dimostrare che, per ogni x reale e per ogni 
naturale n, si ha |sinne| < n|sin a]. 
[SUGGERIMENTO. Procedere per induzione rispet- 
to a n. 


2.4-6. Verificare che la funzione x + @ + sine 
è strettamente crescente su R. Più in generale, 
determinare per quali valori del parametro reale 
m la funzione r > x + msinx è monotona su AR. 


Figura 2.4-23. 


2.4-T7. Il coefficiente angolare m della retta di 
equazione y = mx + q può essere messo in re- 
lazione con l’angolo tra la retta stessa e il semi- 
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asse positivo x. Si consideri la retta parallela alla 
retta data, passante per l'origine, di equazione 
y = ma. Si verifichi che tale retta incontra la 
circonferenza trigonometrica nel punto del semi- 
piano y > 0 di coordinate (cosa, sina), essendo 
a la misura dell’angolo tra il semiasse positivo 
delle ascisse e la retta in questione: s’intende che 
l’angolo è percorso nel verso positivo. Se ne dedu- 
cam=tana=sina/cosa. 


2.4-8. Dimostrare l’identità 


V2+ V2+...v2=2008(2), ne N”, 


dove s’intende che a primo membro compaiano n 
radici quadrate. 


[SUGGERIMENTO. Procedere per induzione rispet- 
to a n, utilizzando le formule di bisezione.] 


2.4-9* Dedurre dalle formule di addizione le cosid- 
dette formule di Werner: 
sina sin 8 = -; [cos(a + 8) — cos(a — B)]: 


sina cos 8 = " [sin(a + 8) + sin(a — 8): 


1 

cosa cos 8 = 5 [cos(a + 8) + cos(a — 8)]. 
Le formule sono legate al nome del matematico e 
astronomo tedesco Johannes Werner (1468-1528). 
2.4-10. Dimostrare l’identità 

cos[(n +1)a] = 2cosacosna — cos[(n— 1)a]. 
(SUGGERIMENTO. Si calcoli il primo membro me- 
diante la formula di addizione del coseno e suc- 
cessivamente si utilizzi la prima delle formule del 


precedente esercizio per eliminare la funzione seno 
dall'espressione ottenuta.) 


2.4-11. Si deduca dall’identità del precedente 
problema che la quantità cosna, per ogni n > 1, 


1 


= 


-1 0 Al 
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può esser espressa sotto forma di polinomio di 
grado n nella variabile c = cosa. 


(SUGGERIMENTO. Si proceda per induzione ri- 
spetto a n.] 


2.4-12. Completare l'esempio 2, dimostrando che 
la formula ottenuta è valida per ogni 7 compreso 
tra 0 e 2r. 


(SUGGERIMENTO. Per x > r si scriva 


A(x) = r? arccos hi (cr -r))vx(2r — x).] 


r 


2.4-13. Verificare che le funzioni 7 + sinkx e 
x coskz, k intero > 1, sono periodiche di pe- 
riodo 7/k. 


2.4-14. Dalla definizione delle funzioni seno e 
coseno segue che se si pone 


x=cost, y=sint,t€R 


la traiettoria descritta dal punto (x,y) al variare 
di t è la circonferenza di centro l’origine e raggio 
1. Si tratta di una traiettoria periodica di periodo 
27, nel senso che il punto mobile occupa la stessa 
posizione in istanti che differiscono tra loro per 
multipli interi di 27. 


È interessante lo studio delle curve descritte da 
equazioni del tipo 


x=cosht, y=sinkt,tER 


dove h e k sono due interi positivi, diversi tra loro. 
Si tratta delle cosiddette curve di Lissajous, dal 
nome del francese Jules Antoine Lissajous che ne 
studiò le proprietà intorno al 1857. 


Verificare che si tratta ancora di traiettorie perio- 
diche di periodo 27, se A e & sono primi tra loro. 


Figura 2.4-24. Figure di Lissajous corrispondenti alle coppie di valori (1.3). (3,4), (3.4) peri parametri l e A. 


2.4 — Funzioni circolari 159 
© 88-08-1148 


Tabella 2.4-2. PRINCIPALI PROPRIETÀ DELLE FUNZIONI CIRCOLARI 


e Funzioni seno e coseno: dominio = R, immagine = [-1, 1] 
Periodicità e antiperiodicità: 
cost = cos(7 +27), sin(x)=sin(x +27), 
cos(r +7)=—cosx, sin(r+7)=—-sinx, VeeR 
sin2r +costx=1, VreR 
Formule di addizione: 
sin(a +8) = sinacos8 + cosa sin9, Va,B € R 
cos(a + 8) = cosa cos8 7 sina sin 8. Va,38 € R 
Formule di bisezione: 
25 a 1 IE, cos? 5 = DIOI, weh 
Formule di prostaferesi: 


sina — sin 8 = 2 c0s (48) sin (£ z 4? 


. ra+8\ . a-8 
cosa — cos8 = —2sîn ( 9 ) sin ( 3 1 Va.B € R 
Formule di Werner: 


sinasin8 = -; [cos(a + 8) — cos(a — B)]; 


_ 


sin a cos 8 = — [sin(a + 8) + sin(a — B)): 


PS N 


cosa cos 3 = 3 [cos(a + 8) + cos(a — B)]: 


H_ N 


cosa sin = 2 [sin(a + 8) — sin(a — 3)]. 


e Funzione tangente: dominio = R\{7/2+kr,k € Z}, immagine = R 


Formula di addizione: 
tana + tan 8 


tana) =3_ ea tend’ a, Ba+3B#7/2+krt, k€ Z 
Formule parametriche: 
IA a e, dovet = tanî, -n<r<7. 
Le 1+#? 2 
e Disuguaglianze: 
0<sinr<r< ET _ tana, vee (0, 7/2) 
cosT 


e Alcuni valori notevoli: 


x 0 T/6 T/4 T/3 T/2 27/3 37/4 57/6 T 
[0°] [309] [45°] [60°] [90°] [120°] [1359] [150°] [180°] 


sine 0 1/2 1/v2 v3/2 1 v3/2 1/v2 1/2 0 
=05 = 0.707 0.866 


cost 1 v3/2 1/V2 1/2 0 -1/2 -1/W2 —v32 “4 


- tanx 0 1/V3 1 vV3 non —v3 —1 —1/V3 0 
= 0.577 = 1.732 def. 
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L’equazione di terzo grado 


La formula di Cardano 
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NUMERI COMPLESSI 


Nel capitolo 1 abbiamo introdotto il campo A dei numeri reali, partendo 
dall'insieme N dei naturali e procedendo per ampliamenti successivi, 
volti a rendere possibile l’inversione di determinate operazioni. Così 
l’insieme Z degli interi è stato inventato per rendere possibile l’inversione 
dell’addizione, l'insieme Q dei razionali per rendere possibile l'inversione 
della moltiplicazione. 


L'insieme Q possiede una struttura di campo. cioè le due operazioni 
di addizione e moltiplicazione godono di nove proprietà, precisamente 
quelle elencate nelle tabelle 1.1-1 e 1.4-1 del primo capitolo, nel riquadro 
contrassegnato dalla lettera Q. Tuttavia Q presenta delle “lacune” (più 
alla buona: dei buchi) che non consentono certe operazioni, come ad es- 
empio l'estrazione della radice quadrata di 2. Con l’aggiunta dei numeri 
irrazionali abbiamo ottenuto un campo completo, cioè senza lacune. 

Tuttavia, anche nell’ambito di R restano precluse certe operazioni 
inverse, ad esempio l’estrazione di radice quadrata di numeri negativi: 
comunque si prenda un numero reale x, si ha x? > 0, e dunque equazioni 
del tipo x? + 1= 0 sono prive di soluzioni in R. 

La situazione non sembra così disperata: dopo tutto si può vivere 
benissimo senza preoccuparsi di estrarre radici di numeri negativi. Una 
situazione curiosa, che spinge verso un ulteriore ampliamento del con- 
cetto di numero, si presenta a proposito dell'equazione di terzo grado. 
Consideriamo un’equazione di terzo grado in forma cosiddetta ridotta, 
cioè priva del termine di secondo grado (ogni equazione di terzo grado si 
può ridurre a tale forma con un opportuno cambiamento di variabile): 


x3+pr+q=0, 


dove p e q sono numeri reali. Procedendo in modo formale (cioè senza 
preoccuparsi troppo del significato delle cose che si scrivono) si può 
trovare una formula risolutiva del tipo 


2 P\3 sl q q\? p\3 

Gera vot) 
Si tratta della cosiddetta formula di Cardano, dal nome di Giro- 

lamo Cardano che per primo la pubblicò nel 1545; in realtà il metodo 


per ottenere tale formula era stato trovato circa trenta anni prima dal 
bolognese Scipione Dal Ferro. 


Sia data l'equazione di terzo grado 
x° + ax? + br += 0. 


Operiamo un cambiamento di variabile, ponendo x = y + t, dove t è un 
parametro a nostra scelta. Sostituendo nell’equazione precedente otteniamo 


(Yy+14)° + a(y+1)° +bly+t)+c=0. 


Sviluppando le potenze si riconosce che il coefficiente del termine di se- 
condo grado nella variabile y è 3t + a, quindi scegliendo t = —a/3 si ottiene 
un’equazione di terzo grado in y priva del termine quadratico. 

Non è dunque restrittivo partire direttamente da un’equazione di terzo 
grado in forma cosiddetta ridotta; sia 


3° + pe +q=0. 


Cerchiamo una soluzione x nella forma r = u+v con ve v incogniti. 
Sostituendo nell’equazione data otteniamo 
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Unità immaginaria 


(u+0)} +p(u+v)+q9=0 «> u+0°+(u+v)(3uv+p)+q=0. 
Abbiamo ora un’equazione nelle due variabili u e v; possiamo dunque 
imporre una condizione ulteriore sul legame tra u e v. Se si richiede che sia 
3uv+p = 0, cioè uv = —p/3, l'equazione precedente si riduce a ut +08 = -q. 
In definitiva abbiamo un sistema di due equazioni in due incognite 

ut +93 = —Qq (4) 

uv = —p/3. 


Elevando al cubo la seconda equazione, siamo condotti al problema della 
determinazione delle due quantità u* e v* sapendo che la loro somma è —q 
e il loro prodotto è —(p/3)?: u? e v* saranno dunque (7 problema 2.2-3) le 
soluzioni dell’equazione di secondo grado nell’incognita ausiliaria t 


t+gt— (p/3) =0, 
vale a dire sarà 


u? = —/2+ V(4/2)* + (p/8*, v° = —q/2— V(4/2)? + (p/3)?. 


Si osservi che le equazioni del sistema (*) non cambiano scambiando tra 
loro u e v. Estraendo le radici cubiche si ottiene la (1). 


Applicata all’equazione 
x3 — 15x — 126=0, 


la formula di Cardano funziona perfettamente: poiché p = —15, q = 
= —126, si trova 


(4/2)? + (p/3)? = 3969 — 125 = 3844 = 622, 
dunque 
x= Y63+62+ %63—62= V125+ 71=5+1=6, 


ed infatti 6 è soluzione dell’equazione considerata. 
Le cose non vanno altrettanto bene con l’equazione 


x° —15xr-4=0; 


ora si trova (9/2)? + (p/3)3 = 4— 125 = —121, e dunque la formula di 
Cardano fornisce 


2= {/2+v79121+ {/2- ve, ) 


che sembra essere una scrittura priva di senso (ed in effetti lo è, nell’am- 
bito di R). Tutto ciò a dispetto del fatto che l'equazione considerata 
ammette la radice evidente x = 4 : 


43 — 15-4-4=64-60-4=0. 


Il primo che cercò di superare lo scoglio ora segnalato fu ancora un 
matematico della scuola algebrica bolognese, Raffaele Bombelli. Nell’ope- 
ra intitolata Algebra, scritta intorno al 1550 e pubblicata parzialmente 
nel 1572, Bombelli tenta una giustificazione della validità della formula 
di Cardano mediante un ragionamento che, tradotto nella terminologia 
moderna, può essere descritto come segue. 


Supponiamo che esista un'unità immaginaria, cioè un ipotetico nu- 
mero, diciamo i, tale che #7 = -—1; supponiamo ancora che questo 
ipotetico numero possa essere manipolato esattamente come gli altri 
numeri, cioè possa essere sommato e moltiplicato, restando valide le 
consuete proprietà delle operazioni. Allora non soltanto il numero —1 
ammette una radice quadrata, V—1 = i, ma ciò è vero per ogni numero 
negativo. Ad esempio il numero —121, incontrato poco sopra, avrà come 
radice il prodotto lli, in quanto 
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Figura 2.5-1. 
Banconota da 10 DM con 
l'effigie di C.F. Gauss 


Espressioni complesse 
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(113)? = (11é)(114) = 1218 = 121-(-1)=-121. 
La formula di Cardano (2) diventa 
x=%2+1li+ 2-11. 


Cerchiamo ora di esprimere la quantità 2+ 11 sotto la prima radice 
cubica come il cubo di un’espressione dello stesso tipo, diciamo a + bi, 
con a e b reali. Si trova che i valori a = 2 e b = 1 fanno al nostro scopo, 
in quanto 


(2+1)° =8+125+61+13=8+125—-6-i=2+1l1t; 


abbiamo sfruttato il fatto che i* = ii = (-1)i = —i. Un calcolo del 
tutto analogo mostra che (2 — i)? = 2— 11, dunque finalmente 


q=2+i+2-i=4; 


l’unità immaginaria è sparita ed abbiamo trovato la radice reale x = 4 
di cui già conoscevamo l’esistenza. 

Per quanto ingegnosa, la giustificazione trovata da Bombelli uti- 
lizzando espressioni del tipo a + bi, dove si ipotizza per il simbolo i 
l'uguaglianza i? = —1, dovette attendere più di due secoli prima di 
trovare una sistemazione coerente nell’ambito della teoria dei numeri 
complessi, sviluppata verso la fine del ’700 soprattutto ad opera di Carl 
Friedrich Gauss (1777-1855). 
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Il ragionamento può essere sviluppato secondo la linea seguente. 
Definiamo innanzitutto, in modo ricorsivo, le espressioni complesse come 


stringhe (sequenze finite di simboli) appartenenti all’alfabeto costituito 
da: 


e simboli per numeri reali, 

e il simbolo speciale è (unità immaginaria), 

e parentesi aperte e chiuse, 

e simboli per la operazioni di addizione e moltiplicazione. 
Le espressioni complesse sono definite in base alle cinque regole seguenti: 
1) per ogni x € R. x è un'espressione complessa: 
) l’unità immaginaria i è un’espressione complessa: 
3) se u e v sono espressioni complesse, tali sono anche (u), u+v e uv: 
) le espressioni complesse possono essere manipolate utilizzando le pro- 
prietà associativa, commutativa e distributiva dell’addizione e della 
moltiplicazione tra numeri reali, con la condizione ulteriore i2 — —1; 
5) sono espressioni complesse soltanto le stringhe di simboli costruite in 

base alle precedenti quattro regole. 
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Definizione 2.5-1. D 


Il campo dei numeri complessi 


Proposizione 2.5-1. D 


Dimostrazione 


Mediante ripetuta applicazione della regola numero 4, si riconosce 
che ogni espressione complessa può essere ridotta alla forma a + bi, dove 
a e d sono numeri reali: per d = 0 si ottengono i numeri reali, per a = 0 
e b = 1 si ottiene l’unità immaginaria. 

Sommando e moltiplicando tra loro due espressioni complesse si ot- 
tiene 

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i, 
(a+bi)-(c+di) =(ac— bd) +(ad+be)i, 
dove abbiamo nuovamente sfruttato la regola 4 ed anche la 2. 

A questo punto osserviamo che un'espressione del tipo a + bi è indi- 
viduata dalla coppia ordinata (a, d) di numeri reali, dove il fattore è ha il 
ruolo di etichetta di ordine, vale a dire esso specifica quale dei due numeri 
reali che compaiono nell’espressione stessa debba giocare il ruolo di se- 
condo elemento della coppia. Possiamo momentaneamente abbandonare 
l’unità immaginaria e reinterpretare le uguaglianze appena scritte nel 


senso che esse ci suggeriscono come definire due operazioni nell’insieme 
R? delle coppie ordinate di numeri reali: 


Sia R? l’insieme delle coppie ordinate di numeri reali; se (a,b) e (c, d) 
sono elementi di R?, poniamo 


(a,b) + (c.d) :=(a+c,b+d), (3) 
(a,b) - (c.d) := (ac — bd, ad + bc). (4) 


Abbiamo definito in R? due operazioni, che chiameremo ancora ad- 
dizione e moltiplicazione; le proprietà dell’insieme R? così strutturato 
sono descritte dalla seguente 


L'insieme R?, munito delle due operazioni sopra definite, è un campo: 
esso verrà detto campo complesso, in simboli C, ed i suoi elementi ver- 
ranno chiamati numeri complessi. 


L’operazione di addizione non pone particolari problemi: l'elemento neutro è 
(0,0), l'opposto di (a,b) è (a, —b). 

Per quanto riguarda la moltiplicazione, la proprietà commutativa è evi- 
dente, quella associativa richiede una verifica laboriosa, ma senza difficoltà 
(la omettiamo per brevità). Se torniamo all’introduzione euristica dei numeri 
complessi come espressioni del tipo a + bi, si osserva che a + bi si riduce ad 1 
sea=leb= 0: dunque è ragionevole sospettare che l'elemento neutro della 
moltiplicazione sia (1,0). Infatti è così: dalla (4) segue 


(a. b)(1,0) = (a—-0,0+b)= (a,b), 
per ogni (a,b) € R°. 


Sia poi (a,b) un elemento di R? diverso dal neutro additivo, cioè diverso 
da (0,0). Si tratta di trovare un elemento (c, d) tale che (a, b)(c, d) = (1,0). 
Utilizziamo ancora l’espressione a+bi; si tratta di trovare il reciproco di a+ bi, 
cioè 1/(a + bi): moltiplicando e dividendo per a — % sì trova 
Do a— bi _ a_i 
a+bi  (a+bi)(a—bi) a2+b? 
dove l’ultima espressione è del tipo c + di a patto di porre 
Ct a ‘0 b 
— a+b2° " a2+b2° 
Siamo dunque indotti a ritenere che il reciproco di (a,b) sia l’elemento 
(c, d) appena individuato. In effetti, sempre in base alla (4), si trova 


a lo) a? +68 —ab+ ab 
a,b x i +0) 
(a, Mart FP) (ce a? + b2 ) i) 


164 Cap. 2 - Funzioni 


© 88-08-1148 
A 
L (2,1) 
> 
1) 1-41) 
Figura 2.5-2. La rappresentazione dei numeri complessi mediante punti del piano si ottiene associando al 


numero complesso (a,b) il punto di coordinate cartesiane (a,b) oppure il vettore ( = segmento orientato) che 
congiunge l’origine del piano con tale punto. L’idea di una tale rappresentazione risale al periodo tra la fine 
del diciottesimo e l’inizio del diciannovesimo secolo, ad opera del norvegese Caspar Wessel (1745-1818), dello 
svizzero Jean Robert Argand (1768-1822), e ricevette una sistemazione definitiva ad opera di Carl Friedrich 
Gauss. L’addizione tra numeri complessi corrisponde alla “regola del parallelogramma”. In figura: a sinistra la 
somma tra (1,2) e (2,—1), a destra l'opposto di (2, 1). 


Per finire resta la proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma: 
anche questa si riduce ad una noiosa (ma non difficile) verifica. © D 


Se il numero complesso (a, ) viene indicato con una singola lettera 
dell’alfabeto. ad esempio la lettera z viene spesso usata a tale scopo, cioè 
sì pone 


z= (0,0), 
allora l’opposto di 2 è 
-z:=(-a,-b), 
e se 2 non è l’elemento nullo. il suo reciproco è 
1 ( a db ) 
z0=-:=(3__-,-+_;|. 
z a? +02’ a+? 
Se 21 e zo sono due numeri complessi, si pone, come in R}, 
zi— z0i=z+(-22). 21/2232 us, 
dove l’ultima operazione ha senso a patto che sia 22 # 0. 


C è un ampliamento di R Vediamo in che senso C è un ampliamento di R. L'espressione a + bi 
si riduce al numero reale a per db = 0: il modo stesso con cui abbiamo 
introdotto le operazioni tra numeri complessi ci induce a ritenere che 
i numeri del tipo (a,0) possiedano le stesse proprietà aritmetiche dei 
corrispondenti numeri reali a. Basta verificare le due identità 


(a, 0) + (b,0) = (a +b,0), 
(a,0)(b,0) = (ab, 0). 


valide per ogni coppia di numeri reali a e b, come subito segue dalle (3) 
e (4). 

A parole: operando su numeri complessi del tipo (a,0) con le regole 
dei complessi, si ottengono ancora numeri dello stesso tipo, e precisa- 
mente i numeri che hanno come primi elementi i risultati delle stesse 
operazioni eseguite sui primi elementi delle coppie. 

In altri termini: se si esegue l’addizione (o la moltiplicazione) tra due 
numeri reali a e db, e poi si considera il numero complesso corrispondente 
mediante la trasformazione 
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(numero reale) + (numero reale, zero), 


si ottiene lo stesso numero complesso a cui si perviene applicando prima 
la trasformazione in esame ai due operandi a e d e poi eseguendo l’addi- 
zione (o la moltiplicazione) tra i due numeri complessi ottenuti. Tutto 
ciò si esprime in gergo tecnico dicendo: 


L’insieme dei numeri complessi del tipo (a, 0), munito delle operazioni 
di addizione e moltiplicazione, è un sottocampo di C' isomorfo ad 
R: l’isomorfismo è quello che associa al numero reale a il numero 
complesso (a, 0). 


La parola isomorfo significa“avente la medesima forma”, cioè la mede- 
sima struttura. Se i numeri complessi vengono indicati, come già abbia- 
mo fatto, con una singola lettera, ad esempio ponendo 2 = (a,b), in 
virtù dell’isomorfismo messo in luce poco sopra si è tentati di indicare 
un numero del tipo (a,0) con la stessa lettera a, dato che, a tutti gli 
effetti, (a, 0) si comporta come a. Scriveremo dunque, d’ora in poi, 


(a,0)= a. (5) 


L’identificazione (5) consente di dare un significato preciso all’unità 
immaginaria (che fu introdotta all’inizio come una sorta di espediente) 


nonché all’uguaglianza i? = —1. Per ottenere i dall’espressione a + bi 
occorre porre a = 0, db = 1; poniamo dunque 
= (0,1): (6) 
Allora 


î2=(0,1)(0,1)=(0-—-1,0)=(-1,0)=-1, 
dove l’ultima uguaglianza segue dall’identificazione (5). 


Possiamo anche reinterpretare l’espressione a+bi. Infatti se 2 = (a, b) 
è un assegnato numero complesso, allora 


z= (a,b) = (a,0) + (0,d); 
ma (0,5) = (6,0)(0, 1), dunque 
z=(a,0)+(5,0)(0,1)=a+bi, 
in virtù di (5) e (6). 


z=%T+%W 


z"=%x— dy 


Figura 2.5-3. Il numero (a,b) è la somma di (a, 0) e (0, b) (a sinistra). Il coniugato di 2 := a+ ib è 2* := a— ib; 


i punti rappresentativi di 2 e 2* 


sono simmetrici rispetto all’asse reale. 
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La scrittura a + bîi viene detta forma algebrica del numero complesso 
z; si può scrivere indifferentemente a + bi oppure a + ib, in virtù della 
proprietà commutativa della moltiplicazione. Se 2 = a + ib, i numeri 
a e b vengono detti rispettivamente parte reale e coefficiente della parte 
immaginaria di z e vengono indicati con i simboli 


Rez:=a, Imz:=b. 


Inumeri 2 per cui Im 2 = 0 sono reali, mentre quelli per cui Re z = 0 
si dicono immaginari puri; i primi sono rappresentati da punti che stanno 
sull’asse delle ascisse, i secondi da punti che stanno sull’asse delle ordi- 
nate. Per questa ragione di parla anche di asse reale e asse immaginario. 

Si osservi che due numeri complessi assegnati in forma algebrica sono 
uguali se e solo se sono uguali rispettivamente le parti reali ed i coeffi- 
cienti delle parti immaginarie: 


(atib=c+id) «= (a=cb=d). 


Se 2 = a + ib, il numero a — ib viene chiamato coniugato di 2 e viene 
indicato con uno dei due simboli 2* oppure 3: 


z'=ZzZ=a-W. (7) 


La corrispondenza 2 + 2* è involutoria (T problema 2.1-8) nel senso 
che (2*)* = 2: a parole: il coniugato del coniugato di un numero coin- 
cide con il numero stesso. Le proprietà dell’operazione di passaggio al 
coniugato sono sintetizzate dalla seguente 


Se 2 e w sono numeri complessi, si ha 
1) (Y=2, 

2) (2+w)* =2*+w*, 

3) (0) = 2, 

4) z+2* =2Rez, 

5) z-2*=2iImz, 

6) :z #0 see solo se 22* > 0. 


Le proprietà enunciate sono tutte di verifica quasi immediata. Os- 
serviamo solo che se 2 = x + èy, allora 

zz*=(c+iy)(c-iy)=x°-(iy)=r°+y?. 

Mostriamo a questo punto che C non è un campo ordinato, nel senso 
che non esiste alcun ordinamento che sia compatibile con le operazioni 
di addizione e moltiplicazione, a differenza di quanto accade in R. 

Ricordiamo dal paragrafo 1.5 che per ogni elemento x € PR vale una 
ed una sola delle tre alternative x < 0, x = 0, x > 0. ed inoltre da x > 0, 
y>0seguer +y > 0, xy > 0. 

Supponiamo, per assurdo, che esista una relazione analoga in C; 
poiché è # 0, tale numero dovrebbe essere “positivo”, cioè seguire lo zero 
nell’ordinamento in questione, oppure “negativo”, cioè precedere lo zero. 
Se fosse positivo, si avrebbe che —1 = i? è ancora positivo, in quanto 
prodotto tra numeri positivi, ed ancora î3 = i? -i = (—1)-i = —i sarebbe 
positivo per la stessa ragione. Abbiamo ottenuto una contraddizione: a 
partire dall'ipotesi che i è positivo abbiamo ottenuto la conclusione che 
il suo opposto è positivo. 


Alla stessa contraddizione saremmo pervenuti partendo dall’ipotesi 
che è è negativo. Attenzione dunque: 


Non ha senso scrivere disuguaglianze tra numeri complessi. 
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Valore assoluto Si può introdurre in C la nozione di valore assoluto (o modulo); si 
tratta del numero non negativo che misura la distanza del punto che 
rappresenta il numero stesso dall’origine del piano: 


Definizione 2.5-2. D Se 2 = a+ib è un numero complesso, si chiama valore assoluto (o modulo) 
di 2 il numero reale non negativo 


|a] :=3 Va? +02 = Vz2*. 


Figura 2.5-4. 
Il valore assoluto di 2 = a + ib 
è la radice quadrata aritmetica 


di a? + b?. 


Alcuni esempi: |1+i]=v2, |i]=1, |2+3i|=v13. 
Si osservi che se 2 è reale, z = a € R, allora |:| = Va? = |a]. Le 
proprietà del valore assoluto sono elencate nella seguente 


Proposizione 2.5-3. D Se 2 e w sono numeri complessi, si ha 
1) [1>0 «= 3#0, 
2) |2*|= zl, 


|Re z| 
|Im z| 


3) } < [z| < [Rez|+|[Imz], 
4) |zw|= |z]lw], 


5) [:+w|<]|z|+]|w]. 


Figura 2.5.5. Nel triangolo rettangolo di vertici (0,0), (a,0) e (a, d) ciascun cateto non supera l’ipotenusa 
e questa non supera la somma dei cateti (figura a sinistra). La lunghezza della diagonale del parallelogramma 
costruito sui vettori 2 e w non supera la somma delle lunghezze dei due vettori dati (figura a destra). 


Dimostrazione SS Per le prime tre affermazioni basta uno sguardo alla figura 2.5-5. Occupiamoci 
della 4), a parole: il modulo del prodotto è uguale al prodotto dei moduli. 
Trattandosi di quantità non negative, possiamo considerare i quadrati. Ora si 
ha 
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|zw| = (2w)(zw)" = 2uz*w* = 22*ww* = |2[?|w]?. 


La 5) è formalmente la stessa vista in campo reale, e qui la denominazione 
disuguaglianza triangolare è certamente più appropriata. Essa corrisponde al 
fatto che in un triangolo un lato non supera la somma dei due restanti. 


Anche qui possiamo confrontare i quadrati: si ha 
2 
|z+w|=(2+w)(2* +w*)= 22° +zw* + 2*w+ ww; 
ora zw° + 2*w = 2Re (zw*), in quanto 2w* e 2*w sono complessi coniugati. 


Se al posto di Re (zw*) si considera il suo valore assoluto, si ha un quantità 
maggiore o uguale alla precedente: dunque 


l2 + w|? < [z|]? + 2|Re (zw*)] + |wl? < 
< |z|7+2|zw"|+ |w|}} = 
= |z]? + 2Ja]kw| + |w|? = (121 + lw])?. 


Abbiamo sfruttato la disuguaglianza 3). © D 


La 4) ammette la seguente conseguenza: il prodotto di due numeri 
complessi di modulo unitario è un numero dello stesso tipo. In altri 
termini, se U è l’insieme 


U := {ze C;|z=1}, 
allora U è “stabile” rispetto all’operazione di moltiplicazione: 


u, un EU > us € U. (8) 


Figura 2.5-6. 

Il prodotto di due elementi di 
U è ancora un elemento dello 
stesso insiéme. In figura: il 


prodotto di (V3/2 + i/2) per 
(1/2+iv3/2) è i. 


Osserviamo ancora che U non solo contiene 1 (elemento neutro della 
moltiplicazione), ma contiene anche il reciproco di ogni suo elemento: 
infatti l’uguaglianza uu* = |u|? = 1, che traduce l’appartenenza di u ad 
U, significa precisamente che u*, coniugato di v, è anche il suo reciproco: 


u == (9) 


Forma polare A questo punto osserviamo che l’insieme indicato con la lettera U non 
è altro che la circonferenza goniometrica C' che ci è servita per introdurre 
le funzioni circolari. Questo suggerisce di rappresentare ogni numero 
complesso 2 # 0 in forma polare, cioè come prodotto di un numero reale 
positivo per un elemento di U. Infatti se 2 # 0, il numero 


ii 
ui= 7% 
la] 


appartiene ad U, in quanto il suo modulo vale 1 per costruzione: basta 
allora porre 


z=|a|u, (10) 
per avere |z| > 0, u € U. 
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L’intuizione geometrica suggerisce che gli elementi di U possiedono 
un solo “grado di libertà”, e dunque possono essere individuati mediante 
un numero reale (una “coordinata”), che valga a fissarne la posizione su 
U stesso. È precisamente quanto abbiamo fatto nella costruzione delle 
funzioni seno e coseno: ad ogni numero reale ? abbiamo associato il punto 
(cost, sint), cioè, con i simboli attuali, abbiamo costruito la funzione 


to u:=cost+isint (11) 


da RaU. Se scriviamo u = u(t) per mettere in evidenza la dipendenza 
di u dal parametro reale t, cioè si pone 


ult) := cost +isint, 

la proprietà di periodicità delle funzioni coseno e seno si scrive 
ult+27)=u(t), Vte R, 

l’antiperiodicità diventa 
ult+7)=-u(t), Vt e R. 

Le formule di addizione delle funzioni circolari ammettono una for- 
mulazione particolarmente semplice ed espressiva: siano t; e to due nu- 
meri reali ad arbitrio, e siano 

ui := u(t;)= cost; +isinty, ug :=u(t2) = costo +isinto. 


Consideriamo il prodotto uva; si tratta ancora di un elemento di U. 
La lunghezza della corda da u2 a u]u2 vale 


|uxu2 — uo] = |u2(u1 — 1)| = |uo]|ur — 1|= |u1 — 1|. 


Figura 2.5.7. Ogni numero z # 0 si può scrivere come prodotto del proprio valore assoluto per un elemento 
di U (a sinistra). Per ogni coppia di elementi u1, uz € U, l’arco da us a u1u2 è lungo tanto quanto l’arco da 1 a 
ui (a destra). 


A parole: la corda da us a vu us è lunga tanto come la corda da 1 ad 
u;. A corde di ugual lunghezza corrispondono archi di ugual lunghezza: 
ma la lunghezza di un arco di U è, per definizione, la misura in radianti 
del relativo angolo al centro. 

Conclusione: l’angolo tra i segmenti che rappresentano u1 e uu è 
uguale a #1, che è la misura dell'angolo tra ui ed il semiasse reale positivo. 
Ma questo significa che il prodotto uu2 forma un angolo misurato da 
t1 + t2 con il semiasse reale positivo, cioè 


ulti # ta) = ulti) u(ta). (12) 


In effetti la (12) è soltanto un modo equivalente per scrivere le formule 
di addizione: infatti il primo membro è 
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cos(t1 + t2) +isin(t1 + ta), 
mentre a secondo membro compare il prodotto 
(costi + isint1)(costo +isinto) = 
= cost costo — sint; sinto + i(sint; costa + costi sinto). 


Uguagliando parti reali e coefficienti delle parti immaginarie si ot- 
tengono le uguaglianze 


cos(t1 + t2) = costi costo — sint; sinto, 


sin(t1 + t2) = sinti costa + costi sinto, 
cioè precisamente le formule di addizione delle funzioni circolari. 


In breve: 


La funzione t + u(t) := cost + isint trasforma i prodotti in somme. 


Oltre al pregio della semplicità, la (12) consente anche di ricavare, con 
notevole facilità, numerose proprietà relative alle funzioni circolari, come 
vedremo nei problemi al termine di questo paragrafo. Notevole anche la 
somiglianza con la legge degli esponenti, cioè la proprietà fondamentale 
della funzione esponenziale: 


exp(x1 + c2) = expzi - exp ra, Vai, co E R: 


abbiamo utilizzato exp x come simbolo equivalente a e?. 


Possiamo riprendere le nozioni introdotte nell’approfondimento al termine del 
paragrafo 2.3. La discussione che abbiamo appena terminato, relativa al fatto 
che l’insieme U è stabile rispetto alla moltiplicazione (7 formula (8)), si può 
sintetizzare dicendo che (U, - ) è un gruppo commutativo. 

La (12) significa che l’applicazione t + u(t) := cost+isint, da RaU, è un 
omomorfismo del gruppo (.R; +) nel gruppo (U, -). La funzione è suriettiva 
ma non iniettiva: al contrario essa è periodica di periodo 27. 


| 


Argomento 


Forma trigonometrica 


Riprendiamo in considerazione la forma polare di un numero com- 
plesso 2 # 0: 


z= |z]u, ue U. (13) 
Quanto sappiamo sulle funzioni circolari ci consente di affermare che 

esistono infiniti valori di # per cui risulta 
u= cost +isint, (14) 


e più precisamente, se # è uno di tali valori, sono soluzioni dell’equazione 
scritta (in cui v è fissato) tutti e solo i numeri del tipo 
t+2kr, kE Z. 


Uno qualunque dei numeri considerati viene chiamato argomento di 
z, ed il relativo insieme viene indicato con il simbolo arg z; dunque 


argz = {t+2km;k€ Z}, 


dove t è una soluzione della (14). Si è soliti dire che l’argomento di è 
individuato “a meno di multipli di 27”. Il numero 2 può essere allora 
scritto nella forma trigonometrica 


z= |z|(cost +isint), (15) 


dove |z| è il modulo di 2 e t l'argomento (più esattamente: uno degli 
argomenti). 
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Figura 2.5-8. 

Numeri complessi coniugati 
hanno la stessa distanza da 1 
sulla circonferenza unitaria. 


Argomento principale 


v_ Laboratorio 2.5-1 


Definizione 2.5-3. D 


A volte è utile fissare l’attenzione su una particolare determinazione 
dell’argomento di un numero complesso. Un modo di procedere può es- 
sere il seguente. Scegliamo su U il numero 1, intersezione di U con il 
semiasse reale positivo, e misuriamo la distanza di u € U da 1 muoven- 
doci sulla circonferenza U stessa: tale distanza sarà il numero reale > 0 
che misura il più breve tra i due archi che hanno 1 e u come estremi. 
Se u = 0 tale distanza vale 0: se u = —1 abbiamo due archi di eguale 
lunghezza, cioè entrambi di lunghezza 7 = 3.1415926 .... . Se u non è 
reale ( + Imu # 0), u ed il suo coniugato u* hanno distanze eguali 
da 1. 


Poiché noi vogliamo poter risalire ad u, nota la sua distanza da 1, 
possiamo convenire di associare ad u la sua distanza da 1 se Imu > 0, 
l'opposto della distanza stessa se Imu < 0. In altri termini, utilizziamo 
una distanza“con segno” associando ad ogni u € U il numero reale 
t € (-7, x], definito nel modo seguente: 


SE (distanza di u da 1), seImu>0 
È “— |-(distanza di v da 1), seImu<0. 


Si osservi che al numero —1 abbiamo associato il numero 7 e non —7. 
La funzione così definita è una biiezione tra l’intervallo ]—7, 7] ed U il 
numero è viene chiamato argomento principale del numero u, e viene 
indicato con il simbolo Arg u. 


Formalmente: 


Si chiama argomento principale di u € U il numero 


inse { minima distanza (su U) di u da 1, seImu>0 


—minima distanza (su U) di u da 1, seImu<0. 


Dunque, per ogni u # —1, si ha Argu = — Argu*. Per ogni 2 # 0 si 
chiama poi argomento principale di z, e si indica con il simbolo Arg z, 
l'argomento principale di u := 2/|z|. Chiaramente se t = Argu, si ha 


u= cost+isint, 
cioè l’inversa della funzione u + t, vale a dire la corrispondenza che a 


t € (-7, 7] associa l’elemento u di U che dista t da 1, con la convenzione 
sopra introdotta sui segni delle distanze, è precisamente la funzione 


tt u(t) = cost +isint, 


che già conosciamo (o per meglio dire: è la restrizione di tale funzione 
all’intervallo (—7, 7]). 


La funzione arcotangente consente il calcolo di Arg z = Arg (x + iy) 
a partire da x e y. Se si tiene conto del fatto che il rapporto y/x non 
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cambia nel passaggio da 2 = x + iy a —2 = —x — iy, ed anche del fatto 
che la funzione arcotangente restituisce in ogni caso valori appartenenti 
all’intervallo aperto ]—-7/2,7/2[, si trova 


sign(y)3, ser=0, 
arctan(y/x), sex > 0, 


Arg(x +iy)= 
arctan(y/x) +7, ser <0,y2>0, 


arctan(y/x) — 7, ser<0,y<0. 


Abbiamo utilizzato la funzione segno, sign(y) = 1 se y > 0, 0 se 
y=0,—1sey<0. 


EZ0 
y<o0 


—2=-T-yY z=x+iy 


| = 


Figura 2.5-9. Sez=x+iyconx<0, allora Argz = Arg(-2)+7 sey>0, Argz= Arg(-z2)— 7, sey<0. 


Se 21 e zo sono due numeri diversi da 0 e si ha 
zx = |zx|(costy + isinty) = |zx|u(tx), K= 1,2 
allora, in virtù della (12), 
ziza = |z1||za|[cos(t1 + t2) + i sin(t1 + ta). (16) 
A parole: 


Il modulo del prodotto di due numeri complessi è il prodotto dei 


moduli e l'argomento del prodotto è la somma degli argomenti. 


La formula di De Moivre Se 21 = 22 = 2, si ha 2? = |z|?(cos2t + isin2t), e, per induzione, si 
ha la formula di De Moivre (dal nome del francese Abraham De Moivre, 
1667-1754) 


2" = |2|"(cosnt +isinnt), n € N. (17) 
Sez#0ez=|z|(cost+isint) (> 2*=|z|(cost — isint)), da 

1 * 

Dia - = ci, (cost — isint)= [z| [cos(-t) + isin(—t)], 


segue la validità della (17) per ogni n € Z. 


Radici in C Sia w un numero complesso assegnato, n un numero naturale > 0; 
se 2 € C verifica l’equazione 


e" = (18) 
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Figura 2.5-10. Per moltiplicare due numeri complessi si moltiplicano i moduli e si sommano gli argomenti (a 
sinistra). Le potenze di un assegnato numero 2 € C' \ R si dispongono su una spirale (a destra). 


diremo che esso è una radice n-sima (complessa) di w; se w = 0, allora 
l'equazione scritta ammette soltanto la soluzione 2 = 0, mentre, come ve- 
dremo tra un istante, se w # 0, l'equazione stessa ammette esattamente 
n soluzioni distinte in C. 


Sia infatti w # 0: in forma trigonometrica possiamo porre: 


w= |w 


(cos? + i sin 0). 


Poiché le soluzioni dell'equazione assegnata (se esistono) sono certa- 
mente diverse da 0, poniamo anche l’incognita 2 in forma trigonometrica: 
z= |z|(cost+isint). In virtù della formula di De Moivre, l'equazione 
in esame può essere scritta 


|z|" (cosnt + isinnt) = |w|(cos0 + i sin @). 


L'uguaglianza appena scritta vale se (e solo se) i moduli dei due 
membri sono uguali e gli argomenti differiscono per multipli di 27, vale 
a dire 


|: =|w|] nt=0@0+2kr, kE Z. 


Poiché il modulo di 2 è un numero positivo, dalla prima uguaglianza 
si trae |z| = VATI] , dove s'intende di considerare la radice n-sima arit- 
metica del modulo di w. Dunque le soluzioni cercate appartengono tutte 
alla circonferenza di centro l'origine e raggio %/|w|. 

Dalla seconda uguaglianza si trae 


pe PE bel 
n 


A prima vista sembra che esistano infinite radici distinte, una per 
ogni valore dell’intero £. In realtà, se si tiene presente che due numeri 
complessi aventi lo stesso modulo e argomenti che differiscono tra loro per 
multipli di 27 sono tra loro uguali, si riconosce che le soluzioni distinte 
sono soltanto n, ad esempio quelle corrispondenti ai valori 0.1,..., n-1 
dell’indice k. 


Gli argomenti che così si ottengono sono 
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0 0 2r @ 27 ) 27 

—, mteu —42—;, eg c+h-1)-; 

cm n» n n n n 
(in progressione aritmetica di ragione 27/n), mentre tutti i restanti ar- 
gomenti che si ottengono assegnando all’indice & valori < 0 oppure > n 
sono congrui (modulo 27) ad uno degli argomenti appena scritti. 


Riassumendo: 


Le soluzioni dell'equazione 2” = w, 0 #4 w = |w|(cos @ + i sin @), sono 
date dalla formula 


. 0+2kr 
isin E), 
n 


(19) 


Se 0 (come è lecito supporre) è l'argomento principale di w, possiamo 
dire che le soluzioni ottenute sono rappresentate nel piano complesso da 
n punti appartenenti alla circonferenza di centro l'origine e raggio %/|w|: 
uno di essi ha come argomento l’n-sima parte dell’argomento principale 
di w, mentre i restanti si ottengono incrementando l'argomento a passi 
di 27/n. Nel loro complesso le n radici n-sime di w costituiscono dunque 
i vertici di un n-agono regolare inscritto nella circonferenza considerata. 


|p Esempio 2.5-1. Cerchiamo le radici quarte di w = —1. In questo caso |w| = 1, dunque le 
quattro radici cercate hanno modulo unitario, e pertanto appartengono 
ad U. Poiché 9 = 7, la formula (19) fornisce i quattro valori (| fig. 2.5- 
Io) 


Tq+2kax .. a+2kr 
-———_+tsin—T_ , 


7 


Zk = COS ki=0, 1,28, 


cioè in forma esplicita 
l+i -l+i —1-i l-i 
Zo= « ; Za= \ 233 ——. 


Le radici n-sime dell’unità Un caso importante si ha per w = 1: in tal caso |u|= 1,0= 0, 
quindi la formula (19) fornisce le n radici n-sime dell'unità nella forma 
2kr 2kr 
2 = 0087 Lisin 2, E=0,1,2,...,n-1 (20) 
n n 


Per k = 0 si ottiene zo = 1, mentre le restanti radici, assieme ad 1, 
costituiscono i vertici di un poligono regolare di n lati inscritto in U. 


Figura 2.5-11. Le quattro radici quarte del numero —1 ( a sinistra): le tre radici terze dell’unità (a destra). 
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Alla luce di quanto abbiamo ora appreso, possiamo rivedere il proble- 
ma della determinazione delle radici quadrate di numeri reali negativi. 
Se w < 0. allora, in quanto numero complesso, esso possiede argomento 
t; per le due radici quadrate di w la formula (19) fornisce allora le due 
soluzioni 


zo=iVv|u], zi1=-iVv|u], 
in quanto cos(7/2) + sin(7/2) = i, cos(37/2)+i sin(37/2) = —i. 
La conoscenza della radice quadrata in campo complesso consente 
di trattare le equazioni di secondo grado senza alcuna restrizione. Ad 
esempio, consideriamo l'equazione 
a +r+1=0. 
La consueta formula fornisce l’espressione 


meli 
2 eli ini 


dunque le soluzioni complesse coniugate sono 


\ 


\ 


Figura 2.5-12. Due rappresentazioni del grafico della funzione z = r + iy + t = |: + 2 + 1|. La funzione si 
annulla in corrispondenza dei valori 21, = —1/2 + iv3/2. 
Lasciamo al lettore la verifica del fatto che |z1|] = |zo] = 1, cioè 
z;.zz € U. 


Zeri di un polinomio 
a coefficienti reali 


Il fatto di avere ottenuto due radici complesse coniugate non è ca- 
suale: se 


p(z) = a0+a12+a22° +...+ 02" 


è un polinomio a coefficienti reali, ed esso si annulla in corrispondenza 
di un valore 2 non reale (> Imz # 0), allora esso si annulla anche in 
corrispondenza del valore coniugato 2*: 


(p@)=0) + (2le9)=0). 
Infatti, poichè i coniugati di somme e prodotti sono le somme e i 


prodotti dei coniugati (7 prop. 2.5-2, punti 2 e 3), prendiamo i coniugati 
dei due membri dell’uguaglianza p(z) = 0: si trova 
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o=09= (p(2)) = (00+012+a22° +...+an2z")" = 
=+ad +") +... +4 (2°9)* = 
=a0+012* + a2(2*)° +...+ an(2*)" = 
= p(z°). 


Abbiamo sfruttato il fatto che i coefficienti a, sono reali, dunque per 
ciascuno di essi si ha ax = aj. 


Conclusione: 


Le radici di un polinomio a coefficienti reali o sono reali o si dividono a 
coppie di numeri complessi coniugati. Le radici non reali sono dunque 


in numero pari (eventualmente nullo). 


Abbiamo osservato all’inizio di questo paragrafo che un’equazione 
algebrica a coefficienti reali può essere priva di soluzioni in R, come ad 
esempio l’equazione x? + 1 = 0. 

Il risultato centrale della costruzione del campo complesso è il cosid- 
detto teorema fondamentale dell’algebra, dimostrato da Gauss nel 1799: 


Ogni polinomio p(z) := ao + a12 + a22° +... + an2z" di grado n > 1 
ammette almeno uno zero in campo complesso. 


La dimostrazione di questo risultato oltrepassa il livello di questo li- 
bro. Tale dimostrazione non è di natura costruttiva, vale a dire non con- 
siste nell’esibire una formula risolutiva per l’equazione p(2) = 0; anzi: un 
risultato ottenuto all’inizio del secolo diciannovesimo da P. Ruffini, che 
già abbiamo citato nel paragrafo 2.2, e dal norvegese Niels Henrik Abel 
(1802-1829), afferma proprio l’impossibilità, in generale, di trovare una 
tale formula per le equazioni di grado superiore al quarto. Ciononostante 
è possibile dimostrare, ed in più di un modo, che il teorema enunciato 
sussiste. 

Contando opportunamente le radici dell’equazione p(z) = 0, cioè con- 
tandole secondo la loro molteplicità, si può dimostrare che un’equazione 
di grado n ammette esattamente n radici, cioè tante quant'è il suo grado. 
Se dunque il grado è dispari ed i coefficienti dell'equazione sono reali, una 
(almeno) delle radici deve essere reale, visto che le radici complesse sono 
in numero pari. 


Le ultime affermazioni sono alla nostra portata. Cominciamo con l’osservare 
che la proposizione 2.2-1 (divisione tra polinomi), il suo corollario (p è di- 
visibile per x — ro se e solo se p(x0) = 0) e la proposizione 2.2-2 (regola di 
Ruffini-Horner) valgono anche per i polinomi a coefficienti complessi. Infatti 
le dimostrazioni che a suo tempo abbiamo dato sfruttano soltanto il fatto che 
R è un campo e non utilizzano in alcun modo la relazione di ordine <. 

In particolare: se p(z) := anz" + an-12" 1 +...+@12+a0 è un polinomio 
di grado n > 1 a coefficienti complessi, esso è divisibile per 2 — z0, cioè si ha 
p(z) = (z— zo) g(z). con q polinomio di grado n — 1, se e solo se p(z0) = 0. 

Se dunque p è un polinomio di grado > 1, possiamo utilizzare il Teorema 
fondamentale dell'algebra per affermare l’esistenza di uno zero di p, sia z1. 
Dunque si ha 


p(z)=(2-z1)q1(2), 
dove qi1 è un polinomio di grado n — 1 con coefficiente direttivo an (in virtù 
della regola di Ruffini-Horner). 

Sen>2 « n-12 1, possiamo ancora applicare al polinomio gi il 
Teorema fondamentale: esiste uno zero za di g1 (non necessariamente distinto 
da z1) e dunque si può scrivere g1(z) = (2 — 22) g2(2), dove ga ha ancora come 
coefficiente direttivo an. Sostituendo nella formula precedente si ottiene 
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Il teorema di Vieta 


Proposizione 2.5-4. D 


Dimostrazione S 


2.5-1. Rappresentare nel piano complesso gli in- 
€ C che soddisfano le condizioni 


siemi degli 2 
seguenti 

a) Imz<1; b)[Imz|<l 
c) |Rez|<1,|[Imz|<1; 


d) |:-1|<1l: 


p(z) = (2 z1)(z — 22) g2(2). 
Se n > 3, dunque il grado di qg2 è > 1, si può proseguire allo stesso modo 


... + In definitiva: dopo n applicazioni del Teorema fondamentale dell’algebra 
si perviene alla fattorizzazione 


p(2) = an(2-z1)(z— 22)... (z2—zn), (22) 


dove gli zeri 21, z2,..., Zn non sono necessariamente distinti. 

Nel caso n = 2 si trova l’identità az? + be + c = a(2 — z1)(2 — 22), che 
avevamo già osservato nel caso reale nel problema 2.2-2. 

Dalla fattorizzazione (22) è facile dedurre il teorema di Vieta (nome la- 
tinizzato del matematico francese Frangois Viète, 1540-1603): esso stabilisce 
certe relazioni tra le radici e i coefficienti di un’equazione algebrica. 


Sia p(2) := anz”" + an-12" D+ ...+ a12+ ao un polinomio di grado n > la 


coefficienti complessi: siano 21, 22, . .., 2n gli zeri (non necessariamente distinti) 
di p. Posto 
n 
Si = Zi +24 42 = Sa 
k=1 


89 =: zizo+e1238 Fasi + Zan = ) Zk1%ka: 
ki<k2 
Sn = Z122 Zn 
si ha 
An-1 An-2 n Ao 
St=—-T—, 5$S2= : (Gra Sas = 
An An An 
cioè sx = (=D On=k/ n per ki= 12 


Si osservi che sx è la somma dei prodotti che si ottengono moltiplicando 
tra loro a k a k in tutti i modi possibili le n radici dell'equazione p(z) = 0. 


Abbiamo p(2) = an (2— z1)(2— 22) ... (2— zn). Il prodotto a secondo membro 
è la somma di tutti i prodotti di n fattori che si ottengono scegliendo un fattore 
da ciascuno dei binomi 2 — zx. & = 1,2,....n: si ha pertanto 


(2) = an(2" — sie” + s92" 7? +...+ (-1)"sn). 


Per il principio di identità dei polinomi (T Prop. 2.2-5) si ha an-% = 
= (-1)Fs., 1<k< n, da cui segue la tesi in quanto (-1)" = 1/(-1)®. © OD 


In particolare, per l'equazione di secondo grado az? +bz + c = 0, si ritrova 
il noto risultato: la somma delle due radici è —b/a, il loro prodotto è c/a 
(T problema 2.2-3). 

In generale, se an-1 = 0, la somma delle radici è nulla. È il caso dell’equa- 
zione 2" — 1= 0: la somma delle radici n-sime dell’unità è nulla. 


=_————l 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


1 =|z| << 


re name 


ne 


2.5-2. Verificare che se due numeri complessi 
(non reali) hanno per somma e per prodotto due 
numeri reali, allora essi sono complessi coniugati. 


2.5-3. Rappresentare in forma algebrica i risultati 
delle seguenti operazioni: 


a) (2—-3i)+(-1+v5ì); b) pra 


£) |a] =2 > D 


Cap. 2 - Funzioni 


1 . 
uri 
2.5-4. Calcolare 21 + 22, 2122, 21 — 22; 21/22. Se 
a) z,1:=2+5ì, 2z0:=1- Ti; 

b) zi = V2- V3i. 29 := V2+ Vi. 
2.5-5* Si verifichi l'identità: 
|12+ w|? +|2— w|? = 2(|2]? + |w]?), 


f)(1+i)?. 


e se ne dia un’interpretazione geometrica. 
(SUGGERIMENTO. Dalle uguaglianze 
l+w|=(2+w)\(2+w), 

la -w|=(2-w)(z- w)*, segue ... .] 

2.5-6. Calcolare le potenze dell'unità immagi- 
naria, è", per n > 1, verificando che a partire 
dall’esponente 4 i valori si ripetono ciclicamente. 


2.5-7* Detto w = vu + iv un numero complesso 
# 0, e detta 2 = x + îy la radice quadrata di w 
il cui argomento principale è metà dell'argomento 
principale di w, si verifichi che si ha 


x=Rez= V|ju|+u?, 


Lele, se v> 0. 


|w|-u 
—, fà, 


dove il segno /sta ad indicare la radice quadrata 
aritmetica. 


y=Imz= 
sev<0, 


g_ Laboratorio 2.5-2 
[SUGGERIMENTO. L'equazione 2? = w, vale a dire 
x? — y° + 2iry= u+ iv equivale al sistema 

x -y=u 

2rxy = Wi 
si sfrutti l'identità (2?2+y?)? = (a2-y?)?+(2xy)?.] 
2.5-8. Determinare il modulo e l'argomento dei 
seguenti numeri complessi: 


a) 2V3+2î; b)1-v3i; c)l+i; d)3i. 
2.5-9. Determinare il modulo e l'argomento del 
numero z1 + z2 dove 


z; = cost; +isintj. z9:= cost» +isinto. 


2.5-10. Verificare le uguaglianze 
a) (1+i)4=(1-i)41=-4; 


b) (-3+20) =(-3:-s0) 1, 


dapprima mediante un calcolo diretto, poi utiliz- 
zando la rappresentazione trigonometrica. 


2.5-11. Scrivere in forma algebrica i numeri: 
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a) 2(cosz +isinz) ; b)cost+isint: 
c) 3( cos 3r+isin Ir); d) 5(cos0+isin0). 
2.5-12. Abbiamo visto che la funzionet + u(t) := 
:= cost + îsint gode della proprietà 
ulti + to) = u(ti)u(to), 
per ogni t1,t2 reali (7 formula (12)). 


Posto u(7/4) =: c + is, cioè c := cos(7/4), s := 
:= sin(7/4), calcolare c e s sapendo che 


I)e>0he> 0 
3) [u(7/4)]? = (c+ is)? = u(7/2) = i. 


De+aa=1 


2.5-13. Vogliamo calcolare coseno e seno di 7/6 
con un tecnica simile a quella del precedente pro- 
blema. Posto c + is := u(7/6), si ha 


[lu(r/6)}} =u(n/2)=i «> (ctio)ff=i. 
Calcolare c e s tenendo conto delle condizioni 1) 
e 2) del precedente problema. 


2.5-14. Calcolare coseno e seno di 7/3 in base 
all’uguaglianza [u(7/6)]}? = u(7/3). 


2.5-15* La formula di De Moivre (7 formula (17)) 
si scrive cosnt + isinnt = (c+ is)", avendo posto 
c := cost, s := sint, come nei problemi precedenti. 
Supposto n > 2, sviluppare il secondo membro con 
la formula del binomio ed uguagliare le parti reali 
a primo e a secondo membro, ottenendo l’identità 


n/2 


cosnt = >, Li ipa. 


k=0 


Tenendo presente che s? = 1— c?, si deduca che 
cos nt si può scrivere come polinomio nella varia- 
bile c := cost: tale polinomio è pari (cioè contiene 
soltanto potenze pari di c) se n è pari, dispari se n 
è dispari. Calcolare esplicitamente cos 2t, cos 3t, 
cos 4t. Si esamini se è possibile un risultato ana- 
logo per la funzione seno. Si confronti con il pro- 
blema 2.4-11. 


2.5-16. Calcolare le radici terze di —1. 


2.5-17. Sappiamo che l'equazione 22 +2+1=0 
ammette le due soluzioni (7 formula (21)) 


13 1 va 


iii sc A 
Si verifichi che 2; e zo sono le due radici terze 
dell’unità distinte da 1. Era prevedibile questo 
risultato a partire dall’identità (7 (3), par. 1.6) 


23-1=(2-1)(22+2+1)? 


Capitolo 3 


Intervallo 


LIMITI E CONTINUITÀ 


In questo capitolo e nei due seguenti vengono studiate le funzioni nu- 
meriche reali, cioè le funzioni del tipo f : A — RR. dove A è un insieme di 
numeri reali. L'importanza di queste funzioni risiede nel fatto che esse 
intervengono in modo essenziale nella descrizione dei fenomeni naturali: 
quando si vuole costruire un “modello matematico” per la descrizione di 
un fenomeno in cui intervengono due grandezze variabili, nella maggior 
parte dei casi si cerca di concretare tale modello in una funzione, espressa 
(quando possibile) da una o più formule, mediante la quale legare una 
delle due variabili all’altra. 


FUNZIONI NUMERICHE REALI 


Ricordiamo innanzitutto la nozione di intervallo. introdotta nel para- 
grafo 1.5: se a < bd abbiamo definito l’intervallo chiuso 


a,b]:={x e Ria<x<bb}. 
l'intervallo aperto a sinistra 

a,b] =(a,b]:= {x € Ria<x<bd)}, 
l'intervallo aperto a destra 
a,b[=[a,b):={r e Ria<x<b}, 
l'intervallo aperto 

]@b[= (a,b) = {re Rja<2e<b). 


Tutti questi intervalli sono insiemi limitati, aventi a come estremo 
inferiore e b come estremo superiore (suggeriamo di rivedere la definizione 
1.4-3). Inumeri maggiori di a e minori di ò si dicono interni all'intervallo, 
quelli minori di a oppure maggiori di d si dicono esterni. 


Abbiamo anche definito gli intervalli illimitati: se a è un numero reale 
assegnato, abbiamo definito l’intervallo chiuso, illimitato superiormente, 


[a,+00[= [a,00) := {x € R;a < x}, 
l'intervallo aperto. illimitato superiormente. 
]a,+00[= (a,+00) = {r € Rja< x}; 


analogamente, se db è un numero reale assegnato, abbiamo definito l’inter- 
vallo chiuso, illimitato inferiormente. 


]-0c.b5]=(-00.b]:= {re R:r<b}. 
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Caratterizzazione 
degli intervalli 


Funzione numerica 
reale 


Dominio, immagine 


Grafico cartesiano 


Definizione 3.1-1. D 
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e l'intervallo aperto, illimitato inferiormente 
]- 00,b[=(-00,b) = {re Rirx<bd). 


Gli intervalli di R. tanto limitati quanto illimitati, sono caratterizzati 
dalla seguente proprietà: 


A C Rè un intervallo se e solo se per ogni coppia di numeri x e 
y € A, con x < y, ogni numero 2 compreso tra x e y è ancora un 


elemento di A: 


(x e A, ye A, x<2<y) 


Nel seguito indicheremo con la lettera / un qualunque intervallo di 
R. specificando, se necessario, di quale tipo di intervallo di tratta. 

Se A è un insieme non vuoto (cioè contenente almeno un elemento, 
in simboli A # 0) contenuto in R, e 


f:A-R 


diremo che f è una funzione numerica reale. Dunque f associa ad ogni 
numero reale x € A un ben determinato numero reale f(x), e si scrive, 
come già sappiamo, 


rt f(c), E A. 


È frequente l’uso della frase “la funzione f(x)": ad esempio si dice 
spesso: consideriamo la funzione sin x, la funzione x? + x + 1, e così 
via. Si tratta, a rigor di termini, di un abuso di linguaggio, in quanto 
si confonde deliberatamente la funzione f (che è, per definizione, un 
certo insieme di coppie ordinate di numeri reali), con il valore che la f 
stessa assume in corrispondenza di un certo 7 di A (e questo numero è 
la seconda coordinata della coppia che ha x come prima coordinata). 

Sarebbe dunque preferibile scrivere “la funzione f”. oppure “la fun- 
zione f(-)”. evitando di indicare con una lettera specifica l’elemento va- 
riabile in A. Quest'ultima scrittura, che abbiamo già usato (ad esempio 
nella figura 2.1-16). serve a comprendere che la lettera con cui si in- 
dica tale elemento variabile non ha alcuna importanza: ad esempio, la 
funzione 7 + sin 7 non è diversa dalla funzione t + sin! 

Ricordiamo che l’insieme dei valori assunti dalla funzione f viene 
spesso indicato con il simbolo f(A): 


f(A) = {y € R: esiste € A tale che f(x) = y}. 
Questa scrittura suggerisce che tale insieme è l’immagine del dominio 


A tramite f: per questa ragione si usa il termine immagine di f. anziché 
insieme dei valori. Se f : A + AR, si usano i simboli 


dom f = A. imf:= f(A) 
per indicare rispettivamente il dominio e l’immagine di f. 

Se f è una funzione numerica reale. è possibile darne una rappre- 
sentazione cartesiana, cioè è possibile considerare l’insieme dei punti del 
piano che hanno coordinate del tipo (2; f (2)) con x € A, insieme di 
definizione della funzione f. Tale insieme è il grafico cartesiano di f: 

graf f := {(x. f(x)) € R°: x € dom f}. 


Se f : A — R. gli estremi inferiore e superiore dell'immagine f(A) si 
chiamano rispettivamente estremo inferiore ed estremo superiore della 
funzione f su A. 


Dunque quando diciamo che una funzione f ammette un certo estre- 
mo superiore su A, intendiamo dire che l’immagine f(A) ammette tale 
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estremo superiore; quando diciamo che f è illimitata superiormente su 
A intendiamo dire che l’immagine f(A) è illimitata superiormente (in 
simboli sup f(A) = +0 ) e così via. 

Ricordiamo anche che il massimo e il minimo di un insieme, quando 
esistono. coincidono rispettivamente con l'estremo superiore e l'estremo 
inferiore dello stesso insieme, ma il massimo e il minimo possono non 
esistere! 


|p Esempio 3.1-1. Sia A:= (0.1), f:A-— R definita da 
1 
f(a):= =. 
Si ha f(A) = f((0,1]) = [1.+0c) , dunque f è illimitata superiormente 
su (0,1), mentre si ha 
inf f(A)=minf(A)=1. © D 


tu 1/x 


8 
R 


- 
1/M È it 


DL 


Figura 3.1-1. La funzione f(x) := 1/x è illimitata superiormente sull’intervallo aperto a sinistra A := (0,1): 
comunque si fissi un numero M > 0 esistono valori di x appartenenti ad A tali che f(x) > M, e precisamente 
tutti gli 7 di A per cui 0 < x < 1/M. La funzione f(x) := x/2 è limitata sull’intervallo [0, 1]. 


|> Esempio 3.1-2. Sia A := [0,1).. f: A+ R definita da f(x) := x/2. Risulta f(A) = 
= [0,1/2]. dunque 1/2 è l'estremo superiore (ed anche il massimo) di f 

su [0, 1], 0 è l'estremo inferiore (ed anche il minimo). © D 

Oscillazione Se f : A— Rè una funzione limitata. cioè dotata di estremi inferiore 


e superiore entrambi finiti, la differenza tra tali estremi 
w:= sup f(A)— inf f(A) 


si chiama oscillazione (di f su A); dunque w è la lunghezza del più piccolo 
intervallo contenente l’immagine f(A). 


Operazioni tra funzioni Siano f e g due funzioni definite su A, a valori reali: le funzioni 
somma (f + g). differenza (f — g). prodotto (f - g. o semplicemente fg). 
e quoziente (f/g) (quest’ultima è definita soltanto se g(r) # 0 per ogni 
x € A), sono definite come segue: 


fF+g:rt f(2)+g(x). f-g:rt f(2)- g(e), 


Sgivr S(e)g(w). S/giwr> S()/9Y(x). 
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Figura 3.1-2. 
L’oscillazione della funzione 
limitata f: A— Rèla 
lunghezza del più piccolo 
intervallo contenente 
l’immagine f(A). 


Figura 3.1-3. 
Schemi illustrativi della somma 
e del prodotto di due funzioni. 


|p Esempio 3.1-3. 


|P Esempio 3.1-4. 
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lecco 


Sia A = [1,1], f e g definite su A mediante le uguaglianze f(x) := 
g(x) = |x|: si trova 


B 


per x € [1,0], 


0. 
f+gien (0, per x € [0, 1]; 


; 2x, perx € [-1,0], 
f-gia {È per x € [0, 1]; 


2 


da —x?, per x € [1,0]. 
Î gian t77 per x € [0,1]. 


Se poi h: A Rè definita da h(x) := —1 per x € [-1,0), h(2) := 1 
per 2 € [0, 1], si trova 


simia» { 


cioè f/h = g. © D 


—x, perc e [-1,0], 
Z, per x € [0, 1], 


Se f : A—- Recè un numero reale, definiamo la funzione cf nel 
modo seguente: 


cf:av-ef(a); ac A. 


Sia A := [0,1], e sia f(x) := x: se c = 1/2, allora cf(x) = x/2 per ogni 
TEA. © 0 
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Figura 3.1-4. 
Somma, differenza, prodotto e 
quoziente delle funzioni f e g 
dell’esempio 3. 


|p Esempio 3.1-5. 


i +9 1 \fgl 
0 0 
A dh 
= 0 1 =L 0 Î 
i 0 Lu 1 fg 
0 esa | 0 
2A = 
=1 0 1 = 0 L 


Se f : A — RR possiamo definire la funzione valore assoluto di f, 
indicata con il simbolo |f|, nel modo seguente: 


Ifl:24 |f(2)]. 
Nel precedente esempio 3 era 9g = |f|. 
Sia f: R— R definita ponendo f(x) := x° — 3r + 2; si trova che |f| 


coincide con f per x < 1 e per x > 2; per x € (1,2) si ha [f(2)| = 
=-f(x)=-x2+3r-2. © D 


Figura 3.1-5. La funzionez + |f(x)| coincide con f dove f è positiva, è l’opposta di f dove f è negativa. 


Si osservi che i concetti introdotti fino a questo punto (estremo infe- 
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Figura 3.1-6. 

a) Grafico della funzione 
f(a):=a? - a -2; 

b) grafico di 
f(a)+1=2x?-x-1: 

il grafico di f è stato traslato 
di un'unità verso l’alto; 

c) grafico di 
f(r+1)=x?+x-2: 

il grafico di f è stato traslato 
di un’unità a sinistra: 

d) grafico di 
f(\c)=x°—|x|-2: 

la parte del grafico di f 
contenuta nel semipiano x > 0 
è simmetrica rispetto a quella 
contenuta nel semipiano x < 0. 


Funzioni pari e dispari 


Definizione 3.1-2. d 
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riore e superiore di una funzione, funzione limitata o illimitata, oscil- 
lazione di una funzione) non richiedono necessariamente che la variabile 
indipendente sia un numero reale. Tuttavia solo se ciò accade è possi- 
bile dare una rappresentazione cartesiana della funzione, cioè è possibile 
costruire il suo grafico cartesiano. 

Nelle figure 3.1-6 e 3.1-7 si mostrano le variazioni che subisce il grafico 
di una assegnata funzione y = f(x) quando si eseguono semplici ope- 
razioni sulla variabile indipendente x o sulla variabile dipendente y. 


Vogliamo ora introdurre una terminologia particolare per le funzioni 
i cui grafici cartesiani sono simmetrici rispetto all'asse delle ordinate, 
oppure simmetrici rispetto all'origine del piano. 


Sia f: A+ R, dove A è un insieme simmetrico rispetto all’origine, cioè 
per ogni x € A anche l’opposto —x appartiene ad A: si dice che f è pari 
se, per ogni x € A, 


f(a) = f(-2). 
si dice che f è dispari se 
f(2) = -f(-2). 


La terminologia appena introdotta è legata al fatto che la funzione 
polinomiale 7 + x", con x reale, n naturale. è pari oppure dispari a 
seconda che l'esponente n è un numero pari o dispari. Infatti (-x)" = 
= (-1)"r”, ma (-1)” vale 1 se n è pari, —1 se n è dispari. 
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Figura 3.1-7. 

a) Grafico della funzione 
(f() = |a? - © -2] 

(f è la stessa funzione della 
precedente figura): la parte 
del grafico di f contenuta nel 
semipiano y < 0 è stata 
“ribaltata” nel semipiano 
y20: 

b) grafico di 

2f(x)=2(e° —a-2): 

il grafico di f è stato dilatato 
di un fattore 2 nel senso 
dell’asse delle ordinate; 

c) grafico di 

f(2x) = 4x? —- 2x — 2: 

il grafico di f è stato compresso 
di un fattore 2 nel senso 
dell’asse delle ascisse: 

d) grafico di f(-x)=x?+x-2: 
d era di IC "E 
“ribaltato” rispetto all'asse 
delle ordinate. 


Funzione periodica 


Definizione 3.1-3. D 


Abbiamo già usato gli aggettivi pari e dispari a proposito delle fun- 
zioni circolari: abbiamo visto che la funzione coseno è pari, la funzione 
seno è dispari e così pure la tangente. 

In generale, se f è pari, il suo grafico nel piano cartesiano è un insieme 
simmetrico rispetto all'asse delle ordinate (vale a dire: se il punto (x,y) 
appartiene al grafico, anche il punto (—x, y) appartiene al grafico stesso); 
se f è dispari il grafico è simmetrico rispetto all’origine (vale a dire: se 
il punto (x.y) appartiene al grafico, anche il punto (—x, —y) appartiene 
allo stesso grafico). 

Chiunque abbia visto l’elettrocardiogramma di una persona sana ha 
l’idea che un grafico può avere un andamento ripetitivo. 


Una funzione f : R — R.si dice periodica di periodo T > 0 se, per ogni 
x reale, si ha 


f@+T)={(). 


In termini geometrici, ciò significa che il grafico di f si ripete ad in- 
tervalli di lunghezza T°. Per essere più precisi: il grafico su ciascuno degli 
intervalli [T, 27]. [27,37] e così via, si ottiene traslando ripetutamente 
della quantità T il grafico di f sull’intervallo [0, 7]; lo stesso vale per gli 
intervalli [-T, 0], [-2T.—T] e così via. 


La definizione di funzione periodica di periodo T non richiede neces- 
sariamnente che il dominio della funzione f sia tutto KR: è sufficiente che 
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Figura 3.1-8. 

La funzione f:R-—- Rè 
periodica di periodo 7 se il suo 
grafico si ripete ad intervalli 

di lunghezza T. In figura un 
“impulso triangolare” che si 
pus ad intervalli di lunghezza 


Figura 3.1-9. 

Grafico della funzione 

c+ sinx + (4/5) sin2x; in 
quanto somma tra una funzione 
periodica di periodo 27 ed una 
funzione periodica di periodo 
T, essa è ancora periodica di 
periodo 27. 
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-2 2 + 6 


esso sia “stabile” rispetto alla traslazione della quantità T. In termini più 
semplici: è sufficiente che, per ogni x € dom f, si abbia x + T € dom f. 

Abbiamo già considerato nel capitolo precedente la nozione di fun- 
zione periodica: abbiamo visto che le funzioni seno e coseno sono perio- 
diche di periodo 27, le funzioni tangente e cotangente sono periodiche di 
periodo 7. 


Evidentemente, se f è periodica di periodo T, essa è anche periodica 
di periodo 27, 37, ecc.; quando si parla di periodo di una funzione f 
ci sì riferisce tacitamente al minimo periodo (positivo) che può essere 
assegnato ad f. 

Come piccolo esercizio, il lettore può verificare il fatto seguente: se 
la funzione x + f(x) è periodica di periodo T, allora, per ogni fissato 
c> 0, la funzione r + f(cx) è periodica di periodo T/c. 


Se fi e f: sono due funzioni periodiche aventi lo stesso periodo 7’, lo stesso 
accade per le funzioni fi + fo e fifa: non è immediatamente chiaro che cosa 
accade se si fa la somma o il prodotto tra due funzioni aventi due periodi 
diversi, diciamo i periodi T} e 72. Supponiamo che i due periodi stiano tra 
loro in un rapporto razionale, cioè 


Ti = n 

Ta m i 
dove non è restrittivo supporre che la frazione n/m sia ridotta ai minimi ter- 
mini. 


n 


2r 


Allora mT; = nT2, e dunque le funzioni fi + fo e f1f2 sono periodiche di 
periodo 
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Tam = 15; 


in quanto T è un periodo (anche se, in generale, non il minimo periodo) per 
entrambe le funzioni fi e fa. 


nuo —=—_ vooo e o r e o aeo ee et eo ouoWw oe === de 4 


Funzione monotòna 


Definizione 3.1-4. D 


|p Esempio 3.1-6. 


|p Esempio 3.1-7. 


Figura 3.1-10. 

La crescenza o decrescenza 
di una funzione affine (= 
polinomiale di grado < 1) 


dipende dal segno del suo 
coefficiente direttivo m. 


Introduciamo in modo formale un’altra nozione, peraltro già utiliz- 
zata più volte in precedenza, legata al fatto che R possiede una relazione 
d’ordine: la nozione di funzione monotòna. 


Sia f : A— R, A contenuto in R; se per ogni coppia 71,79 € A, con 
T1 < 9. risulta 
f(c1) < f(c2), 


si dice che f è crescente su A; se risulta 


S(21) < f(22), 


si dice che f è strettamente crescente su A; se risulta 


S(21) > f(22), 


si dice che f è decrescente su A; se risulta 


f(c1) > f(22), 


si dice che f è strettamente decrescente su A. Una funzione che verifica 
una delle quattro condizioni precedenti si dice monotòna su A. 


Alcuni Autori preferiscono utilizzare la dizione funzione non decre- 
scente in luogo di crescente, e crescente in luogo di strettamente cre- 
scente; dizioni analoghe per le funzioni decrescenti. 


Le funzioni costanti possono essere considerate al tempo stesso cre- 
scenti e decrescenti. 


La funzione f(x) := 1/x,x # 0, è decrescente su ciascuno degli inter- 
valli (-00,0) e (0,+00); tuttavia essa non è decrescente sull’insieme di 
definizione A = R* := R\ {0}, in quanto assume valori negativi per 
x<0, positivi per x > 0. Il grafico di f è un’iperbole equilatera. 


Una funzione affine x + ma + q, con m e q numeri reali assegnati, 
è strettamente crescente su R se m > 0, strettamente decrescente se 
m < 0, costante se m = 0. Ciò segue dall’uguaglianza 


f(c2) — f(x1)=mx2+q-(mx1+q)=m(x2- x1). © D 
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|> Esempio 3.1-8. 


Figura 3.1-11. 

La funzione x — x” è 
strettamente crescente 

su R per n dispari; per 

n pari essa è strettamente 
decrescente sull’intervallo 
(—0c, 0], strettamente crescente 
sull’intervallo [0, +00). 


|P Esempio 3.1-9. 
|p Esempio 3.1-10. 
Successione 
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Quanto abbiamo dimostrato nel paragrafo 1.6. e cioè che il confronto tra 
due numeri non negativi equivale al confronto tra le rispettive potenze 
n-sime, per ogni n naturale > 0 (] formula (4) e figura 1.6-3), è semplice- 
mente un modo equivalente per dire che la funzione 7 + x” è stretta- 
mente crescente sull’intervallo [0, +00). Per n dispari essa è strettamente 
crescente su tutto AR: se invece n è pari, sull’intervallo (00, 0] la funzione 
in esame è strettamente decrescente. © D 


x 


Per ogni a > 1 la funzione esponenziale x + a” è strettamente cre- 
8 p 


scente su AR, la funzione x + log, x è strettamente crescente su (0, +00) 
(si riveda quanto abbiamo detto nel paragrafo 2.3): per 0 < a < 1 
entrambe le funzioni sono strettamente decrescenti sui rispettivi insiemi 
di definizione. 


Analogamente, per c > 0, la funzione x — x° è strettamente cre- 
scente su (0,+00). in quanto si può scrivere come funzione composta da 
funzioni crescenti: x° = exp(cln x) (si veda il problema 3.7-1). © D 


Dalle definizioni che abbiamo posto nel capitolo precedente, segue che la 
funzione seno è strettamente crescente sull’intervallo [-7/2, 7/2], stret- 
tamente decrescente su [7/2,37/2]: per il coseno si ha decrescenza su 
[0, 7]. crescenza su [T, 27]. ®© D 


L'importanza delle funzioni monotòne risulterà più chiaramente nel 
paragrafo 3.7, quando studieremo il problema dell’esistenza dei limiti di 
tali funzioni. Nel capitolo seguente vedremo che esiste una stretta con- 
nessione tra la monotonia di una funzione ed il segno della sua derivata. 


Nel seguito considereremo funzioni f : A + R. dove l’insieme di 
definizione A = dom f sarà quasi sempre un intervallo, o l’unione di più 
intervalli disgiunti: ad esempio per la funzione f(x) := 1/x, l'insieme 
naturale di definizione è R*, unione degli intervalli (-00,0) e (0, +00). 

L’insieme di definizione A può essere l’insieme N dei numeri naturali 
o l'insieme N* dei naturali > 0. In tal caso f : N — R (oppure 
f:N*- R)èuna successione di numeri reali (7 Def. 2.1-3 e la parte 
finale del paragrafo 2.1). Ricordiamo che. a preferenza della scrittura 
f(n). sono di uso corrente scritture come an. dn, Tn; ecc., per indicare il 
numero associato all'indice n € N. Per la successione stessa si può usare 
una notazione del tipo (an)neN- 
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La nozione di funzione monotòna si applica, in particolare alle suc- 
cessioni: in tale caso basta confrontare ogni elemento a, con l'elemento 
successivo an+1. Diremo dunque che una successione (an) è 


Successione monotòna 


e crescente se risulta, per ogni naturale n, Gn < Qn+1. 
® strettamente crescente Se An < An+1. 
e decrescente se An > An+1. 
e strettamente decrescente se an > An4+1- 
Ad esempio, la progressione geometrica n — a” è strettamente cre- 


scente se la base a è > 1, costante se a = 1. strettamente decrescente se 
0<a<1. Pera <0 essa non è monotòna: ad esempio, la successione 


(-1)” assume alternativamente i valori 1 e —1. 


Figura 3.1-12. 


I diagrammi a barre mostrano 

gli andamenti di alcune | 
progressioni geometriche in si 
corrispondenza di valori diversi 
della base a. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


3.1-1. A partire dalla conoscenza del grafico delle 
funzioni esponenziale e logaritmica, si traccino i 
grafici delle funzioni seguenti: 


a) f(a):=lna-l 


b) f(a):=ln(e-1): 
e) f(x) = Inje- 1 
d) f(x) :=|In(e-1)l; 
e) f(x) :=In|a|- L 
S) f(a):= a 7) =L 
9) f(x):= 

h) fa=e”. 


3.1-2. Tracciare il grafico delle seguenti funzioni 
a f(x) =min{1,e"}; 
b) f(x) := max{x,x?}; 
c) f(x) := max{0,Ina}: 
di f(a) = max{1,|e[}. 


3.1-3. Verificare che la funzione razionale fratta 


Il 


f(a)= hi x#-d/c, c#0 
è iniettiva se e solo se ad — bc # 0, ed è costante se 
ad—bc = 0. Verificare che se ad — be # 0 l’inversa 
di f è una funzione dello stesso tipo. 
(SuGGERIMENTO. La condizione f(x1) = f(x2), 
con 71 # 2, diventa ... .] 


3.1-4. Verificare che ciascuna delle seguenti fun- 
zioni è iniettiva e determinarne l’inversa: 
a) f(@):=3xc+1; 


bi f()=/3; 
c) f(x) :=3+1nx; 
d) ran aaa 
e) f(x):= 
) f)s=e +1 


3.1-5. In ciascuna delle seguenti coppie di fun- 
zioni, una delle due è una restrizione dell’altra 
(cioè una delle due funzioni ha come dominio na- 
turale un sottoinsieme del dominio dell’altra. e le 
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due funzioni coincidono sul dominio più piccolo): 
individuare i dominî naturali e dire quale delle due 
è restrizione dell’altra: 


g(7) =21ln%; 


i 
d f(a):=2+2 ge= Ti: 
d) fa) > g(2) = VR 


9f(c):=vl-a g(a):= VI1= af: 
n) f(@):= 3 ga= a 
i) f(x) := sin(aresin a). CCA EIA 


3.1-6. Per ciascuna delle funzioni che seguono 
dire se è pari, dispari, oppure né pari né dispari: 


a) f@= #1: 

b) f(x):=|2+2]:; 

c) f(x) := arctane +3; 
d) fel] 

e) f(x) SET 

f) f()= 


CEST 


3.1-7. Individuare il (minimo) periodo delle se- 
guenti funzioni: 


© 88-08-1148 
a) f(x):=sinr+tanz; 
b) f(x) :=sin2x +sin3x; 
c) f(a) = sinwr, w>0; 
di f(0) = cosr+sin3. 


3.1-8. Verificare che la successione 
an :=Vn+1-vn 
è monotòna strettamente decrescente. 


3.1-9. Verificare che la successione definita ricor- 
sivamente ponendo 


1 
do=2, gg = 5 (an +1). VnenN. 


è monotòna strettamente decrescente. 


3.1-10. La successione (an) è definita ricorsiva- 
mente ponendo ao := a, a; := d (con a e db asse- 
gnati, a # db) e successivamente 


ni 
An+1 7 D (Gn Giù Ùn=1): 


A parole: a partire dal termine di indice 2, cia- 
scun termine è la media aritmetica dei due ter- 
mini precedenti. Studiare la monotonia delle due 
successioni formate dai termini di indice pari e dai 
termini di indice dispari. Esaminare il caso a = 0, 
be 


3.1-11. Studiare la monotonia delle successioni 
seguenti: 


a) an:=Vn2+1-n; 


b) ba gi gi 


n 
©) = 
n+1 
n+1 
di da =] 
) n+2 


3.2 


PUNTI DI ACCUMULAZIONE DI UN INSIEME 
NOZIONE DI LIMITE 


In questo numero vogliamo dare una prima idea del concetto di limite di 
una funzione f : A + R, con A sottoinsieme di R, quando la variabile 
indipendente r “tende” ad un assegnato numero xo, cioè vogliamo dare 
gradualmente un significato al simbolo 


lim f(@). 
THAT 
L'esistenza di tale limite dipende dai valori che la funzione f assume 
in corrispondenza degli x “prossimi” a ro: perché ciò abbia senso è 
necessario che esistano elementi 7 del dominio A prossimi quanto si vuole 


ad ro. mentre vedremo che non è necessario che ro stesso appartenga 
all’insieme di definizione. 
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Intorno 


Definizione 3.2-1. D 


Punto d’accumulazione 


Definizione 3.2-2. D 


|p 


Esempio 3.2-1. 


Per essere più precisi, introduciamo innanzitutto la nozione di in- 
torno di un numero reale: 


Sia ro un numero reale, r un numero reale > 0: l'intervallo aperto 
(ro -r.co+r) 
si chiama intorno di centro xo e raggio r, e si pone 


I(xo:ir) := (co —r,vo+r)={x € Riro-r<ax<%xo+r}. 


Talvolta si precisa che /(xo,r) è l’intorno simmetrico di centro xo e 
raggio r. La nozione di punto di accumulazione di un insieme A traduce 
in termini precisi la nozione di “punto della retta reale vicino a cui si 
addensano gli elementi di A”: 


Sia AC Re xo un numero reale; si dice che xo è un punto di accumu- 
lazione di A se ogni intorno di xq contiene infiniti elementi di A. 


Dunque affinché xo sia punto di accumulazione di A si richiede che 
l'intersezione ANI(xo:r) sia un insieme contenente infiniti elementi, per 
ogni r > 0. Ne segue, in particolare, che gli insiemi finiti non ammettono 
punti di accumulazione. 


Sia A := [a,b]: allora ogni punto di A, compresi gli estremi, è punto 
d’accumulazione di A. L’affermazione è ovvia se ro è interno all’inter- 
vallo; supponiamo invece ro = a: allora 


[a.a+r), ser<b—a, 
fa.b]N(a-r,.a+r)= 
[a, b). ser>b—a. 


In ogni caso, l’intersezione considerata contiene infiniti elementi. Se 
poi fosse A := (a, b), a sarebbe ancora punto di accumulazione di A, pur 
non appartenendo a tale insieme. Infatti: 


(a,a+r), ser<b—a, 
(a,b) N(a—r,a+r)= 
(a,b). ser>b—a. © D 


Sia A un insieme non limitato superiormente: come sappiamo ciò 
significa che per ogni r > 0 esiste almeno un elemento a € A con a > r. 
Anzi, per ogni r > 0 esistono certamente infiniti elementi di A maggiori 
di r. Se infatti per un certo ro i soli elementi di A maggiori di ro fossero 
1,02, ...,@n, il numero 


sarebbe un maggiorante di A (7 Def. 1.4-1), contro l’ipotesi che A è privo 
di maggioranti. 

Se, commettendo un lieve abuso di linguaggio, si conviene di chiamare 
l'intervallo (r, +00) un intorno di +00 (questo nonostante +0c non sia un 
numero reale), si può esprimere il fatto che A è illimitato superiormente 
dicendo che “+00 è un punto di accumulazione di A”. 


Ad esempio, se A = N, +00 è punto di accumulazione di A, ed è 
anche l’unico, in quanto ogni intervallo del tipo (0 — r, ro +r) contiene 
al massimo un numero finito di numeri naturali. 

Sia f : A + RR, ed xo un punto di accumulazione di A. Allora f 
è definita in corrispondenza di valori di x prossimi quanto si vuole ad 
To. mentre non è necessariamente definita in ro stesso. Prima di dare 


una definizione rigorosa di che cosa debba intendersi per limite di f al 
tendere di 7 a ro, discutiamo alcuni esempi. 


192 


Cap. 3 — Limiti e continuità 


|p 


|p 


Esempio 3.2-2. 


Esempio 3.2-3. 


© 88-08-1148 
Consideriamo la successione 
n 
nu : 
n41 
essa assume successivamente i valori 0, 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, .... Se si 


osserva che n/(n +1) si può scrivere 

n+1-1 1 1 
sil © sel 

e 1/(n + 1) è tanto più piccolo quanto più grande è n, è naturale am- 

mettere che 1 è il “valore limite” a cui tende n/(n +1) quando n tende 

all’infinito. Si noti che la successione non assume mai il valore 1 esatta- 

mente (si eviti di dire che assume il valore 1 quando n “assume il valore 

+00”: questa espressione non ha senso perchè +00 non è un numero!). 


Se si cerca di esaminare le proprietà di cui gode il numero 1 in 
relazione alla successione in esame, si può osservare, ad esempio, che 
n/(n +1) è tanto più prossimo a 1 quanto più n è grande (la differenza 
in questione è successivamente uguale a 1, 1/2, 1/3, 1/4, ... ). Questo 
fatto. benché vero, non è caratteristico del numero 1: esso è vero anche 
per 2. per 3, in definitiva per ogni numero maggiore di 1. Nessuno di 
questi numeri sembra tuttavia potersi ragionevolmente assumere come 
limite della nostra successione. 

Ciò che rende privilegiato il numero 1 è il fatto che i termini della 
successione possono rendersi arbitrariamente prossimi ad esso, a patto di 
scegliere l’indice n abbastanza grande. Comunque si fissi un intorno del 
numero 1, diciamo (1—e,1+e), dove e è un numero positivo ad arbitrio (€ 
è la lettera greca èpsilon), tutti i termini della nostra successione a partire 
da un certo indice (dunque tutti tranne un numero finito) appartengono 
a tale intorno. Infatti, comunque si fissi il numero e > 0, la disequazione 

IL 1 | 1 
_ = < 

n+1 n+1 n+1 


n 
n+1 


c 


ammette come soluzioni tutti i naturali n > 1/e — 1. Nella tabella 
seguente abbiamo riportato alcuni valori di e ed in corrispondenza il 
valore di 1/e — 1. 


E 0 mn 1p7* 


1/e-1 999 999999 999999999 


Come si vede, quanto più piccola si vuole che risulti la differenza tra 
n/(n +1) e 1, tanto più grande è il valore di n a partire dal quale tale 
differenza scende al disotto dalla tolleranza £ prefissata. 

Se si esamina la discussione precedente, si riconosce che ciò che è 
importante non è il fatto che e è un numero positivo piccolo (aggettivo 
che, peraltro. non ha alcun senso riferito ad un singolo numero), ma 
piuttosto il fatto che e è un numero positivo arbitrario. 


Il lettore attento avrà osservato che la successione allo studio è mono- 
tòna strettamente crescente, e 1 è precisamente l’estremo superiore della 
successione. vale a dire. in base alla definizione 3.1-1, l'estremo superiore 
dell’insieme dei valori da essa assunti. © D 


Nel problema 2.1-10 abbiamo introdotto la successione dei numeri di 
Fibonacci F,, definiti in base alla formula ricorsiva 
F,+9 s1= nur + n>0. 


dopo aver posto Fo := 0, Fi := 1. Abbiamo anche introdotto la succes- 
sione dei rapporti rn := Fn+1/F ed abbiamo suggerito come dimostrare 
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Figura 3.2-1. 

Comunque si fissi una 

striscia centrata sulla retta 

di ordinata uguale a 1, i 
punti rappresentativi della 
successione n + n/(n +1) 
cadono all’interno di essa a 
partire da un certo indice n in 
poi. 


Tabella 3.2-1 


v_ 


Laboratorio 3.2-1 


1.5 fn 
mr ni 
ni 
lo) ©) o 9 s 5 
PERE Aia Den PI ASR AIA PI PM II pa E RPAINE ec 355 dresses 
lo) fe, tI 
lo) 
lo) 
0.5 (o) 
ti j 
La—_—____________________________________m__ 
0 Z 4 6 8 10 12 


il fatto che i valori assunti da quest’ultima sono tutti compresi tra 1 e 2. 
Nella Tabella 3.2-1 sono mostrati i valori dei numeri di Fibonacci così 
come i valori dei rapporti rn (questi ultimi con nove cifre decimali) per 
valori positivi di n < 20. 


no |F  Faxi/Fa ala sat 
SEI 11 89 1617977528... 
> |1 8 12 | 144 1618055555... 
® | e‘ La 13 | 238 1618025751... 
4 | 3 1666666666 14 | 377 1618037135... 
S| 16 15 | 610 1618032786... 
6 | 8° 1.625 16 | 987 1618034447... 
7 |13 1615384615... 17 |1597 1618033813... 
8 |21 1619047619... 18 |2584 1618034055... 
9 |34 1617647058... 19 |4181 1618033963... 
10 | 55 1618181818... 20 |6765 1618033998... 


Alcuni valori del rapporto Fn+1/Fn. 


Come si vede, le cifre decimali del rapporto sembrano “stabilizzarsi” 
una dopo l’altra, ed il rapporto stesso sembra tendere ad un valore limite 
la cui rappresentazione decimale è del tipo 1.6180339... (si osservino 
le cifre sottolineate). A differenza dell'esempio precedente. i rapporti rn 
non mostrano un andamento monotòno. 

Possiamo avanzare una congettura circa l’esistenza di un valore limite 
per la successione (r,), sia esso L, se ricordiamo (si riveda il problema 
già citato) che per la successione r,, vale la formula ricorsiva 


dunque se si suppone che per n “molto grande” r, sia “praticamente 
uguale” al limite L, sostituendo L al posto di rn e di rn41 nella formula 
appena scritta abbiamo l'uguaglianza 


1 L+1 
L= 1 — = ——— 
+ 
cioè L? - L-1=0. Questa equazione ammette le soluzioni (1 + V5)/2: 


il valore (1— v/5)/2 è da scartare essendo negativo, mentre l’altro valore 
è quello probabilmente corretto, in quanto compreso tra 1 e 2: 
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La successione dei 
rapporti rn := Fn+1/Fn 
tende al valore limite 
(1+v5)/2 = 1.618033.... 


|p Esempio 3.2-4. 
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(1+v5)/2=1.618033988.... 


L’accordo con i dati forniti dalla Tabella 3.2-1 è ottimo. © D 


Consideriamo la parabola di equazione y = x?; fissiamo ro = 1, e con- 
sideriamo la secante congiungente il punto di ascissa 1, cioè (1,1), col 
punto di ascissa x, cioè (x.r?). La pendenza (coefficiente angolare) di 
tale secante è data dal rapporto 


se-10 


ca-1 
tale rapporto è chiaramente una funzione di x, diciamo f(x). e tale 
funzione è definita per ogni x reale # 1, in quanto per x = 1 il rapporto 
scritto non ha senso. 

Dunque f è definita in A := (-00,1)U(1,+00) = R\ {1}: il punto 
to = l è punto di accumulazione di A, senza appartenervi. Quanto più 
x è prossimo a 1, tanto più la secante è prossima alla retta tangente 
alla parabola: è naturale pensare che la pendenza della retta tangente 
sia il “limite” della pendenza della secante, cioè il limite di f per x 
che si avvicina ad 1; ma non è chiaro che cosa debba intendersi con 
tale espressione, dato che non possiamo porre x = 1 nella formula che 
fornisce f. Se però si osserva che 

2 
gel _ (c- 1)(c +1) Saia 
cr-1 x-1 
si ottiene che f coincide per x # 1 con la funzione f*(x) := x + 1, e 
quest’ultima è definita anche per x = 1 senza presentare in tale punto 
nessuna speciale singolarità (f* ha come grafico una retta). 


Poiché f*(1) = 2, sembra naturale porre 
lim F(a)=2 


(da leggersi: “limite di f(x), per x che tende a 1, uguale a 2”). In 
effetti se si vuole che x + 1 differisca in valore assoluto da 2 meno di una 
quantità prefissata e, è sufficiente che r differisca da 1 meno della stessa 
quantità e: 


lIp=lise > lJlf()=2|=|e#1=2[=|e=i|<e 


3.3 + Limite di una funzione in un punto. Funzioni continue 195 


© 88-08-1148 


Figura 3.2-3. 

La secante alla parabola di 
equazione y = x?, passante per 
i punti di ascissa 1 e x, ha 
pendenza uguale a x + 1. 


3.3 


Definizione 3.3-1. D 


Quantificatori 


pel Pagpreacnnena arretra 


(in realtà le due disuguaglianze sono equivalenti). 


Quest'ultimo esempio ci servirà anche nel capitolo seguente, quando 
definiremo la derivata di una funzione (| par. 4.1). © D 


Gli esempi precedenti avevano scopo prevalentemente euristico; è 
tempo di passare a definizioni precise. 


LIMITE DI UNA FUNZIONE IN UN PUNTO 
FUNZIONI CONTINUE 


Sia f: A+ R, xo un punto di accumulazione di A, sottoinsieme di R. 
Diremo che f tende al limite L (o che converge ad L) per x che tende ad 
to se ad ogni e > 0 si può associare un é > 0 tale che risulti 


\f(e) — L|<e 
per ogni x € A con0<|xr— xo] <éesi scrive 
lim f(x)=L. 


LATO 

Se si usano i simboli V e 3 (detti rispettivamente quantificatore uni- 

versale e quantificatore esistenziale) come abbreviazioni delle espressioni 

“per ogni ...” ed “esiste ...”, oltre ai simboli > e «> per indicare 

l’implicazione e l'equivalenza tra proposizioni, possiamo scrivere in forma 
simbolica la definizione precedente come segue: 


(lim fa)=1) «> 
«= (Ve>036>0(0<|e-z0o<$)>(If(e)—L|<e)). 


Si osservi come l’eventuale valore della funzione f nel punto ro non 
influenzi il comportamento al limite della funzione stessa. È altrettanto 
chiaro che tale comportamento dipende soltanto dai valori che f assume 
nei punti “prossimi” ad xo e diversi da esso; più precisamente, suppo- 
niamo che due funzioni f e g coincidano in un insieme del tipo 


(A\{xo})N(co-r.co+r). r > 0; 


(si tratta dell’insieme dei punti di A, diversi da xo, e distanti da esso 
meno di r). Se una delle due tende ad un limite L, lo stesso accade per 
l’altra. 
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Proposizione 3.3-1. D 


Dimostrazione SN 


Figura 3.3-1. 

Per e < (La — L1)/2 gli intorni 
di centro Li e Lo e raggio 

€ sono privi di elementi in 
comune. 


Figura 3.3-2. 
Il limite di Fe) per x che 
tende a ro è L. 


Una convenzione sui simboli 


Punto non isolato. 
funzione continua 
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Osserviamo ancora che il limite di una funzione. se esiste. è unico: 


Se esiste il limite della funzione f : A + R per x che tende a xo. tale 
limite è unico. 

Supponiamo, per assurdo, che la funzione ammetta due limiti distinti, L1 e 
L2. Supposto Li < La, scegliamo e < (La — L1)/2: per una tale scelta di e gli 
intorni (L1 — e, L1+) e (Lo — e, La +) sono disgiunti, e dunque è impossibile 
per gli x di un insieme del tipo 


A\{xo}N(xo-r,x0+r) 


i numeri f(x) appartengano ad entrambi, contro l’ipotesi. ®© D 


Possiamo formulare in modo equivalente la definizione di limite uti 
lizzando la nozione di intorno che già abbiamo introdotto mediante la 
definizione 3.2-1; ricordiamo che l’intorno di centro a e raggio r > 0 è 
l'intervallo I(a:r) = (a-r,a+r). 

La definizione di limite può essere letta nel modo seguente: 


La funzione f tende al limite L per x che tende ad xo se ad ogni 
intorno I(L:e) si può associare un intorno I(x0:6) (dove 6 > 0 
dipende da e, é = é(e)) tale che l’immagine mediante f dell’insieme 
(A \ {x0}) N I(xo:6) sia contenuta nell’intorno /I(L:€) precedente- 
mente fissato. 


Nel seguito ci occorrerà spesso di considerare intersezioni del tipo 
(A \ {zo}) N I(x0:6): per esse è conveniente introdurre un simbolo 
speciale: ad esempio si può porre 


A*(x0: 6) := (A\{x0}) N I(0:6). 


Con tale notazione la condizione affinché L sia il limite di f per x 
che tende ad xo si scrive 


F(A*(x0:6)) C I(L:c). 


Un caso particolarmente importante è quello in cui ro. oltre ad essere 
punto d’accumulazione di A. appartiene ad A stesso (si dice allora che 


xo è un punto non isolato di A). Allora f(xo) è definito, e può darsi che 
f converga proprio al numero f(xo): 
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Jim f(2) = f(10). 


Si dice in tal caso che f è continua in xo. Ciò significa che per ogni 
intorno I(f(x0):€) si può trovare un intorno I(xo: $) tale che risulti 


f(x) € I(f(xo):€) per ogni e € AN I(x0: 6). 


In questo caso non è necessario escludere il punto ro. dato che f(x0) 
appartiene ovviamente ad ogni intorno avente centro in f(r0) stesso. Se 
si pone 


A(xo:6) := ANI(x0:6). 
(si tratta dell'insieme dei punti di A che distano da ro meno di 6), la 


definizione di funzione continua si legge: 


Definizione 3.3-2. D La funzione f : A — R è continua in ro (supposto punto non isolato 
di A) se ad ogni intorno I(f(x0):£) si può associare un intorno I(xo: 6) 
tale che risulti 


f(A(x0:8)) = f(ANI(x0:6)) C I(f(2o):e) 


I(f(x0):€) 
Figura 3.3-3. A 
La nozione di continuità in 
un punto si può introdurre 
usando il concetto di intorno. 
La funzione f è continua in 
ro se ad ogni intorno di 
f(xo) (intorno bersaglio) si 
può associare un intorno di 
to (intorno controllo) la 
cui immagine mediante f 
è contenuta nell'intorno 
precedente. 


Come si vede, questa definizione di continuità non richiede preventi- 
vamente la nozione di limite; si sarebbe anzi potuto procedere definendo 
dapprima la continuità e poi introducendo il concetto di limite sfruttando 
la continuità. 

Se si riflette un istante, si vede infatti come la definizione di limite 
possa essere formulata in modo equivalente come segue: 


Si dice che f : A — R tende al limite L per x che tende ad xo (punto 
di accumulazione di A) se la funzione 


fo) a ser € A\ {xo}. 


L, se x = To 


è continua in xo. 


Se si riprende l’esempio 4 del paragrafo precedente, si vede che la 
funzione 


x? -1 
fina 


ha limite 2 per x — 1, in quanto la funzione 


xe R\{1}, 


PE en i bere 1, 


2; perx=1, 
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Figura 3.3-4. 

La funzione f è continua in 

to se, per ogni e > 0, la 
striscia di piano compresa tra 
y=f(ro) -cey=f(ro) +e. 
contiene il grafico di f per tutti 
gli x di un intorno di xo. 


|p Esempio 3.3-1. 


Figura 3.3-5. 

La funzione f è discontinua per 
x = 1/2; il limite in tale punto 
vale 1/4, mentre la funzione 
vale 0. 


Funzione divergente 


© 88-08-1148 
si scrive più semplicemente f*(x) = x + 1, per ogni x reale, ed è ovvia- 
mente continua nel punto x = 1. In altri termini, il limite di una funzione 
f per x che tende ad xo è il valore che è necessario attribuire ad essa 
(sempre che ciò sia possibile) affinché la funzione così completata o mo- 
dificata in xo risulti continua in tale punto. 


La figura 3.3-4 illustra meglio il concetto di continuità in un punto. 
Scelto comunque e > 0 e tracciate le rette di equazione y = f(c0) + €, 
y= f(xc0) — €, si può determinare un intorno di xo di raggio conveniente 
6 = é(e) tale che il grafico di f in corrispondenza degli x di tale intorno 
sia interamente contenuto nel rettangolo evidenziato. 


4----------- 


8 
Ò 


Sia f : [0,1] — R definita ponendo f(x) := x/2 se x # 1/2, f(1/2) := 0. 
Tale funzione è continua per x # 1/2, mentre si ha 


Lim f@)=1/4# f(1/2). 


Entrambe le affermazioni seguono dal fatto che la funzione f*(x) := 
= r/2 è ovunque continua. Infatti, per ogni xo € [0, 1] e per ogni e > 0, 
la disuguaglianza 


If" (©) — f"(20)] = le — 20l/2 < e 


è soddisfatta non appena |x — ro] < 6(e) < 2e. © D 


1/2 


pati lafafnin 


1/2 


Possiamo ugualmente introdurre la nozione di funzione divergente 
positivamente oppure negativamente. 
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Definizione 3.3-3. 


|p 


|p 


Funzione irregolare, 
funzione regolare 


Esempio 3.3-2. 


Esempio 3.3-3. 


Sia f: A-— R, xo punto di accumulazione di A. Si dice che f diverge 
positivamente per x che tende ad ro se ad ogni “intorno di +00”, cioè 
ad ogni intervallo (M,+0c), si può associare un intorno /(x0:é) (dove 
é > 0 dipende da M: 6 = 6(M)) tale che risulti 


f(A*(20;6)) C (M, +00). 


Come in precedenza, A*(x0;6) = (A\{zo}) N I(xo:6). La nozione 
di funzione divergente negativamente si ottiene dalla precedente sosti- 
tuendo gli intervalli del tipo (M,+c0c) con intervalli del tipo (00, m), 
dove si può supporre che sia m < 0. Si scrive rispettivamente 


lim f(x)=+00, lim f(2)=-00. 
T-T0 TA>To 


Se f non è né convergente né divergente, cioè è priva di limite per 
X — To, si dice che essa è irregolare (o indeterminata). E chiaro che per 
una stessa funzione f le quattro eventualità: 


e f converge, 

e f diverge positivamente, 

e f diverge negativamente, 

© f è irregolare (per x — xo) 
si escludono a vicenda. Nei primi tre casi (cioè il limite esiste, finito o 
infinito), si dice che la funzione è regolare. 


Sia f : [0,1] — AR definita ponendo f(0) := 0, f(x) := 1/x, per x > 0. 
Si ha 


lim f(x) = +00. 


Infatti, scelto l’intorno (M,+0c) con M > 0, risulta f(x) > M, cioè 
1/x > M see solo se x < 1/M. Si può dunque scegliere 0 < 6(M) < 1/M 
(T fig. 3.1-1, a sinistra). Se poi fosse M < 0, si avrebbe addirittura 
£((0,1]) C (M, +00). ®© D 


Sia f : [0,1] — R definita nel modo seguente: 


.-_ J1, sez € (0,1]NQ, 
Ha:=Ît se x € [0,1]\Q. 


A parole: f vale 1 in corrispondenza degli x razionali, 0 in corrispon- 
denza degli x irrazionali. 

Per ogni xo € [0, 1], f è irregolare, cioè priva di limite. In particolare 
essa è discontinua, cioè non continua, in ogni punto dell’intervallo di 
definizione. 

Infatti ogni intervallo (zo — r, zo + r), r > 0, contiene infiniti numeri 
razionali ed infiniti irrazionali (7 Corollario 2 della Prop. 1.6-3), quindi 
l’immagine mediante f di tale intorno è l’insieme {0, 1} contenente i due 
numeri 0 e 1. Nessun intorno del tipo (L — e, L + €) può contenere tale 
immagine se 2e < 1. © D 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


3.3-1. Si verifichi che ciascuno degli insiemi 


(0,1]nQ, (,1]\Q 


(cioè l’insieme dei numeri razionali e quello dei nu- 
meri irrazionali dell’intervallo [0, 1]), ha come in- 
sieme dei punti d’accumulazione l’intervallo [0. 1]. 


3.3-2. Si verifichi che il numero 2 è punto di ac- 
cumulazione dell’insieme 


A=f{Z+T;nment}. 
m n 
[SuGGERIMENTO. Si confronti con il problema 
1.4-8.] 


3.3-3 Si verifichi che ogni numero naturale > 2 è 
punto di accumulazione dell’insieme 


n m i 
A= {î I ; n,m;p e N°). 
m n 
3.3-4. Determinare i punti d’accumulazione del- 
l’insieme 
1 ; 
Ae {nr sine N°}. 
n 
Stessa questione per l'insieme 


e {yetts 


3.3-5. Verificare, in base alla definizione, la con- 
tinuità della funzione f(x) := ar + db. a # 0, in 


: neN°}. 


ogni punto ro € R. Scelto e > 0, il raggio É(e) 
dell’intorno di xo in cui si ha 
|f(2) — f(20)] < € 
dipende da a e d oppure soltanto da a? 
3.3-6. Verificare, in base alla definizione, la con- 


tinuità della funzione f(x) := Vv, per ogni x > 0, 
sfruttando la disuguaglianza 


Lo — NT1 < VT — LI, 
dove 0 < x1 < 3. 
[(SuGGERIMENTO. Si confrontino i quadrati; si 


scriva poi x; nella forma V/x7.] 


3.3-7. Si dimostri che la continuità della funzione 
f(x) := ve in un punto xo > 0 può essere ot- 
tenuta a partire dall’identità 

Va — Vo = 


c-= o 


VT + yro 


3.3-8* Si consideri la funzione definita nel modo 
seguente 


= sec 


altrimenti. 


Si verifichi che essa è continua solo per x = 0. 


Limite all’infinito 


ESTENSIONE DELLA NOZIONE DI LIMITE 


Sia f: A+ R, ed A illimitato superiormente: dunque +00 è punto di 


accumulazione di A. Diamo la definizione di limite della funzione f per 


x che tende a +00. 


Definizione 3.4-1. D 


Sia f: A+ R, ed A illimitato superiormente. Diremo che f tende al 


limite L (o che converge a L) per x che tende a +00 se ad ogni intorno 
I(L:€) si può associare un intorno di +00, cioè un intervallo del tipo 


($, +00), tale che 


f((6,+00) N A) C I(L;e), 


e si scrive 


lim f(x) = 


r-++00 


Le modifiche da apportare alla definizione precedente per ottenere la 
definizione di funzione divergente positivamente (o negativamente) per 
x — +00 sono lasciate al lettore. Se poi A è illimitato inferiormente, si 
possono dare le definizioni di limite per tr + —o00. 


D Esempio 3.4-1. 


Sia f : [0.+00) — AR. con f(x) := 1/(1+ x). Risulta 
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Figura 3.4-1. 1 5) 3 4 5 
La funzione f(x) := 1/(1+ 2) 1/e 
tende a 0 per x — +00. | 
lim, f@)=0. 
TL++00 


Infatti, essendo f(x) > 0 per ogni x > 0, si ha 


-e< f(a)<e > f(a)<e «> ae = 


lea 
«= l+2a> . = 0> . 1 
dia” ai” 5 Li 
Limite di una successione Un caso importante è quello delle successioni: in tal caso si ha A = 


= N, oppure A = N*. Abbiamo già osservato che +00 è l’unico punto 
di accumulazione di N, e quindi l’unico limite che ha senso considerare 
è quello per n + +o0. Si può scegliere é(e) € N ed indicarlo con il 
simbolo n(£); la definizione di limite finito per una successione n + an 
si scrive, utilizzando i quantificatori V e 3, 

( lim a =L) > 


n++00 
«> (Ve>0, In(e) e N, ve N (n>n(e)>|an-L|<e)). 
A parole: 


Il limite della successione (an) è L se, comunque si fissi una tolleranza 


€ > 0, si può trovare un indice a partire dal quale tutti i termini della 
successione distano da L meno di s. 


Analogamente, la definizione di successione divergente positivamente 
diventa 


( lim an=+0) 
n-+00 


«= (VM > 0, In(M) e N,vyn e N (n>n(M)>an>M)). 


Proprietà verificata Si può introdurre la seguente convenzione: una successione (an) veri 
“definitivamente” fica definitivamente una certa proprietà se tale proprietà è verificata per 
tutti gli indici n da uno di essi in poi (dunque per tutti gli indici tranne 
un numero finito). 
Con tale convenzione la definizione di successione convergente al limi- 
te L si legge: 


Il limite della successione (an) è L se, fissato ad arbitrio un nu- 


mero € > 0, i termini della successione appartengono definitivamente 
all’intorno I(L:;e). 


Frasi analoghe si utilizzano per le definizioni di successione divergente 
positivamente oppure negativamente. 
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Limite a destra 


I simbolix + xj, x | vo 


Limite a sinistra 


I simbolla- 2g, 2] 40 


Continuità a destra, 
a sinistra 


Proposizione 3.4-1. D 


|b Esempio 3.4-2. 


© 88-08-1148 

Sia f:A- R.exo sia punto di accumulazione per l’insieme 

A*(xo) := AN (10, +00), 
cioè per l’insieme degli elementi di A che superano xo (si osservi che tale 
insieme può essere vuoto). 

Consideriamo la restrizione di f a tale insieme, cioè consideriamo f 
come definita soltanto per x > ro. Se esiste, finito o infinito, il limite 
per x — xo di tale restrizione, tale limite viene chiamato limite a destra 
della funzione f in xo, e si scrive 

lim f(@)= Lg lim, f(x)= +00 (risp. —00), 


T-+%0 TI) 
o anche 


lim f(@)=, lim f(x)= +00 (risp. —00). 


Analogamente, se ro è punto di accumulazione per l’insieme 
AT (xo) := AN(-00, ro), 
si definisce il limite a sinistra di f in xo. che si indica nel modo seguente 


lim f(x)=L, lim f(x) =+0e (risp. — cc), 


TAI TH 
o anche 


lim f()= Lg im f(x) = +07 (risp. — 00). 
LT|To T|ZTo 
Se ro € A. ed è anche è punto d’accumulazione per A*(ro), può 
darsi che sia 
lim f(x) = f(wo): 


t-xrj 


in tal caso si dice che f è continua a destra in xo. Analogamente si 
definisce la continuità a sinistra in xo. 

Ad esempio, se f : [a,b] — R, la (eventuale) continuità di f in a è 
necessariamente una continuità a destra, la continuità in db una continuità 
a sinistra. Si verifica facilmente la seguente 


Se f : A+ R, e xo è punto di accumulazione tanto per A*(r0) quanto 
per A (xo). f ammette limite (finito o infinito) per x + xo se e solo se 
i limiti a destra e a sinistra in zo esistono e coincidono: in tal caso i tre 
limiti sono tra loro uguali. Inoltre, se xo € A, allora f è continua in zo 
se e solo se essa è continua sia a destra che a sinistra in tale punto. 


In forma schematica: 


lim f(x)=L, 
Culi ni ci bei Ro lim f(x) =L. 


Sia f: R— R definita dall’uguaglianza 
f(c) = max{z € Z;: 2< 2}, 
cioè f(x) è il più grande intero che non supera x. Se ro è intero (ro € Z) 


si trova 


lim f(2) = 0-1, his f(x) = xo = f(ro). 


xÎxro 


cioè f è continua a destra e non continua a sinistra. Se ro non è intero, 
f è continua in tale punto: 


Jim f(2) = f(c0). 
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Figura 3.4-2. 

La funzione f(x) associa ad x 
il più grande intero che non 
supera x, g(r) associa ad x il 
più piccolo intero che non è 
superato da x. 


Discontinuità 


Definizione 3.4-2. D 


Lasciamo al lettore il compito di studiare la funzione g: R— AR. 
definita da 
g(x) = min{fz e Z;x<z}: 


9(x) è il più piccolo intero che non è superato dal numero x. La tabella 
seguente mostra alcuni valori della funzioni f e g. Le funzioni f e g 
differiscono soltanto in corrispondenza degli x non interi. 


x -18 -@ 2 2.3 5.1 
f 2 Mi 2 2 5 
9 di = 2 3 6 


Le funzioni f e g vengono chiamate rispettivamente approssimazione 
intera per difetto e approssimazione intera per eccesso del numero x. Per 
le funzioni f(x) e g(x) si usano anche i simboli |x] e [x]. 


3} e 3 —+—+ 
| 
f a: ——_—_ ) 2 iù 
Ì 
11 o ua 
| Ì 
I | 
rr r1jt_. r_—rr_—_—_r—_—e—tÉrrr_—rruu 
=2 =1 I di 2 3 =@ = } 1 2 3 
| | 
——_L > 3-1 
Î 
| 
e—— i -2 —_ = 


Se ci si limita a considerare la funzione f(x), per essa si usa anche 
il simbolo [x], e si dice che f(x) è la parte intera di x (attenzione a che 
cosa accade per x < 0!). © D 


Se una funzione è discontinua in un punto xo (cioè non è continua in 
tale punto), si possono dare più eventualità, circa l’esistenza dei limiti a 
sinistra e a destra. Si è soliti porre la seguente 


Se f : A+ R, e xo è punto di accumulazione tanto per A*(r0) quanto 
per A7 (xo), si dice che ro è un punto di discontinuità di prima specie se 
esistono finiti i limiti a destra e a sinistra ma non sono entrambi uguali 
a f(xo) (perché in tal caso la funzione sarebbe continua); se invece uno 
almeno dei due limiti non esiste, oppure è infinito, si dice che ro è un 
punto di discontinuità di seconda specie. 


Dunque le funzioni f e g del precedente esempio 2 presentano di- 
scontinuità di prima specie in ogni punto x intero. Funzioni come 


f(x) = { l/x, pera>0 


0. perr<0, 
oppure 
._ J sin(1/a), pera >0 
faje Di per x < 0, 


(quest’ultima sarà oggetto del problema 3.8-1) hanno un punto di di- 
scontinuità di seconda specie per x = 0. 


Cap. 3 — Limiti e continuità 
© 88-08-1148 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


3.4-1. Tenendo presente che il limite della succes- 
sione n + 1/n è 0 (si verifichi tale affermazione!), 
calcolare il limite della successioni aventi come n- 
simo termine 
n+1 2n+1 n 
a) È 


n ui n abrea 


3.4-2. Tenendo presente che nf > n per ogni 
n>le per ogni È > 1, si dimostri che 
lim nf =+00. 


n-+00 


Se ne deduca che 


Sfruttando i risultati ottenuti. si calcolino i limiti 
delle successioni aventi come termine n-simo 
n? n? +1 n+n+1 
a) —: bb: c) “= se" 
n2+1 n? +1 
[(SUGGERIMENTO. Si divida numeratore e deno- 
minatore per n?.] 


n? 


3.4-3. Si completi lo studio della successione 
Pn 35 ita 


(7 problema 2.1-10 ed esempio 3.2-3) verificando 
che: 


i) dalla formula ricorsiva 


fari = 14, 11 = L 
n 
segue 
1 
Tn+2 Tn+153 (Tn — Tn+1), 
Tn+1”n 


dunque la successione delle differenze rn41— Tn ha 
segno alternativamente positivo e negativo: 

ii) poichè rn > 3/2 per n > 3 (T problema 2.1-10). 
dedurre dall’uguaglianza del punto precedente la 
disuguaglianza 


4 
|Pn+2 = Tata “= rn = Papi 
9 


ili) dal corollario 3 della Prop. 1.6-3 (7 formula 
(13). par. 1.6) dedurre che la successione 


converge crescendo al limite L = (1+v5)/2, men- 
tre la successione 


converge decrescendo allo stesso limite. 


3.4-4. Dimostrare che data una successione (an), 
dotata di limite finito o infinito, ogni sua sotto- 
successione (an,)reny tende allo stesso limite. 


3.4-5* Vero o falso: data la successione (an), se 
le due sottosuccessioni (@2n) € (G2n+1). costituite 
rispettivamente dai termini di posto pari e dai ter- 
mini di posto dispari, convergono allo stesso limite 
L. allora anche la successione data converge allo 
stesso limite. 


3.4-6* Vero o falso: data la successione (an), si 
sa che: 


i) le due sottosuccessioni (a2n) € (@2n+1). costitu- 
ite rispettivamente dai termini di posto pari e dai 
termini di posto dispari. sono la prima crescente, 
la seconda decrescente: 


ii) la differenza aan:1 — d2n tende a 0: 


allora è lecito concludere che la successione data 
è convergente. 


3.4-7* Sia (cn).n € N*, una successione “in- 
finitesima”: limn-+x tn = 0. Dimostrare che 
la successione delle medie aritmetiche 

. ertegt..-4%a 1 


Mni= —— —T__—_—_=-) xk 
n n 


è anch'essa infinitesima. 


(SUGGERIMENTO. Scelto e > 0 ad arbitrio. deter- 
miniamo © (dipendente da e) tale che per n > © 
si abbia |en| < €/2. Per tali n si ha 


n n n 
) Tg = ) Tk t ) Tk 
k=1 k=1 


k=©i+1 


dove l’ultima somma. in valore assoluto, non su- 
pera (n — n)e/2. Dividendo per n.... ] 


3.4-8. Indichiamo con il simbolo [x] l’approssima- 
zione intera per difetto del numero reale x (7 es- 
empio 3.4-2); studiare la funzione f : R—- R 
definita da f(x) := x — [x]. Tracciare il grafico 
di f: verificare che essa è periodica di periodo 1, 
è continua in ogni x non intero, mentre nei punti 
interi ha limite a sinistra uguale a 1 e limite a de- 
stra uguale a 0, dunque f è continua a destra e 
discontinua a sinistra in tali punti. Determinare 
gli estremi di f su : sono anche massimo e min- 
imo? 


3.5 — Alcuni teoremi sui limiti 
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Proposizione 3.5-1. D 


Limitatezza locale delle 
funzioni convergenti 


Proposizione 3.5-2. D 


Dimostrazione 


Osservazione. 


Dimostrazione 


ALCUNI TEOREMI SUI LIMITI 


Il teorema seguente mostra che, in molti casi, il limite di una funzione 
che sia somma, differenza, prodotto o quoziente di altre due funzioni, 
può essere dedotto dai limiti di queste ultime. 


Siano f.9g : A + R, con xo punto di accumulazione di A: se 


lim f(a)=a, lim g(x)=b. 
o c—-T0 


allora 
Jim (fa 9()= at a) 
im (f9)(x) = ab. (2) 


Se inoltre g(x) # 0 per ogni r # ro e db #0, allora 
Jim (4/9)(©) = a/b. (3) 


Alla dimostrazione della proposizione enunciata premettiamo il se- 
guente risultato, che mostra come le funzioni convergenti siano “local- 
mente limitate”: 


Se g è convergente per x + xo, essa è limitata in un conveniente intorno 
di Lo. 


Infatti, se limz—.ro 9(r) = db, si ha 
b-e<g(x)<b+e 


per tutti gli x di un insieme del tipo A*(xro: é): se si pone c := |b| + e, per gli 
stessi x si ha [g(x)| <c. © 0 


La proposizione precedente non si inverte: una funzione limitata in un 
intorno di xo non ha necessariamente limite per r + ro. La funzione 
segno di x, in simboli sgn(x). introdotta nel paragrafo 1.5 (7 formula 
(3) e fig. 1.5-4), è evidentemente limitata in un qualsivoglia intorno 
dell’origine, ma non ha limite per 7 — 0, avendo in tale punto limite 
a destra uguale a 1, limite a sinistra uguale a —1. 

Un esempio più elaborato, per il quale non esistono neppure i limiti a 
destra e a sinistra, verrà studiato nel problema 3.8-1. Attenzione dunque: 


Non confondere le funzioni limitate con le funzioni dotate di limite, 


cioè le funzioni regolari! 


Veniamo alla dimostrazione della Proposizione 3.5-1: 


Sia, come in precedenza, 
A*(0;5) = (A\{x0}) N (20 — 6,r0+0), 6>0. 
Scelto e > 0 ad arbitrio, esistono é' e é” (entrambi dipendenti da e) tali che 
Va € A*(x0;6), |f(a) - a]<e, 
Va € A*(x0;6"), |g(x) — b|<e. 6) 


Per gli x appartenenti all’intersezione tra A*(ro: 6°) e A*(ro: 8”) (tale inter- 
sezione è precisamente A*(ro: é), con é := min{é'", é”}), le due disuguaglianze 
precedenti valgono contemporaneamente: dunque per tali x si ha 


If(2) + g(x) — (a+b)|=|(f(2) — a) + (g(2) — D)| < 
< |f(2) — a] + [g(2) — d| < 2e, 
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dove 2e è un numero positivo ad arbitrio al pari di e. Si osservi l’utilizzazione 
della disuguaglianza triangolare in R (] prop. 1.5-2). 


La (1) è provata nel caso dell’addizione; il caso della sottrazione è lasciato 
al lettore. 

Verifichiamo la (2). Indichiamo ancora con A*(xo:é) l'intersezione tra 
A*(x0; 6") e A*(x0; 6”); per gli x di tale insieme valgono entrambe le disu- 
guaglianze (*). Dunque per gli stessi 7 si ha 


|f(2)g(x) — ab = |f(2)g(x) — ag(a) + ag(x) — ab] < 
< l9(2)||f(x) — al + [al[g(x) — b| < ce + [ale = 
= e(c + |al). 
dove s(c + |a|) è un numero positivo arbitrario al pari di e. Con la lettera 
c abbiamo indicato una quantità che maggiora |g(x)| per x € A*(xo:6): (7 
Prop. 3.5-2). 
Una volta dimostrata la (2), per dimostrare la (3) è sufficiente provare che 
1 1 


lim +. 
T+T0 g(x) b 
Dalla disuguaglianza triangolare (7 problema 1.5-10) abbiamo, per tutti 
gli x € A*(x0;6"), 
[la(@)] — Jbl] < lg(®) — dI < e. 
In particolare, per gli stessi x, si ha 
-e < |g(2)] — Jbl 


«> Ibl-=e < lg(2)]. 


Se ci si limita a considerare valori di e minori di |b|/2, come è lecito data 
l’arbitrarietà di €, si trova 


BI e ga) 
da cui infine 
1 1|_|b-g(x) 2e 
g(e)  d bg(x) |b]?” 


dove l’ultima quantità è un numero positivo ad arbitrio al pari di £. & 0 


Nell'ultima dimostrazione abbiamo sfruttato la seguente circostanza: per 
dimostrare la convergenza di una funzione, non è necessario costruire la 
funzione e + é(e) per ogni e > 0: basta esaminare gli e di un intervallo 
del tipo (0, eo], con eo positivo ad arbitrio. 

Infatti se 6(e0) > 0 è un raggio “accettabile” per 0, lo sarà a più 
forte ragione per ogni € > £0. © D 


I risultati appena dimostrati si estendono a tutti i tipi di limite con- 
siderati nel paragrafo precedente. In particolare: 


Se fig: A+ Re xo è un punto non isolato di A in cui f e g sono con- 
tinue, allora sono continue in xo anche f+g. f—9. fg e f/9, quest’ultima 
a patto che sia g(x0) # 0. 


Vedremo tra breve (| Prop. 3.6-2) che l’ipotesi g(xo) # 0, con g 
continua in xo, implica che g(x) # 0 per tutti gli x di un conveniente 
intorno di ro (proprietà di permanenza del segno). 

Si può meglio apprezzare l’importanza del corollario precedente se si 
considera il seguente problema: dimostrare la continuità, per ogni x € R, 
di una qualunque funzione polinomiale 


da 0 


Le difficoltà che si frappongono ad una verifica diretta di tale af- 
fermazione diventano rapidamente proibitive al crescere del grado n del 


p(xc) = ao +@0102+...+@n% 


3.5 — Alcuni teoremi sui limiti 
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|p Esempio 3.5-1. 


Proposizione 3.5-3. D 


Dimostrazione N 


|P Esempio 3.5-2. 


Corollario. 


Limite della funzione 
reciproca 


Proposizione 3.5-4. D 


polinomio. Mediante ripetuta applicazione del corollario precedente, ci 
si riduce invece a dimostrare la continuità delle funzioni costanti, r + c, 
e la continuità della funzione identità ida : x + x. Si consideri in 
proposito il seguente 


Consideriamo una funzione costante f(x) := c; allora, comunque si scelga 
to € R, si ha f(x) — f(cxo) =c—-c= 0; la definizione di continuità è 
evidentemente soddisfatta. 
Sia poi g(x) := x; allora 

g(x) — g(ro)=x— xo, 
quindi la condizione |9(x) — g(x0)| < € è equivalente all’altra |x — ro] < 
< €; in altri termini, nella definizione di continuità (7 Def. 3.3-2) si può 
scegliere d(e) = €. © D 
Sia f: A-—+ R, xo punto di accumulazione di A e 

lim f(a)=L; 

THT0 


allora, per ogni c reale, 


lim (cf)(e)=cL, lim |fl(2)=|L| 


TITO 


La prima affermazione segue dalla (2) della proposizione precedente ponendo 
9(x) := c; la seconda segue subito dalla disuguaglianza triangolare: 


II 121] < |f(2) — ZI. ® D 


Si osservi come dal fatto che la funzione |f| converge per x che tende 
ad xo, non segue necessariamente che f converge. Si consideri il seguente 


La funzione segno di x, in simboli sgn(x), è stata introdotta nel paragrafo 
1.5 (T formula (3)); essa vale 1 per x > 0, 0 per x = 0, —1 per x < 0. 
Dunque per x # 0 si ha |sgn(x)| = 1, e pertanto 

lim |sgn(e)|= 1, 

x_-0 


mentre il limite di sgn(r) per x — 0 non esiste (il limite a destra vale 1, 
il limite a sinistra vale —1). © D 


Si osservi però che se il limite di |f| è 0, è lecito dedurne che anche 
il limite di f è 0 (il lettore provi a dimostrarlo!). 


Se f : A + Rè continua in xo, punto non isolato di A, sono continue in 
tale punto anche le funzioni cf, per ogni c reale, e |f|. 


La Proposizione 3.5-1 non consente di determinare il limite della 
funzione 1/f(x) se f tende a 0, oppure +00 (risp. —00) per 7 + xo. 
Vale la seguente 


Sia f : A — Rcon xo punto d’accumulazione di A; se per ogni x € 
A\{xo} si ha f(x) > 0 (risp. f(x) < 0) e 


lim f(x)=0 
T-+To 
allora 
1 
lim —— = +00 (risp. — 00). 
sito (0) 


Inversamente, se per ogni x € A \ {xo} si ha f(7) #0e 
lim |f(x)| = +00, 
T_-+T0 

allora 


E 1 
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Grafico della funzione r + 1/x 
(a sinistra), della funzione 

rc 1/|x| (a destra). 


|p Esempio 3.5-4. 
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Limitiamoci alla prima affermazione. Per ipotesi, per ogni e > 0 esiste é(£) > 0 
tale che sia 0 < f(x) < e per ogni x € A*(xro:é(5)). Passando ai reciproci (si 
tenga presente la Tabella 1.5-1, punto 7) si trova, per gli stessi x, 
dui 
f(a)” e’ 


dove 1/e è un numero positivo ad arbitrio al pari di e. @ D 


Ponendo f(x) := x, dalla proposizione precedente si trae 


lim 1/x=+00, lim 1/x=-cc, 
x-+0+ +07 

dunque il limite di 1/x per x — 0 non esiste (essendo diversi i limiti a 

sinistra e a destra). Ponendo f(x) := |x| si trova 


lim 1/|x| = +00. © D 
T_-0 

d: 2 

| | 

1 | 


| 
ru rru{ruì 

-1 | ni -1 | 1 

tI 

= -1 

Î 

i | 

| 

-2! -21 


La funzione tangente 
ct f(x)=tanex 


è stata definita come rapporto tra seno e coseno, per x diverso da 
Tt/2+ kr. k intero. Consideriamo la restrizione della funzione tangente 
all'intervallo (-7/2.7/2), su cui è strettamente crescente. La funzione 
reciproca 

1 cost 


TO FA) sino” 


la cosiddetta cotangente di x, è positiva per 0 < x < 7/2 e tende a 0 
per x — 7/2 (la funzione cotangente è continua nel punto x = 7/2 ed è 
nulla in tale punto). Ne segue che 


lim tana = +00. 
xTr/2 


Tenendo presente che la funzione tangente è dispari, si ottiene facil- 
mente che 


lim tanrx = -coc, 


xl-7/2 
vale a dire la funzione tangente è illimitata tanto inferiormente quanto 
superiormente sull’intervallo (-7/2,7/2). © D 


Concludiamo con un importante teorema relativo alla composizione 
tra funzioni continue. 


3.5 — Alcuni teoremi sui limiti 
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Sia fi: AA > R, f:2: Az — R, con fi(A;) C Ax. Se fi è continua in 


to, punto non isolato di Aj, e fo è continua in yo := fi(to), punto non 
isolato di Ao, allora fo 0 fi: x fo (fi (2)) è continua in o. 


Dimostrazione 


Essendo fs continua in yo, ad ogni e > 0 si può associare un é' > 0 tale che 


fa(A2(40:6)) C (fa(vo) — €. fa(yo) +e). (+) 


D'altra parte la continuità di fi in ro assicura la possibilità di associare 
al numero 6’ un secondo numero é > 0 tale che 


fi(A1(x0; 5)) C (fi(20) - 8. fi(r0) +8) = (vo -&. vo +8"). 


Ma fi(A1) C Ax significa che si ha fi(x) € Az per ogni x € A; dunque 
l'insieme fi (Ax (20: 5), essendo contenuto tanto in A; quanto nell’intervallo 
(vo — 6. yo + 6’). è contenuto nella loro intersezione 


fi (Ax (zo: 5) E (Yo Li Yo + 8) NA2= A2(yY0: 6°). (**) 
Combinando le inclusioni (*) e (**), si ottiene 


fa(fi(A1(c0:8))) C (felyo) — e. fe(yo) +6) = 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


= (fa(fi(c0)) — e. fa(fi(z0)) +5). dia 


3.5-1. Si dimostri che si ha 
lim Va2+1 —r=0. 
r++00 
[SUGGERIMENTO. Si moltiplichi e si divida la fun- 
zione data per Vx2 +1+ x] 
Se al posto di x? + 1 si scrive x? + a con a reale. 
cambia il risultato precedente? 


3.5-2. Verificare che la funzione x + x + 1/2, 
x > 0, tende a +00 tanto per x — +00, quanto 
perxr—0. 


3.5-3. Calcolare i limiti per x — +00 e per a + 0 
delle due funzioni 


fe, 10 (3). x € R. 


[SUGGERIMENTO. Si tenga presente quanto abbia- 
mo dimostrato nel paragrafo 2.3 circa l’immagine 
della funzione esponenziale.) 


3.5-4. Tenendo presente quanto abbiamo dimo- 
strato nell'esempio 1.6-1 e nel problema 1.6-3, cal- 
colare i limiti 
3 1+2+3+...+n 
a) ba === 
n-++00 n 


2+4+6+...+2n 


b li ——_—_——___—____; 
) "ERRE 


3.5-5*. Nella proposizione 3.5-5 abbiamo dimo- 
strato che componendo funzioni continue si otten- 
gono funzioni continue. Si considerino le seguenti 
funzioni: 


per x € [0,1] 
per x € [1, +00) 


pert#1 
pera = 1, 


ga)= {0 


Si verifichi che f e g sono convergenti (cioè ammet- 
tono limite finito) per 7 — 1, mentre la funzione 
composta 9g 0 f : x g(f(x)) non lo è. 


[SUGGERIMENTO. Si traccino i grafici di f e g.] 
Se ne concluda che 


e componendo funzioni convergenti non si otten- 
gono necessariamente funzioni dello stesso tipo. 
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TEOREMI DI CONFRONTO 


La presenza in R della relazione di ordine < consente di confrontare 
funzioni numeriche reali. Più precisamente, se f,g : A + R, diremo che 
f è minorante di g (e g è maggiorante di f) se per ogni x € A si ha 


f(x) < g(2). 
Vogliamo ora stabilire quali conseguenze si possano trarre sui limiti 


di due funzioni, quando esse sono confrontabili nel senso appena definito. 
Cominciamo dal caso in cui una delle due funzioni è costante. 


Sia f: A— R, xo punto di accumulazione di A. Se per una costante c 
risulta f(x) > c per ogni x € A\{ro}, allora il limite di f(x) per x — zo 
(se esiste) è +00 oppure L > c. 
Basta studiare il caso c = 0; se così non è, si può considerare la funzione 
g(x) := f(x) — c. Sia dunque f(x) > 0 e, per assurdo, sia 

lim f(x)=L<0. 


T_T 


Scelto e < —L = |L], dunque L + e < 0, si avrebbe, per gli x di un 
conveniente insieme A*(xo; é(€)), 


L-e<f(a)<L+e<0, 


contro l’ipotesi sul segno di f. Analogamente si può escludere che f diverga 
negativamente. @ D 


Si osservi che dall’ipotesi f(x) > 0, per ogni x € A \ {zo}, non si può 
dedurre che L > 0, ma soltanto L > 0. Si rivedano, ad esempio, le 
funzioni f(x) := |x|, g(x) := x?, conxo=0. © D 


Sussiste invece l'affermazione inversa, che ci limitiamo ad enunciare 
per c= 0. 


Se f : A+ RR, xo è punto di accumulazione di A, e si ha 

lim f(x)=L>0, 

TAT0 
allora esiste 6 > 0 tale che f(x) > 0 per ogni x € A*(x0;$). Si ottiene 
un analogo risultato scambiando ovunque < con >. 


Basta scegliere e < L; per ipotesi esiste é(£) tale che, per ogni x € A*(xo; 6(€)), 
siha0<L—-e< f(x). © D 


Il risultato sussiste in particolare se f è continua; in modo formale: 


Se f è continua in xo ed è > 0 (rispettivamente < 0) in tale punto, 


esiste un intorno di xo in cui essa è > 0 (rispettivamente < 0). 


Il risultato seguente mostra che se una funzione è “costretta” tra 
altre due funzioni che tendono ad uno stesso limite, anch’essa tende a 
tale limite. Esso viene citato come teorema dei due carabinieri. 


Siano f.g,h : A + R, xo punto di accumulazione di A; se per ogni 
xe A\{xo}siha 


f(x) < g(e) < h(2) 


lim f(x)= lim h(x)=L, 
TA+T0 T_-+T0 
allora anche 


lim g(x)=L. 


T_->To 


3.6 — Teoremi di confronto 
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Esempio 3.6-1. 


Scelto e > 0 ad arbitrio, siano é' e $” due numeri positivi (dipendenti da £) 
tali che 


Va € A*(x0;d'), L-e< f(x)<L+e, 


Va € A*(x0; 6"), L-e<h(x)<L+e. 
Per ogni x € A*(0;6°) N A*(x0; 6") = A*(x0;6), con é := min{8,6"}, le 
disuguaglianze precedenti valgono entrambe; dunque per tali x si ha 
L-e<f(x)<g(x)<h(x)<L+e, 
e dunque L — € < g(xr)<L+e. © DO 


Una variante della proposizione precedente: 


Siano f,g : A — R, xo punto di accumulazione di A; se per ogni x € 
€ A\{xo} si ha f(x) < g(x), allora se f diverge positivamente per 
X — o, anche g diverge positivamente; se 9g diverge negativamente, 
anche f diverge negativamente. 


La dimostrazione è lasciata come esercizio. È chiaro che tutte le 
proposizioni valgono per tutti i tipi di limite già considerati: in partico- 
lare esse valgono per le successioni di numeri reali. 

Gli esempi seguenti sono di fondamentale importanza. 


CONTINUITÀ DELLA FUNZIONE ESPONENZIALE. 
Abbiamo già introdotto la funzione esponenziale 
r_-a”, 0<a#1, rreale; 


sappiamo che essa è strettamente crescente per a > 1, strettamente de- 
crescente in caso contrario. Vogliamo dimostrare che essa è continua 
in ogni punto della retta reale. Scegliamo xo € R ad arbitrio, e sup- 
poniamo, per fissare le idee, che sia a > 1. Allora, per ogni x > xo, si 
ha 


D<al -— a = (al —. 1), 


dove possiamo evidentemente limitarci a considerare gli 7 compresi tra 
to e to + 1. Per ciascuno di tali x sia n = n(x) il più grande numero 
naturale tale che 


1 
T-XZo,<- = NZ È 
n Xx — To 


x 


A parole: n(x) è l’approssimazione intera per difetto del quoziente 
1/(x — xo), cioè (7 esempio 3.4-2) 


0< af°(af-70 Va 1) < ato (al/r(2) sa 1) < q30 G= cb 
__ ma) 

in virtù della disuguaglianza a!/" — 1 < (a — 1)/n (1 formula (12’) del 
paragrafo 1.6 ed il problema 1.6-7). Per x | xo si ha n(r) + +00, dunque 
l’ultimo rapporto scritto tende a 0. In virtù del teorema di confronto (7 
Prop. 3.6-3) si ha dunque 

lim a” — a®° = 0, 

xIro 
cioè la funzione esponenziale è continua a destra in o. 


Per dimostrare la continuità a sinistra, si può osservare che, per 
X < o, si ha 
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0a —a|= a —a”=.af(a07? — 1) <a? — 1), 
dove l’ultima maggiorazione segue dal fatto che la funzione esponenziale 
è crescente. 
A questo punto si ragiona esattamente come nel caso 7 > ro. © D 


Dalla continuità della funzione esponenziale si può dedurre la con- 
tinuità della funzione inversa, che è la funzione logaritmica x + log, x 
(| Prop. 3.8-4). 


CONTINUITÀ DELLE FUNZIONI CIRCOLARI. 


Vogliamo dimostrare la continuità della funzione seno per ogni r € R. 
Sappiamo che, per ogni x > 0, si ha sinx < z, e di conseguenza, per 
ogni x reale, si ha 

|sina| < |a]. 


Si tenga presente che sin(—x) = — sin (la funzione seno è dispari). 
e quindi le funzioni £ + |sinx| e x + |x|] sono entrambe pari. 


Figura 3.6-1. Il valore assoluto di sin x non supera il valore assoluto di x. 


Dalle formule di prostaferesi. che abbiamo dimostrato nel paragrafo 
2.4 (formule (4’) e (4”)), abbiamo: 

: < ._ T_ To T+ To 

sinx — sinxo = 2sîn —7 COS Ò 


quindi 


T_- o 


0<]|sina — sinzo| < 2 -1=|c- ol. 


in quanto il coseno non supera 1 in valore assoluto. Per x + xo. il 
primo e il terzo membro della doppia disuguaglianza scritta tendono a 
0: lo stesso accade dunque, in virtù della proposizione 3.6-3, anche per 
la funzione intermedia: 


lim sing —sinxo=0 « lim sina=sinzo. 
TAH+TO T_-To 


La continuità del coseno si dimostra in modo analogo: essa segue 
anche dall’identità 


cosx = sin(x + 7/2), 


una volta dimostrata la continuità delle funzioni composte mediante fun- 
zioni continue (] Prop. 3.5-5). Nel nostro caso si tratta delle funzioni 


gw r+7/2, xrsinz. 


3.6 — Teoremi di confronto 
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|p Esempio 3.6-3. 


Figura 3.6-2. 

La funzione x + (sin x)/x, 

x #0, è pari e converge a 1 per 
x — 0. Il grafico in figura non è 
monometrico. 


Allo stesso modo si ottiene la continuità delle funzioni tangente e 
cotangente 


sin x cos T 
rwtang= —T, €T+_cotr= ; 
OST sina 
per tutti gli x che non annullano i rispettivi denominatori. © D 


Consideriamo la funzione 


sin a 


’ 


Files 
r 


dall’esempio precedente sappiamo che essa è continua per x # 0. Quando 
vorremo calcolare le derivate delle funzioni circolari, avremo bisogno di 
conoscere il limite 
.  SINnT 
lim 
T-0 TI 


limite che ha senso cercare in quanto 0 è punto d’accumulazione per 
l’insieme di definizione R* = R\{0}. Vogliamo dimostrare che il limite 
in questione esiste e vale 1; questo equivale a dire che la funzione 


sin a 
f*(2) lino per x #0, 
lA perx=0 


è continua per x = 0 (oltre che per ogni altro x reale). 


La funzione allo studio è pari in quanto rapporto tra funzioni dispari; 
basta dunque calcolare il limite a destra: x | 0. Abbiamo dimostrato (7 
formula (4) del paragrafo 2.4) le disuguaglianze 


0<sinrx<x<tanz, 


valide per x € (0,7/2). Dividendo membro a membro per sin, che è 


positivo per gli x considerati, si ottiene 
5 E Il 
L<5=2%€ ) 
sing costr 
cioè, passando ai reciproci, 


sing 
COST < — < 1. 
DL 


Per x — 0, cosx tende a 1, dunque il risultato segue dal teorema di 
confronto 3.6-3. 


214 


Cap. 3 — Limiti e continuità 


|p 


Esempio 3.6-4. 


Tabella 3.6-1. 


© 88-08-1148 
LIMITE DI UNA PROGRESSIONE GEOMETRICA 
Sia a > 0; vogliamo studiare il limite per n — +00 della progressione 


geometrica n + a” (si riveda la parte finale del paragrafo 2.1 e la figura 
3.1-13). Vogliamo dimostrare che 


+00, sea>1, 
lim af=<1, sea= 1, 
sic 0, se0<a<1. 
Il caso a = 1 è evidente, in quanto la successione allo studio è 


costante. Sia a > 1, e si pongaa=1+d, d > 0. Per la disuguaglianza 
di Bernoulli (7 esempio 1.6-2) si ha 


a" =(1+d)" >1+nd>nd. 


In virtù della proposizione 3.6-4 basta dimostrare che diverge posi- 
tivamente la successione n + nd: ma questo è immediato, in quanto 
nd>M «> n> M/d. 

Il caso 0 < a < 1 si riconduce a quello appena considerato. Infatti 
da 0 < a < 1 segue (T Tabella 1.5-1, punto 7) 1/a = a7! > 1; basta 
allora scrivere la successione nella forma 

1 
n 


(1/a)"' 


per ottenere il risultato dalla proposizione 3.5-4. © D 


Oltre a ritenere il risultato ottenuto nell’esempio precedente, val la 
pena di soffermarsi sul procedimento impiegato. 

Una verifica diretta della definizione di limite ci avrebbe condotto, 
nel caso a > 1, alla disequazione (in n) a” > M, la cui soluzione richiede 
la conoscenza della funzione logaritmica (sapendo che x + log, x è cre- 
scente per a > 1, si trova che la disequazione scritta ammette come 
soluzioni tutti i numeri naturali n > log, M). 


È assai più comodo minorare la successione allo studio mediante la 
successione n + nd: la verifica della divergenza di quest’ultima suc- 
cessione ci ha condotto alla disequazione di primo grado nd > M, di 
soluzione immediata. 

Possiamo riassumere in forma di tabella i risultati fin qui ottenuti 
circa il calcolo del limite di somme, prodotti e quozienti di funzioni; 
alcuni dei risultati che ora forniremo, anche se facilmente intuibili, sono 
oggetto dei problemi 3.6-1 e 3.6-6 al termine di questo paragrafo. 


Limite della somma f + g, noti i limiti delle funzioni f e g. 


s° +00 a —00 
9 
+00 +00 +00 Ù 
b +00 a+b —00 
—00 ? —00 —00 


3.6 — Teoremi di confronto 
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Tabella 3.6-2. 


Tabella 3.6-3. 


Forma indeterminata 


Limite del prodotto fg, noti i limiti delle funzioni f e g. 


F +00 a>0 0 a<0 —-00 
o) 
+00 +00 +00 ? —00 —-0%0 
b>0 +00 ab (0) ab —00 
0 ? 0 0 0 7 
b<0 —00 ab 0 ab +00 
— 00 -00 —-00 io +00 +00 


Limite del quoziente f/g, noti i limiti delle funzioni f e g. 


f +00 a>0 0 a<0 —00 


Nella terza riga dell’ultima Tabella (corrispondente al limite 0 per il 
denominatore 9g) vanno scelti i segni superiori se g è > 0 in un intorno 
del punto limite (escluso quest’ultimo), i segni inferiori se g è < 0. 

I punti interrogativi che compaiono nelle tre precedenti tabelle richie- 
dono una spiegazione. Essi significano che la conoscenza dei limiti delle 
funzioni f e g non è sufficiente alla determinazione dei limiti di f + g, 
fg e f/g9. Si veda ad esempio il problema 3.6-3, in cui si mostra che 
la somma tra una funzione positivamente divergente ed una funzione 
negativamente divergente può essere una funzione ancora positivamente 
divergente, convergente ad un limite finito, negativamente divergente 
oppure priva di limite. 

Una funzione che si presenti nella forma f + g, fg e f/g nei casi in 
cui compare un punto interrogativo nelle tabelle precedenti si dice una 
forma indeterminata (sinonimo: forma di indecisione). Ciò non significa 
che la funzione in esame sia irregolare, nel senso che sia priva di limite, 
ma semplicemente che la conoscenza dei limiti di f e g non basta: occorre 
anche sapere “come” f e g tendono ai rispettivi limiti. 

Attenzione dunque: 


Non confondere forma indeterminata con funzione irregolare! 


Nel capitolo seguente vedremo come i limiti di molte forme indeter- 
minate possano essere calcolati mediante uso delle derivate. 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


3.6-1* Siano f,g : A + R, xo punto d’accumu- 
lazione di A; sfruttando i teoremi di confronto si 
completi la proposizione 3.5-1 mediante i seguenti 
risultati: 


i) Se 
lim f(x) = +00 


T_-T0 
e g è limitata inferiormente in un intorno di o 
(cioè esiste c tale che g(x) > c per gli x tali che 
0<|c — ro] < 6, con é > 0 ad arbitrio), allora 


lim f(x) +g(x) = +00. 
T_-T0 
ii) Se 
lim f(x) = —c0 
T-T0o 
e g è limitata superiormente in un intorno di xo 


(cioè esiste c tale che g(x) < c per gli x tali che 
0<|xr—x0|< 6, con é > 0 ad arbitrio), allora 


dim f(x) +g(x) = —00. 


lim f(2)g(x) = 


+00, seL>0 
-—00, seL<0. 


e g è limitata in un intorno di xo (cioè esiste c tale 
che |g(x)| < c per gli x tali che 0 < |e — xo] < 6, 
con é > 0 ad arbitrio), allora 


im f(e)g(e) =0. 


I risultati precedenti si estendono a tutti i tipi di 
limite considerati (x + +00, x + — 00, ecc.). 
3.6-2. Si dimostri, in base alla i) dell’esercizio 
precedente, che 


lim (cr +sinx)= +00. 
T-++00 


3.6-3. Utilizzando il precedente esercizio, si co- 
struiscano due funzioni f e g, entrambe positiva- 
mente divergenti per x + +00, in modo tale che: 
i) f — g diverga positivamente; 

ii) f — g tenda ad un limite prefissato L € R: 

iii) f — g sia irregolare (cioè priva di limite); 

iv) f — g sia divergente negativamente. 

3.6-4. Si dimostri, in base alla iii) dell’esercizio 
1, che 


1, che 


3.6-6* Si dimostri che il prodotto di due funzioni 
divergenti positivamente oppure negativamente è 
una funzione positivamente divergente, il prodotto 
di una funzione positivamente divergente per una 
funzione negativamente divergente è una funzione 
negativamente divergente. 


3.6-7. Si dimostri, in base alla iii) dell’esercizio 
1, che il limite per x — +07 e per x — —c0 di un 
funzione polinomiale 


tw ag+ar+a0r +...+anx", an#0, 


coincide col limite analogo del termine direttivo 


dad. 


3.6-8* Si dimostri che il limite per x + +00 e per 
x — —07 di un funzione razionale fratta (= rap- 
porto tra due funzioni polinomiali) coincide con il 
limite del rapporto tra i rispettivi termini diret- 
tivi. Ad esempio: 

. ao+ar+a22?+...+ Gn" 

lim ——————m<_—_— y =z 

x-+00 bo + b1r + bor? +... + bima 


An/bm. sen=m 


JO sen<m 
+00, sen>m e anòm > 0 
— 00, sen>m e Anbm < 0. 


S’intende che sia an # 0, bm # 0. 
3.6-9. Calcolare il limite 


lim vr2+ar+b-%z, 


T-++t00 
con a e bd parametri reali assegnati. 
[SUGGERIMENTO. Si osservi che il radicando è cer- 
tamente positivo per x positivo abbastanza gran- 
de: si moltiplichi e si divida per Vr? + ar +b+%. 
Si confronti con il problema 3.5-1.] 


3.6-10. Si completi l’esempio 3.6-4, dimostrando 
che la successione n + a” converge a 0 se e solo 
se |a| < 1. 

[SUGGERIMENTO. Per —1 < a < 0 si applichi la 
definizione di limite; per a < —1, si osservi che a” 
è > 1 oppure < —1 secondo che ... .] 


3.6-11. Nel paragrafo 1.6 (7 formula (12’)) ab- 
biamo dimostrato la disuguaglianza 
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Vazia 
n 
valida per ogni a > 1 e per ogni n > 2. Tenuto 
conto che da a > 1 segue {a > 1, che cosa si 
deduce circa il limite della successione n + /a? 


3.6-12. A partire dall’uguaglianza 


do _ di 
n° nein-...-n° 
si deduca la maggiorazione 
n! 1 
n° n 


In base al risultato ottenuto si calcolino i limiti 
delle successioni 


n! 
no —, nHw 
n" 


n” 
pl” 
3.6-13* Vogliamo dimostrare che 


lim #n=1. 


n++00 
Si proceda nel modo seguente: 
i) posto ©n := {N - 1, se ne deduca che 7, > 0 e 
n= (140): 
ii) sviluppando con la formula del binomio il se- 
condo membro dell’ultima uguaglianza e trascu- 
rando tutti i termini tranne uno (quale?), si ot- 
tenga la disuguaglianza 
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nin—1) 2 
> 
n> 5 A 
da cui 
2 
0<cn< sn2 2 
n-1 


ili) se ne concluda che x, tende a 0, dunque x/n 
tende a 1. È possibile dedurre quanto abbiamo di- 
mostrato nel precedente problema 11 dal risultato 
di questo problema? 


3.6-14. Dall’uguaglianza 

n=vnV/n:1-...1 
(dove s’intende che il prodotto scritto contenga 
n—2 fattori uguali a 1) si deduca la disuguaglianza 
n—-2 p 
sur — 


vn 


da quest’ultima si ottenga nuovamente il risultato 
del precedente problema. 


1< WYn< 


[(SuGGERIMENTO. Si applichi la disuguaglianza 
tra la media geometrica e la media aritmetica; 7 
prop. 1.6-2.] 


3.7 PROPRIETÀ DELLE FUNZIONI MONOTONE 


Nella parte finale del paragrafo 3.1 (T Def. 3.1-4 ed esempi seguenti) 
abbiamo introdotto formalmente la nozione di funzione monotòna. Ci 
proponiamo di studiare le proprietà delle funzioni monotòne in relazione 
all’esistenza del limite. 


Proposizione 3.7-1. D 


Sia f: A+ R, xo punto di accumulazione dell’insieme 


AT (xo) := {x € Air < ro}. 


Se f è monotòna su AT (xo), esiste il limite a sinistra di f in xo e si ha 


lim f(x) = 


xÎro 


sup f(A-(xo)). 
inf f(A (xo)). 


se f è crescente, 
se f è decrescente. 


(1) 


Analogamente, se ro è punto di accumulazione dell’insieme 
A* (xo) := {x € Aix > xo} 


e f è monotòna su A*(xo), esiste il limite a destra di f in xo e si ha 


In/@-| 


inf f(A*(zo)). 
sup f(AY (xo)). se f è decrescente. 


se f è crescente, 


(2) 


Ricordiamo che f (A-(xo)) è semplicemente l’immagine mediante f 
dell’insieme dei punti di A situati “a sinistra” di xo, cioè i punti x € A 
per cui x < x0; analoghe considerazioni valgono per f (A+ (xo))- 
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TM To Le To 
Figura 3.7-1. Se f è crescente a sinistra di xo, il suo limite a sinistra in tale punto esiste e coincide con 


l’estremo superiore dei valori che essa assume su AT(r0) := AN(—00, zo). 


Dimostrazione S 


Supponiamo, per cominciare, che f sia crescente a sinistra di xo, ed ivi 
illimitata superiormente, cioè sia 


sup f(A°(x0)) = +00. 


Ciò significa che, per ogni M > 0, esiste un numero ym € f(A7(20)) tale 


che yy > M. Ma l’appartenenza di ym all’insieme f(A7(20)) significa che 
esiste un tm < ro tale che f(cm) = yYm, e quindi 


ym = f(em) > M. 


Consideriamo ora gli x € A compresi tra ©m e ro: rM < € < ro. Essendo 
f crescente, per tali x si ha 


f(x) > f(em) > M, 


cioè l’immagine tramite f di (rm, 0) (si tratta di un intervallo a sinistra di 
Lo) è tutta contenuta nell’intorno (M, +00) di +00. Ciò significa appunto che 


lim f(x) = sup F(A(20)) = +00. 
xÎxro0 

Supponiamo poi che sia 
sup f(A”(zo)) =: E< +00. 


Per ogni e > 0, il numero E — e non è un maggiorante di f(A (20)), dunque 
esiste ye € F(A (x0)) tale che 
E-Ee<uys<E. 
Come in precedenza, esiste 7: € AT (xo) tale che f(x:) = ye e quindi 
E-e< f(x.) <E. 
Per ogni x € AN (x-, co) si ha ancora, in virtù della crescenza di f, 
E-e<f(xe)<f()<E, 
e ciò significa appunto che 


lim f(x) =E=supf(A (x0)). © D 


Si ha analogamente 
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Proposizione 3.7-2. D 


Corollario. D 


D 


Esempio 3.7-1. 


Sia f: A+ R, f monotòna su A, ed A illimitato superiormente; esiste 
allora il limite di f per x — +00 e si ha 


: _ Ssupf(A), se f è crescente, 
SRI) sn (FO se f è decrescente. 


Se A è illimitato inferiormente, si ha 


; __ Jinf f(A), se f è crescente, 
E fa) = ae F(A), se f è decrescente. 


La proposizione precedente si applica, in particolare, alle successioni: 


Ogni successione crescente tende al proprio estremo superiore, ogni suc- 
cessione decrescente tende al proprio estremo inferiore: 


(Gn < Gn41, Von) > lim an =supan, 
n+00 mi 


(Gn > Gn+1, Vn) > lim an=infan. 
n+00 n 


Se si rivede l’esempio n + a”, con a > 0 (Î esempio 3.6-4), si ri- 
conosce che la successione stessa è crescente per a > 1, decrescente per 
0 < a < 1; nel primo caso il limite della successione, che è +00, è al 
tempo stesso il suo estremo superiore; nel secondo caso la successione 
è decrescente e il suo limite, che è 0, è al tempo stesso il suo estremo 
inferiore. 


Tutto ciò si estende in modo naturale alla funzione esponenziale: 


LIMITI DELLE FUNZIONI ESPONENZIALE, LOGARITMICA, POTENZA 


La funzione x + a”, x reale, è monotòna crescente per a > 1 e decres- 
cente per 0 < a < 1. Poiché per x = n ci si riduce alla successione 
nt a", già studiata nell'esempio 3.6-4, ne segue che la funzione stessa 
è illimitata superiormente se a > 1, e dunque 
lim af =4+0c0 (a>l). 
LT++00 
Analogamente, poiché a7” = (a7!)", n naturale, il limite per n + 
+00 della successione a” è 0, come il suo estremo inferiore; dunque 0 è 
anche l’estremo inferiore della funzione esponenziale x + a”, e pertanto 
lim. a” =0(a3 1). 
TL+-00 
In particolare, i risultati precedenti valgono per a = e (numero di 
Eulero), in quanto e = 2.71...> l: 
lim ef = +00, lim e =0. 
T-++00 Tr-+-00 
Poiché la funzione logaritmo è l’inversa dell’esponenziale, l’immagine 
di x — log, © è il dominio di x + a”, dunque tutto R; ne viene che gli 
estremi inferiore e superiore dell’insieme dei valori assunti dalla funzione 
logaritmica sono rispettivamente —c0 e +00. Se a > 1, e dunque la 
funzione x + log, x è crescente, si ha dunque 
lim loggg= +00, limloggr=—c0. 
r>+0%0 0 JO Sa 
Combinando i risultati ottenuti, si possono ottenere i limiti della 
funzione potenza x + x° = exp(cln x), c reale, x > 0. Si trova 


& +00, sec>Q0, e 0, sec> 0, 
0, se c<0, 210 = | +00, sec<0. 


Al riguardo, si rivedano le figure del paragrafo 2.3. © D 
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Laboratorio 3.7-1 


Tabella 3.7-2 
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Se f è una funzione > 0 e 9g è una funzione a valori reali, è definita 
la funzione 
f9 = ef. 
Quanto abbiamo appena visto circa i limiti delle funzioni esponen- 
ziale e logaritmica ci consente di costruire una tabella relativa al limite 


della funzione f?, analoga alle tabelle costruite al termine del paragrafo 
precedente, relative alle funzioni f + 9g, fg e f/g. 


Limite della potenza f?, noti i limiti delle funzioni f e g. 


Nota: la funzione f è > 0 in un intorno del punto limite (escluso al più 
quest’ultimo). 


Come nelle precedenti tabelle 3.6-1, 3.6-2 e 3.6-3, la presenza di punti 
interrogativi corrisponde a forme indeterminate della potenza f?. 


IL NUMERO e DI EULERO 


Nella parte finale del paragrafo 2.3 abbiamo introdotto, in modo intui- 
tivo, il numero di Eulero e = 2.718281.... Vogliamo ora darne una 
definizione rigorosa. Consideriamo le successioni (an) e (bn), n € N*, 
definite ponendo 


n 1 n+1 
On = (141) > (0a (141) , 
n n 


Per n + +00 la base delle potenze che definiscono tanto an quanto 
b, tende a 1 mentre l’esponente tende a +00; con riferimento alla tabella 
3.7-1 si tratta dunque di due forme indeterminate del tipo 1*°°. 


n 

2 2.25 3.375 
4 2.441406 3.051 758 
8 2.565 784 2.886 508 
16 2.637928 = 2.802799 
32 2.676990 2.760 646 
64 2.697 342 2.739 488 
128 2.707 7402.728894 
256 2.713990 — 2.723 588 
512 2.715620 = 2.720924 
1024 2.716944 = 2.719597 
2048 2.717 598 2.718.925 


Alcuni termini delle successioni n + an, n+ bn (valori arrotondati alla 
sesta cifra decimale). 
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Dimostrazione S 


Studiamo da vicino le due successioni date: evidentemente si ha 
@n < bn per ogni n, in quanto db, /an = 1+1/n > 1. Se si esaminano 
alcuni valori delle successioni assegnate (| Tabella 3.7-2) si è indotti a 
congetturare che la successione (an) sia strettamente crescente e la suc- 
cessione (bn) sia strettamente decrescente: vedremo tra un istante che 
ciò è effettivamente vero, e quindi gli intervalli (an, dn] formano una suc- 
cessione di intervalli incapsulati (7 Corollario 3 della Proposizione 1.6-3). 


Dimostriamo che la successione (an) è strettamente crescente. Tenendo pre- 
sente che 


nn (141) (5) 
n n 


si trova, dopo qualche passaggio. 


Gi _ (RLY (e nr 
An-1 a n n = 


Applichiamo la disuguaglianza di Bernoulli (] esempio 1.6-2) alla potenza 


6-5)" 


essa afferma che (1+ d)” > 1+ nd, per ogni naturale n e per ogni d > —1. 
Ponendo d := —1/n?, con n > 1, si trova 


TS 1 1 
((-3) =lraaleiy 


ma ciò equivale a dire che il rapporto mediante il quale abbiamo espresso 
an/an-1 è > 1 quindi (an) è strettamente crescente. 


In modo analogo si dimostra che la successione (bn) è strettamente decre- 
scente. @ D 


A questo punto possiamo affermare che 


lim an=supan<infbn = lim bn. 
n-++00 n n n-+00 


Ma la differenza bd, — an tende a 0 per n + +00, in quanto 


b 1 
0<bn—@Gn=0n (2-1)-@ (1+1-1)-£< 
An n n 


e l’ultimo rapporto scritto tende a 0 per n + +00. Dunque le successioni 
an € br convergono allo stesso limite e porremo 


1 n 1 n+1 
e:= lim (1 + 1) = lim (1 + 1) ; 
n-+00 n n_-+90 n 


Un valore approssimato di e è 
e = 2.71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 ... : 


si può dimostrare che e è un numero irrazionale, cioè non è esprimibile 
come rapporto tra due interi (| par. 7.1). © D 
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Figura 3.7-2. 

Consideriamo la spezzata 

che esce dal punto (0,1), 
costruita in base alla seguenti 
regole: le ascisse dei vertici 
scompongono l’intervallo [0, 1] 
in n parti uguali (n > 1): 

ogni lato della spezzata ha 
come pendenza (coefficiente 
angolare) l’ordinata del proprio 
estremo sinistro. L’ordinata 
finale è (1+1/n)”. In figura le 
spezzate di 1, 2,3 e 4 lati. 


Per renderci conto della genesi della successione n + (1+1/n)”", consideriamo 
una grandezza che, a partire dal valore 1, aumenti con velocità uguale al 
valore della grandezza stessa. Possiamo immaginare il caso, poco realistico, di 
un capitale che renda il cento per cento all’anno. Se inizialmente esso vale 1 
(diciamo 1 milione) e l’interesse viene calcolato annualmente, dopo un anno il 
montante (capitale + interesse) vale 1 + 1 = 2 (milioni). Se invece l’interesse 
viene calcolato semestralmente, il montante è 1 + 1/2 dopo il primo semestre, 


e 
(1+3)+(1+3)}=(1+3)=1>2 
2 da 2/ # 
alla fine dell’anno (l’interesse corrisposto al termine di ogni semestre è pari 
alla metà del capitale all’inizio dello stesso semestre). 


Se l’interesse viene calcolato ogni quadrimestre, avremo 1 + 1/3 dopo 
il primo quadrimestre, (1 + 1/3) + 1/3(1+ 1/3) = (1+ 1/3)? al termine del 
secondo quadrimestre, e 


(1+3) +3(1+3) = (143) =%>2 
3 3 3) © 3 (OTO 4) 
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|p Esempio 3.7-3. 


Figura 3.7-3. 
Se x è una stima per eccesso di 


va, allora 2 := a/x è una stima 
per difetto della stessa radice. 


al termine dell’anno. È chiaro che se l'interesse viene calcolato ogni mese si 
ottiene un montante pari a (1 + 1/12)!?, se viene calcolato giornalmente si 
ottiene (1+1/365)999. 


In generale, se l’anno viene diviso in n parti uguali, al termine di cia- 
scuna delle quali viene calcolato l’interesse, il montante finale è (1+ 1/n)", 
cioè proprio la quantità an. Nasce così il problema di studiare la successione 
NY n, e di determinarne il limite. Questo limite corrisponde al montante 
che si verrebbe ad accumulare in un anno se l’interesse venisse calcolato in 
modo continuo. È anche chiaro che le considerazioni intuitive che abbiamo 
appena svolto rendono prevedibile l’andamente strettamente crescente della 
successione allo studio, cosa che noi abbiamo già dimostrato. 


CALCOLO DELLA RADICE QUADRATA 


Vogliamo costruire un procedimento per l’approssimazione della radice 
quadrata di un qualsivoglia numero a > 0. Possiamo limitarci a consi- 
derare il caso a > 1; in caso contrario, posto b := 1/a > 1, la radice di a 
si otterrà come 1/vb. 

L’idea di base, che risale, a quanto pare, al matematico greco alessan- 
drino Erone, vissuto tra il 1° e il 2° secolo d.C., è la seguente: se x è 
un qualsivoglia numero > a (cioè una stima per eccesso di tale radice), 
allora il numero 


sarà una stima per difetto, cioè sarà 0 < 2 < va. Infatti da x? 


segue 


> a 


2 
a a 
pa a 


N 


=a. 


T 
Valdi) 


Se si fa la media aritmetica tra una stima per difetto ed una stima 
per eccesso, nel nostro caso 
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zii (0+°) 
OO x)’ 


si ottiene una nuova approssimazione della quantità ya che, verosimil- 
mente, è migliore delle due precedenti. 

Sia dunque a > 1, e sia ro un qualsivoglia numero > va. Lo stesso 
numero a può servire come valore iniziale ro: infatti da a > 1 segue, 
moltiplicando per a, a? > a, cioè a > Va. Costruiamo le due successioni 
(cn) e (2n) così definite 


1 
Tn+1 = 35 (+1). nen, (3) 


Dimostriamo che si ha 
Zn4i < In < Va < En4i £ Tn, perognin>0. 


Evidentemente basta dimostrare le due disuguaglianze Va < tn+1 < 
< €n. perché le due restanti seguono dalla definizione di zn. 
Dimostriamo per induzione che an < va per ogni n, anzi, vale la disu- 
guaglianza stretta cn > va, a meno che non sia ro = va, nel qual caso 
tutti i termini x, (e quindi i termini zn) coincidono con va. 

Per ipotesi si ha ro > va. Supponiamo che sia rn > v@: allora 


2 
2 1 2,0 
Tn+1 = ri È st 5 +2) x 
La tesi, din > a. diventa 


2 a? 2 a? a \? 
+ G+2a>da > +5 -2a>0 (2-t) > 0. 
Da CÀ Tn 


Dunque la successione (rn) è limitata inferiormente da Va. Dimostriamo 
che la successione stessa è monotòna decrescente. Si tratta di dimostrare che 


1 a a 
= In+ 2) <on > ont t<2mn 
2 Tn Tn 


a 
> — <cn > a<crì, 
Ta 


e l’ultima disuguaglianza è un modo diverso di scrivere V@ < tn. 
Dunque la successione (rn) converge decrescendo ad un limite L > va. 
Dimostriamo che L = va. Infatti dalla (3). passando al limite, segue 
L=; (+7) Ser=r+i Sit za 
Si osservi che se a è un numero razionale e xo viene scelto anch'esso 
razionale, tutti i termini delle due successioni (rn) e (2) sono razionali, men- 
tre, in generale, Va è irrazionale. © D 


Una proprietà importante legata alla monotonia è l’iniettività: infatti 
se f : A— Rè strettamente monotòna essa è certamente iniettiva, cioè 


(11.72 € A. x1# 22) = (f(21) # f(22)). 


La condizione di iniettività si può scrivere anche 


(f(21) = f(x2)) = (21 = x2). 
cioè l'equazione (in x) f(x) = y ammette al più una soluzione, e ne 
ammette una (e quindi una sola) se e solo se y appartiene all'immagine 
di f, indicata con f(A). Se y € im f = f(A). sempre nell’ipotesi di f 
strettamente monotòna quindi iniettiva, l’umica soluzione dell’equazione 
f(x) = y si denota x = f-!(y). e la funzione 


ff) A 
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|p 


|p 


Esempio 3.7-4. 


Esempio 3.7-5. 


che ad ogni y € f(A) associa x = f7!(y) è la funzione inversa di 
f, già introdotta nel paragrafo 2.1. Si vede dunque come il problema 
dell’inversione di una funzione monotòna è legato al problema della de- 
terminazione della sua immagine. 


Consideriamo una funzione affine f : R + R, dove 
f(a):=ma+q. 


Sappiamo (î esempio 3.1-7) che essa è strettamente monotòna se 
(e solo se) m # 0. Volendo invertire tale funzione siamo condotti 
all’equazione (in x) 


mxr+t+q= y. 


che fornisce 

1 
q=—(y-9). 

m 


Il fatto che tale equazione sia univocamente risolubile qualunque sia 
y € R prova che f(R)= R. cioè f è suriettiva. e che f-1 : R+- Rsi 
scrive 


Py tW-9. 


Indichiamo col simbolo R. l’insieme dei numeri reali > 0: 
R, {ee R;e=0}=[0,+-%9). 
2 


Consideriamo la funzione f : R. — R., definita da f(x) := x°: 
abbiamo già osservato (7 esempio 2.1-4) che essa è strettamente cre- 
scente. 


Per dimostrare che essa è suriettiva, cioè f(R.) = R., occorre di- 
mostrare che per ogni y > 0 esiste una (ed una sola) soluzione in RL 
dell'equazione x? = y. Questo è precisamente quanto è stato dimostrato 
nel caso particolare y = 2, nel paragrafo 1.3, sfruttando la completezza 
di R. 

Il risultato sussiste in generale, e può essere dedotto, come vedremo 
nel paragrafo seguente (| prop. 3.8-4), combinando il fatto che f è con- 
tinua (f è una funzione polinomiale) con il fatto che R. è un intervallo: 
vedremo che ciò implica che anche f(R4) è un intervallo che coincide 
necessariamente con R. stesso, in quanto contiene al tempo stesso 0 e 
numeri arbitrariamente grandi. La funzione inversa di f è 


fl:iy vy. © D 


Come mostrano i due esempi precedenti, il caso di maggiore interesse 
per le applicazioni è il seguente: è data una funzione f : I — R (con 
I intervallo di R) strettamente monotòna e continua su I e si vogliono 
informazioni su f7!. Il risultato a cui vogliamo pervenire è il seguente: 
nelle ipotesi ammesse, l’immagine im f = f(I) è ancora un intervallo e 


Sf) 
è anch’essa strettamente monotòna e continua. In particolare, se I = 
= [a,b] è un intervallo limitato e chiuso, f(/) è un intervallo dello stesso 
tipo. 
Per ottenere questo importante risultato dobbiamo innanzitutto stu- 
diare le funzioni continue su un intervallo I di R: troveremo che l’imma- 


gine f(I) è ancora un intervallo, anche se la funzione f non è monotòna; 


in un secondo tempo aggiungeremo alla condizione di continuità quella 
di stretta monotonia. 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


3.7-1. Si dimostri che ogni funzione composta 
mediante due funzioni crescenti oppure decrescen- 
ti è crescente, ogni funzione composta mediante 
una funzione crescente ed una decrescente è de- 
crescente. 


3.7-2. Siano f,g : A + KR due funzioni crescenti 
oppure decrescenti; si dimostri che f+9g gode della 
stessa proprietà. 


3.7-3. Sia f : [-a,a], a > 0, una funzione pari 
(f(x) = f(—) per ogni x del dominio); si dimostri 
che se f è monotòna su [-a, a], essa è necessaria- 
mente costante. 


3.7-4. Sia f : [-a,a]), a > 0, una funzione di- 
spari (f(x) = — f(-) per ogni x del dominio); si 
dimostri che se f è crescente su [0, a], essa è tale 
su [-a, a] ed in più si ha f(x) > 0 perxa > 0, 
f(x) <0 pere <0. 

[SUGGERIMENTO. Si cominci col dimostrare che 


f(0)=0.] 


3.7-5. Siag: A—+ Rcon g(x) > 0; si dimostri 
che se g è crescente allora 1/9 è decrescente e 
viceversa. 


3.7-6. Siano f,g : A — R, con f crescente, 9g 
decrescente, e f(x) > 0, g(x) > 0 per ogni r€ A. 
Si dimostri che f/g è decrescente. Si combini il 
risultato appena ottenuto con quello del problema 
3.7-4 per verificare che la funzione 7 + tan è 
strettamente crescente su (—7/2,7/2) . 


3.7-7* A partire da un assegnato numero a > 1, 
la successione (rn) è definita in modo ricorsivo 
ponendo 


Do i=G End = W%; DEN. 


A parole: a partire da un assegnato numero > 1, 
si genera una successione in cui ogni termine è 
la radice quadrata del termine precedente. Spe- 
rimentando con una calcolatrice, a partire da un 
qualsivoglia numero a > 1 (si provi, ad esempio, 
con a = 2), si trova una successione decrescente, 
che, dopo un numero abbastanza elevato di itera- 
zioni, si stabilizza sul valore 1. Si dimostri che: 

i) si ha ©, > 1 per ogni n (dunque il risultato 
della sperimentazione numerica è imputabile al 
fatto che la radice viene calcolata in modo neces- 
sariamente approssimato); 

ii) la successione (n) è monotòna strettamente 
decrescente, dunque tende ad un limite L > 1 (7 
Prop. 3.6-1 e l'osservazione ad essa seguente); 


ili) dalla disuguaglianza (12’) dal paragrafo 1.6 

(Va <14+ (a — 1)/2) si deduca che 

1+%n 
2 

e dunque, passando al limite per n + +00, 


siste. 


VERTE 


Se ne concluda che L = 1. Studiare il compor- 
tamento della stessa successione a partire da un 
numero a con 0 <a < 1. 


3.7-8* Dati due numeri a e b, con 0 < a < b, 
si consideri la coppia di successioni (xn) e (Yn) 


definite ricorsivamente ponendo 
Toi=i@ Vo:=d; 


Int Un 


TCn+1!= VInYn: YUn+1:= 2 


Si verifichi che, per ogni n, si ha 


neN. 


Tn £ Cn+1 £ Unti S Uni 


cioè ([tn,Yn]) è una successione di intervalli inca- 
psulati (f Corollario 3 della Prop. 1.6-3), ed inoltre 


1 
Un+1 — Int1 £ 3 (gia —a): 


dove tutte le disuguaglianze sono strette (si ha < 
in luogo di <) tranne il caso in cui a = b. Se ne 
concluda che le successioni (x) e (Yn) convergono 
ad un limite comune L, detto media aritmetico- 
geometrica dei numeri a e b. 


3.7-9* Completare lo studio delle successioni (x ) 
e (zn) introdotte nell'esempio 3.7-3 (calcolo della 
radice quadrata) mostrando che, posto 


en = Tn Va, 
si ha 
2 2 
e +1 = Sa < n 
us : 
Dn  2va 


A parole: ad ogni iterazione, la differenza tra xn 
ed il suo limite è maggiorata, a meno di una co- 
stante, dal quadrato della differenza analoga alla 
iterazione precedente. Si dice che la successione 
(tn) ammette convergenza quadratica. 


3.7-10. Se a > 0, la successione n + a” è mono- 
tòna, e dunque dotata di limite. Dalla relazione 
a"+*! = a- a", passando al limite per n — +00, 
si deduca che il limite stesso, se esiste finito, non 
può essere altro che 0 oppure 1. 


3.7-11* Vogliamo dimostrare che la successione 
n-—- a"/n! tende a 0 per ogni a > 0. Si verifichi 
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innanzitutto che la tesi è evidentemente vera per 
a < 1 (perché?). Si ponga poi 

a 
si verifichi che la successione allo studio può essere 
definita ricorsivamente mediante la legge 


a 
To=il, Tni==Tn-1, pernz I. 
n 


Dalla definizione ricorsiva si deduca che la succes- 
sione (rn) è monotòna decrescente, almeno da un 
certo indice n in poi (da quale indice esattamente? 
La condizione rn < Tn-1 equivale alla condizione 
a/n... ; v. fig. 3.7-4). Se (rn) è monotòna decre- 
scente per gli indici n maggiori di un certo n(a), 
allora per tali indici n si ha 


a a 
In=—-ITn-1£ — In(a): 
n n 


da cui finalmente 2, — 0 per n + +00. 

Più semplicemente si osservi che, poiché (rn) è 
una successione monotòna decrescente, almeno da 
un certo indice in poi, ed è limitata inferiormente 
da 0 allora essa converge ad un limite L > 0; ma 
dalla relazione ricorsiva segue, passando al limite 
per n + +00, L=0-L, da cui finalmente L= 0. 


3.7-12. Si consideri la successione definita ricor- 
sivamente ponendo 

ai i= v2, Ong i=V2H4+Gn, 21 
Si dimostri che an < 2 per ogni n, e si deduca 
da ciò che la successione in esame è strettamente 
crescente. Detto L < 2 il limite della succes- 
sione, passando al limite nella formula ricorsiva 
che definisce an+1 si ottenga L = 2. 
[SUGGERIMENTO. Per la disuguaglianza an < 2 si 
proceda per induzione; si utilizzi poi la disugua- 
glianza tra media aritmetica e geometrica nella 
forma a + b > 2Vab (1 problema 1.5-15).] 


1 3 
0.8 2.5 
0.6 # 

1.5 

0.4 
1 
0.2 i 


2 46 8101214 


2 4 6 8101214 


3.7-13* Si considerino n+1 numeri, di cui il primo 
uguale a 1 ed i restanti n uguali a 1+1/n, con n > 
1; si verifichi che la media aritmetica dei numeri 
assegnati vale 


al 
NEGLI? 


mentre la loro media geometrica vale 


n+t1l 1 + di s 
nl 
Si scriva la disuguaglianza tra la media geometrica 
e la media aritmetica (] Prop. 1.6-2); elevando 


entrambi i membri alla potenza n + 1 si deduca 
che 


1 n rl n+1 
(1+1) <(1+4,) 
n n+1 


cioè la crescenza della successione n + (1+1/n)", 
che converge al numero e. 


3.7-14* Scrivendo la disuguaglianza tra media 
geometrica e media aritmetica relativamente ai 
numeri 


: NNO > PARA - QUER 
’ Dl 3, , n 


si ottenga la disuguaglianza 
1 _1t1/2+1/3+...+1/n 
vVn! n 


In virtù di quanto abbiamo dimostrato nel pro- 
blema 3.4-7, la successione a secondo membro è 
infinitesima, tale essendo la successione n 1/n. 
Se ne concluda che limn_.+x Yn! = +00. 


2 4 6 8 10 1214 


Figura 3.7-4. Alcuni termini della successione n + a"”/n!, per a = 0.75, a = 2.5, a = 5 (da sinistra a destra). Si 
osservi la scala sull’asse delle ordinate: il valore della base a si legge per n = 1. 
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PROPRIETÀ DELLE FUNZIONI CONTINUE SU UN 
INTERVALLO 


Ricordiamo che una funzione f : A + AR si dice limitata se tale è la sua 
immagine f(A). Diremo che f : [a,b] —+ AR è continua su [a, b) se essa è 
continua in ogni punto di [a, b] stesso. 


Se f : [a.b] — Rè continua su [a, b), essa è ivi limitata. 


Supposto per assurdo che f, per esempio, sia superiormente illimitata, divi- 
diamo l’intervallo Io := [a, b) mediante il punto medio in due intervalli, su uno 
(almeno) dei quali f è superiormente illimitata: sia I, := [a1, 1]. Ripetendo, 
relativamente ad /1, lo stesso procedimento, e proseguendo in modo analogo, 
si ottiene una successione di intervalli Jo D I1 D+: D In D+, in ciascuno 
dei quali f è superiormente illimitata. 

Indichiamo con 7 il punto comune a tutti gli intervalli, la cui esistenza ed 
unicità discende dal Corollario 3 della Proposizione 1.6-3: per la continuità 
di f in © esiste un intorno I(7,é) in corrispondenza del quale f è limitata 
(T Proposizione 3.5-2). Ciò è in contrasto col fatto che, almeno per n abba- 
stanza grande, /, è contenuto in I(7, 6) e in In la funzione f è superiormente 
illimitata. 

Si conclude che f non è superiormente illimitata su [a, b], e quindi è dotata 
di estremo superiore finito, e”: in modo analogo si prova che esiste finito 
l'estremo inferiore. © D 


Se l’intervallo di definizione della funzione continua f non è chiuso, 
oppure se esso è illimitato, la tesi della proposizione precedente non 
sussiste: si consideri, ad esempio, la funzione f : x + 1/x sull’intervallo 
(0, 1] (î esempio 3.1-1), e la funzione f(x): x + x sull’intervallo [0, +00). 


Il risultato seguente è citato come teorema di Weierstrass, dal nome 
del matematico tedesco Karl Weierstrass (1815-1897): 


Se f : [a.b] — Rè continua su [a,b], essa è dotata di massimo e di 
minimo. 

Come già sappiamo (7 Def. 3.1-1) l’enunciato del teorema significa 
che l'immagine im f = f([a, b]) è dotata di massimo e di minimo. Abbia- 
mo osservato poco sopra che se f è continua su un intervallo non chiuso, 
oppure su un intervallo illimitato, essa può essere illimitata, e dunque 
la tesi del teorema enunciato non sussiste. Analogamente. l’ipotesi di 
continuità non può essere abbandonata: la funzione f : [0,1] — R, 
definita come f(x) := x, per 0 < x < 1, e f(1) := 0, non ammette 
massimo, in quanto il suo estremo superiore, che è 1, non è un valore 
assunto dalla funzione stessa. Ciò è legato al fatto che la funzione appena 
definita non è continua per x = 1. 


Occorre dimostrare che i numeri 
e := inf f((a,b)), E:=supf([a,b)) 


(che si tratti di numeri reali segue dalla proposizione appena dimostrata) 
appartengono all'immagine di f, e dunque sono rispettivamente il minimo 
ed il massimo della stessa immagine. Si tratta di far vedere che esistono 
1,2 € [a,b] tali che f(c1)=e, f(c2)= E. 

Supponiamo, per assurdo, che f non ammetta massimo: dunque f(x) < E 
per ogni x € [a, b] e quindi la funzione 

1 
°° E_ fa) 


è definita e continua su [a,b], essendo il denominatore della frazione scritta 
diverso da 0. Ora E, in quanto estremo superiore della funzione f, è il minimo 
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Lemma. D 


Dimostrazione S 


Il teorema dei valori 
intermedi 


Proposizione 3.8-3. D 


Dimostrazione S 


tra i maggioranti dell’insieme dei valori assunti da f, e quindi, per ogni e > 0, 

E — e non è un maggiorante. Ciò significa che esiste x. € [a, b] tale che 

1 1 

e <F-faj 1 
Poiché e è positivo ad arbitrio, tale è anche 1/e; l’ultima disuguaglianza 

implica che g è illimitata superiormente, mentre in virtù della proposizione 

precedente essa dovrebbe essere limitata. Analogo ragionamento per l’estremo 

inferiore. © 0 


f(cx:) > E-e « e>E- f(x) > 


Sia f : [a,b] — R, continua su [a, b). Se f(a) e f(b) hanno segno opposto, 
esiste (almeno) un x € (a, d) tale che f(x) = 0. 


A parole: 


Una funzione continua su un intervallo non può passare da valori 


negativi a valori positivi senza annullarsi almeno in un punto. 


Usiamo una tecnica di bisezione dell’intervallo [a, b] simile a quella usata per 
la dimostrazione della Proposizione 3.8-1. Dividiamo l’intervallo [a,b] in due 
parti mediante il punto medio c = (a + b)/2. Se f(c) = 0 la tesi è dimostrata. 

In caso contrario uno (ed uno solo) dei due intervalli [a, c] e [c, b] si trova 
nella stessa situazione dell’intervallo dato, nel senso che la funzione f assume 
valori di segno opposto negli estremi. Sia [a1,b1] tale intervallo. Su {[a1, di] 
si procede mediante dimezzamento; se nel punto ci = (@1 + b1)/2 la funzione 
s’annulla, la tesi è dimostrata, altrimenti ... . 

In conclusione: o dopo un numero finito di dimezzamenti si trova un punto 
in cui la funzione f s’annulla, oppure si viene a costruire una successione 
[an, bn], n € N, di intervalli incapsulati (ciascuno ottenuto dimezzando il 
precedente), negli estremi dei quali la funzione assume valori di segno opposto: 
S(an)- f(bn) <0. 

Per il Corollario 3 della Proposizione 1.6-3, tali intervalli hanno in comune 
un unico punto 7, che è anche limite delle due successioni (an) e (bn). Poiché 
f è continua, passando al limite nella disuguaglianza f(an): f(bn) < 0 si trova 
f(£)? < 0 (7 Prop. 3.6-1 e l’osservazione che segue la dimostrazione), ma dato 
che il quadrato di un numero reale è in ogni caso > 0, non può che essere 
fi © D 


Il risultato seguente viene talvolta citato come teorema dei valori 
intermedi: 


Sia f :I— R, continua sull’intervallo / della retta reale. Se per i punti 
X1,rx2 € I si ha 


yi := f(c1) < y2:= f(22), 


allora per ogni y compreso tra yi e Y2, cioè Yi < Y < Y2, esiste (almeno) 
un x appartenente all’intervallo di estremi x1 e x2 per cui f(x) = y. 


A parole: 


Una funzione continua su un intervallo non può assumere due valori 


senza assumere tutti i valori intermedi. 


Supponiamo, per fissare le idee, che sia 71 < 72 e consideriamo la funzione 
g(2) := f(e) = y 

sull’intervallo [r1, c2]. Si ha 
g(c1)= f(r1) -y=y1-y<0. g(r2)=f(x2)-y=y2-y>0, 


dunque g si trova, relativamente all’intervallo considerato, nelle ipotesi previste 
dal precedente lemma. Esiste dunque x € (21,2) tale che 
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ga)=0 «> f(c)=y. “n 


Se f :I-— Rè continua sull’intervallo I della retta reale, la sua immag- 
ine f(I) è ancora un intervallo. 


È semplicemente un altro modo di formulare il teorema precedente: 
f(I) contiene ogni numero y compreso tra due numeri y1,Y2 appartenenti 
a f(1). 

Se f : [a,b] + Rè continua su [a,b], la sua immagine f([a,b]) è ancora 
un intervallo limitato e chiuso. 


Sia e := min f([a,b]) = f(c1), E := max f([a,b]) = f(x2) (7 Prop. 3.8-2); si 
ha 


f({a,b]) = [e E] = [f(21), f(22)). 
Basta applicare la Proposizione 3.8-3 all’intervallo [x1, x2]. © D 


Siamo in grado di dimostrare il risultato annunciato al termine del 
paragrafo precedente. 


Sia f:I-— Rocontinuae strettamente monotòna sull’intervallo / della 
retta reale. Posto Y := f(I), la funzione inversa f71 : Y + I è continua 
e strettamente monotòna sull’intervallo Y. 


Abbiamo già dimostrato che Y è un intervallo. Supponiamo che f sia stretta- 
mente crescente; tale è anche f 71. Se così non fosse, esisterebbero y1 e y2 € Y 
con Y1 < yY2 e 


f@)> fa) 
Applicando la funzione f alla disuguaglianza scritta si otterrebbe 
ff) => f(I(2)) =, 


contro l’ipotesi che sia y1 < y2 (si tenga presente che f o f7! è la funzione 
identità su Y). 


a fuo-eey 
Y=65 TT 


fl 


f7((vo — 6, vo]) 


Se yo è distinto dall’estremo sinistro di Y, dimostriamo la continuità a 
sinistra di f in yo. Sia 


xo := Sf" (yo) = f(0) = yo; 


To è distinto dall’estremo sinistro di I. Scegliamo e > 0 in modo che sia 
[ro — e, ro] C I ; sapendo che f è continua e strettamente crescente, si trova 
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Esempio 3.8-1. 


Esempio 3.8-2. 


Esempio 3.8-3. 


f([ro — €, 20]) = [f(20 — €), f(z0)] = [f(z0 — €), vol. 


con f(xo — €) < f(ro). Scegliamo 6 = $(£) > 0 in modo che sia 


(vo — 6, yo] E [f(c0 — €); vo]; 
cioè 0 < 6 < f(x0) — f(co — €). Allora 


Î7 ((vo — 6, vo]) E (0 — €, col; 


ma l’ultima inclusione esprime precisamente la continuità a sinistra di f} in 
Yo. Analogamente si ragiona a destra. @ 0 


LA FUNZIONE RADICE n-SIMA 


Abbiamo già considerato più volte la funzione x + x. per x > 0 
(T esempi 2.1-4 e 3.7-5), ed abbiamo osservato che essa è iniettiva in 
quanto strettamente crescente; essendo continua ed avendo come do- 
minio l’intervallo R. = [0, +00), essa ha come immagine ancora un 
intervallo. Ma tale intervallo, dovendo contenere 0, valore assunto dalla 
funzione nell’origine, ed avendo come estremo superiore +00, non può 
essere che R. stesso. 

Le stesse considerazioni valgono per la funzione x + x”, per ogni 
naturale n > 2 (per quanto riguarda l’estremo superiore della funzione, 
si tenga presente che, per x > 1, si ha x” > 2°). 

In conclusione: per ogni n > 2, la funzione continua x + x” è una 
biiezione strettamente crescente di R. su se stesso; la funzione inversa 


ZH Vr, 


gode delle stesse proprietà. 


LA FUNZIONE LOGARITMO E LA FUNZIONE POTENZA 


Abbiamo già dimostrato (7 Prop. 2.3-2) che l’immagine della funzione 
TH a, a e R0<a # 1, è R* = (0,+00). Sappiamo (] esempio 
3.6-1) che la funzione esponenziale è continua. Dalla Proposizione 3.8-4 
segue la continuità della funzione 7 + log, x, 0 < a # 1, avente RY 
come dominio e R come immagine. 


Dalla continuità delle funzioni esponenziale e logaritmica segue (7 
Prop. 3.5-5) la continuità della funzione potenza 


crHwar=a008% r>0. 
Abbiamo anche dimostrato (7 esempio 3.7-1) che, per c > 0, si ha 


lime“=0. 
xJ0 


Se dunque si pone 
0°:=:0(e=0), 


in analogia con quanto risulta per c = n, oppure c = 1/n, n € N*, si ha 
che la funzione continua x + x° è una biiezione strettamente crescente 
di R., su se stesso. La biiezione inversa, anch’essa continua, è r + x1/°. 
Questo risultato generalizza quello del precedente esempio 1. Si rileggano 
attentamente le considerazioni finali del paragrafo 2.3. 


LE FUNZIONI ARCOSENO, ARCOCOSENO, ARCOTANGENTE 
Abbiamo definito la funzione arcoseno 
TY arcsing 


come l’inversa della restrizione del seno all’intervallo [-7/2, 7/2], su cui 
quest’ultima è continua e strettamente crescente. 
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Poiché sin(—7/2) = —1, sin(7/2) = 1, dalla Proposizione 3.8-4 segue 
che la funzione arcoseno è continua e strettamente crescente sull’inter- 
vallo (1, 1). 
Analogamente, la funzione arcocoseno 
TY arccosT 


è stata definita come l’inversa della restrizione della funzione coseno 
all'intervallo [0,7], su cui la funzione coseno è continua e strettamente 
decrescente. 

Poiché cos0 = 1, cost = —1, ne segue che la funzione arcocoseno è 
continua e strettamente decrescente sull’intervallo [-1, 1]. 

La funzione arcotangente 


rr arctang 


è stata definita come l’inversa della restrizione della funzione tangente 
all'intervallo aperto (—7/2,7/2), su cui quest’ultima è continua e stret- 
tamente crescente. Abbiamo anche verificato (T esempio 3.5-4) che si 
ha 


lim tanga = +00, lim tanx = —00. 
xîr/2 xi-r/2 


Dunque l’immagine dell’intervallo (—7/2,7/2) mediante la funzione 
tangente è tutto RR, unico intervallo che sia illimitato tanto inferiormente 
quanto superiormente. 

Dalla Proposizione 3.8-4 segue allora che la funzione arcotangente è 
continua e strettamente crescente su R, avendo come immagine l’inter- 
vallo aperto (—7/2, 7/2). © D 


Negli esempi seguenti calcoleremo alcuni limiti notevoli: essi sono di 
fondamentale importanza per il calcolo delle derivate, argomento di cui 
ci occuperemo nel capitolo seguente. 


Vogliamo dimostrare che 


1 T 1 T 
lim (1 + i) = lim (1 + L) —;é: 
T++00 dh) T-+—-00 VE 


Ricordiamo (7 esempio 3.7-2) che il numero e è il limite comune alle 
due successioni 


1 n Il n+1 
n (141) 3 ne (1+1) , 
n n 
Osserviamo innanzitutto che la funzione allo studio è definita e con- 
tinua per gli x reali per cui è positiva la quantità 1+ 1/x, dunque per 
T<—-le perz >0. Calcoliamo il limite per £ + +00. 
Consideriamo la parte intera di x (7 esempio 3.4-2), per cui utiliz- 


ziamo il simbolo [x]: 


[c]:= max{n e Zin< rc}. 


Per definizione si ha [x] < x < [x] +1 per ogni x. Supponendo, com'è 
lecito, che sia x > 1, si ha 


(pet © 


Quando x tende a +0, [rx] tende allo stesso limite, descrivendo 
l'insieme dei numeri interi positivi. Poiché 


pa ì AT 1 
rd i CI 
Coal (ca) /( ia 


3.8 — Proprietà delle funzioni continue su un intervallo 233 


© 88-08-1148 


Figura 3.8-2. 
La funzione x + (1+ 1/2)”, 
definita per x < —1 e per 


x >0, tende a e perr + +00 e 


per x — —00. 


|p 
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Esempio 3.8-5. 


Esempio 3.8-6. 


-4 “2 2 4 


la successione a primo membro tende al limite e per n + +00. Se ne 
conclude che entrambe le successioni a primo e a terzo membro della 
doppia disuguaglianza (*) tendono ad e, e dunque lo stesso accade, in 
virtù del teorema di confronto 3.6-3, per la funzione intermedia. 


Calcoliamo ora il limite per x + —c0. Supposto x < —1, poniamo 
t:= —x: dunque t > 1, e per 7 + —c0 si hat + +00. Con la posizione 
fatta si ha 


1 co -t é=1 _t 
lim (1+1) = lm (1-3) = la (3) = 
T-+-00 Cc t+-+00 t t-+00 É 
' eV ISTE 
= lim — | = lim ————— |l|= 
t-+to0o \t-1 t-+00 t-1 


Poniamo t := 1/x, x # 0; la funzione (1+ 1/x)® si scrive (1+1)!/!. 
Poiché per x + +00 si ha # | 0, e per x —+ —cc si hat 70, dai due limiti 
calcolati nel precedente esempio si trae 


lim(1+t)!/! = e. 
t-0 


Quanto abbiamo calcolato nel precedente esempio può essere parafrasato 
dicendo che la funzione 


._S(1+t)!, pert#0 
a pert=0 


è continua in un intorno di t = 0. (Si tenga presente che per t # 0 e in 
valore assoluto < 1 la funzione allo studio è continua in quanto composta 
mediante funzioni continue). 


Ne segue che è continua anche la funzione che si ottiene componendo 
f con la funzione logaritmo naturale, g(t) := In f(t), e pertanto 


lim g(t) =:9(0)=lnf(0)=loe=1. 
Ma per t # 0 si ha 
g(t) =n(1+4)!/t = zIn(1 +t): 


dunque 


= In(1+t) 
t-0 t 


TRE 
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Tabella 3.8-1 


Vogliamo calcolare il limite 


Poniamo 
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t=e-1 > e=1+t 4 a=ln(1+4) 


Per x —+ 0 si hat —+ 0, ed anche viceversa, in virtù della continuità 
nell’origine delle funzioni 7 + e? — 1et+ In(1+t). Dunque 


. e-1 t 
lim 


Sn A fp SSA 
a-0 x Fat) In(1+t) 


— 


per quanto dimostrato nell’esempio precedente. 


Riassumiamo i principali risultati ottenuti: 


ALCUNI LIMITI NOTEVOLI 


+00, 
lim a 1 
n++00 da) 0, 
non esiste, 
a" 
lim —=0 (ae R) 
n++o00 n! 
lim %a=1 (a>0) 
n->-+00 
lim XWn=1 
n-++00 
lim Vn!= +00 
n++00 


sea>1l 
sea=1 
se |a] < 1 
sea<—1 


(Esempio 3.6—4) 


(Problema 3.7—11) 
(Problema 3.6—11) 


(Problema 3.6—13) 
(Problema 3.7—14) 
(Esempio 3.7—2) 
(Esempio 3.6—3) 
(Esempio 3.8—4) 
(Esempio 3.8—5) 
(Esempio 3.8—6) 


(Esempio 3.8—7) 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


3.8-1. Si consideri la funzione x + sin(1/x), r # 
# 0; essa è limitata in quanto la funzione seno non 
supera 1 in valore assoluto. Si verifichi che essa è 
priva di limite per x — 0. 

[SUGGERIMENTO. Trattandosi di una funzione di- 
spari, basta studiare la restrizione all’intervallo 
x > 0. Si determinino i punti in cui f(x) = 1 
e quelli in cui f(x) = -1.] 


3.8-2. Si consideri la funzione f : R— R definita 
ponendo 


Lai 
f(x) := (ann 


Si dimostri che essa è continua su R. 
(SUGGERIMENTO. Per x # 0 si usi la Prop. 3.5-5; 
per verificare la continuità nell’origine, si osservi 
che |e sin(1/e)| < |a|.] 

Si consideri la restrizione di f all’intervallo [0, 1); si 
determinino i punti di tale intervallo in cui f(x) = 
0, quelli in cui f(x) = x, quelli in cui f(x) = —x. 
È possibile trovare una scomposizione di [0,1] in 
un numero finito di intervalli parziali su ciascuno 
dei quali f è monotòna? 


perr #0 
perr=0; 


3.8-3. Si dimostri direttamente, cioè senza uti- 
lizzare la Prop. 3.8-4, la continuità della funzione 
rw yvr,x>0. 


(SUGGERIMENTO. Si sfrutti l’equivalenza 
ci<cto > ai <22, 

per ogni x1, c2 > 0.] 

3.8-4* Sia 
p(x) = a0+@,r+...+ ant", an #0, 


un polinomio di grado dispari. Si dimostri, uti- 


| lizzando il lemma che precede la Prop. 3.8-3, che 


esiste almeno un x € Rin cui psi annulla. 


[SUGGERIMENTO. Si calcolino i limiti di p per 
xd + +00 e per x + —00; se ne deduca che, 
per x positivo abbastanza grande, i numeri p(x) e 


p(-2)....] 


3.8-5. Se p è un polinomio di grado dispari, come 
nel precedente problema, si verifichi che l’imma- 
gine mediante p di R è ancora R: p(R)= R. 


3.8-6* Sia 
p(x) = ao+a1rx+...+an0", an #0, 


un polinomio di grado pari. Si verifichi che, se 
an > 0, l’immagine mediante p di R è un intervallo 
del tipo [m, +00), se an < 0 è un intervallo del tipo 
(-00, M]. 
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4.1 


DERIVATE 


Per motivare l'introduzione del concetto di derivata di una funzione pos- 
siamo considerare due problemi, apparentemente assai distanti tra loro: 
quello di tracciare la retta tangente al grafico di una funzione e quello di 
determinare la velocità istantanea di un corpo che si muova di velocità 
non uniforme. 

Abbiamo già considerato il primo problema nell’esempio 3.2-4: la 
curva era la parabola di equazione y = x?. Consideriamo ora un corpo 
che venga abbandonato alla forza di gravità: esso percorre (in assenza di 
attrito) spazi proporzionali ai quadrati dei tempi impiegati, cioè s(t) = 
= ct?, se s= s(t) è lo spazio percorso dall’istante iniziale all’istante t. 

In Fisica si indica la costante di proporzionalità con il simbolo 9/2, 
dunque la legge del moto è 


1,2 
t)=_2g9t. 
s(t) = 39 
La velocità media nell’intervallo [to, t] è data dal rapporto 
s(t) — s(to) _gt?-ti. 


i-i È Btst 
se vogliamo definire la velocità all’istante to dobbiamo considerare il 
limite del rapporto scritto per t — to: 
(to) := lim AR a) = lim cd o, 
t-to t- to 2t+to t- to 
Se si confronta con l’esempio sopra citato, si vede che (a parte le 
notazioni) l’analogia è perfetta. L’ultimo limite è già stato calcolato: 


(to) = 5 2io = gto. 


Il procedimento con cui v(to) è stato ottenuto a partire dalla funzione 
t+ s(t) si chiama derivazione. 


NOZIONE DI DERIVATA 


Sia f : I + R. dove I è un intervallo di AR; se xo € I. si consideri la 
funzione (detta rapporto incrementale) 


_ {@) = f (20) 


5 — 0 


definita su I \ {xo}. Se esiste finito il limite del rapporto incrementale 
per x — xo. esso viene chiamato derivata di f nel punto xo e si indica 
col simbolo f'(z0), oppure (Df)(xo). 
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Figura 4.1-1. 

Il rapporto incrementale è 
il coefficiente angolare della 
retta secante il grafico di f, 


passante per i punti (e, f(2)) e 
(zo. f(x0)): la derivata è il 


coefficiente angolare della retta 
tangente al grafico nel punto 


(xo; f(x0)). 


|b Esempio 4.1-1. 
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Si usa anche la notazione 
df 
dx x=x50 
che trae la propria origine da Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), 
mentre la notazione f'(x) risale ad Isaac Newton (per l’esattezza New- 
ton poneva un punto sopra la lettera che indica la funzione da derivare 
piuttosto che un apice a fianco; si tratta di una notazione che viene an- 
cora usata, limitatamente al caso in cui la variabile indipendente è il 
tempo). 
Si dice che f è derivabile in xo se f'(co) è finita; se 


rim {E = f10) 


= +00 (oppure— 00), 
> 2a (opp ) 


diremo che f ha derivata +00 (oppure —cc) nel punto xo. 


Si può anche usare una diversa notazione per il rapporto incremen- 
tale, indicando con © il punto in cui si vuole calcolare la derivata e con 
x +h un secondo punto dell’intervallo di definizione. Si ha allora 


/ RR f(r+h)- f(2) 
f'(2) SU 


ammesso che tale limite esista. La derivabilità di una funzione in un 
punto è evidentemente una proprietà locale, nel senso che essa dipende 
solo dai valori che f assume in un intorno di xo. 


Sia f(x) := ma +q: il grafico di f è una retta di coefficiente angolare m. 
Comunque si scelgano r e h # 0, si trova 


f(c +h)- f(x) _m(r+h+q-ma-q _ 


m. 
h h 

Dunque f'(x) = m per ogni x reale. Si riveda la figura 3.1-11. Per 

, = 1,q=0si trova la funzione identità f(x) = x, per cui risulta 


m 
f(a)= 1 
Sem= 0, f(x)=q= costante, e f'(x) = 0 per ogni x. © D 
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Vedremo che il risultato appena ottenuto si può invertire: se f(x) = 
= 0 per ogni x di un certo intervallo, allora f è costante sullo stesso 
intervallo (| Corollario 1, Prop. 4.5-2). 


|p Esempio 4.1-2. Generalizziamo l'esempio precedente considerando la funzione f(x) := 
= x",n € N*. Il rapporto incrementale si scrive utilizzando al formula 
del binomio (T Appendice 2, formula (7)): 


ci Ml LE le - (Perin (ee 2") = 


h h 1 2 
1 n-1 n n-22 E ge 
=3 (ne n+ (5) h°+...+h°)= 
= na"! + le Pi E RA 


Per h + 0 tutti i termini dell’ultima somma tendono a zero, tranne 
il primo. Dunque 


Dr" = na". 


|p Esempio 4.1-3. ÎDERIVATA DELLA FUNZIONE ESPONENZIALE. 


Consideriamo la funzione esponenziale 7 + a”, con 0 < a # 1. In base 
alla “legge degli esponenti”, troviamo per il rapporto incrementale 


atth — a? al = 
= a” 
h h 
Ma l’ultimo rapporto scritto è precisamente il rapporto incrementale 
della funzione stessa scritto in corrispondenza del punto x = 0. Se 


dunque ammettiamo provvisoriamente che la derivata nell’origine esista 
finita (più avanti daremo una vera e propria dimostrazione), passando 
al limite otteniamo il risultato 


Dar=3" (Da) xo: 
A parole: 


La derivata della funzione esponenziale in un punto x è uguale al 


prodotto della funzione calcolata nello stesso punto per la derivata 
della funzione nell’origine. 


La derivata nell’origine non è altro che il coefficiente angolare della 
retta tangente al grafico della funzione esponenziale nel punto (0,1); se 
si rivede la discussione informale che abbiamo svolto nella parte finale 
del paragrafo 2.3, si riconosce che tale derivata è proprio la costante che 
a suo tempo indicammo con il simbolo m(a). Dunque 

Da =mfa) af 

D'altra parte, il numero e fu introdotto proprio come quel valore 
per cui risulta m(e) = 1 (si riveda la figura 2.3-12); ed infatti abbiamo 
dimostrato nell'esempio 3.8-7 che 

._e-1 . et-e 
lim = lim 
c_-+0 ai x-0 x-0 
cioè (De”),=0 = 1. 
Siamo dunque condotti al risultato, particolarmente semplice, 
De =. 


A parole: 


=], 
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La funzione esponenziale di base e ha in ogni punto derivata uguale 


al valore della funzione nello stesso punto. 


|p Esempio 4.1-4. DERIVATA DELLA FUNZIONE LOGARITMO. 
Consideriamo la funzione logaritmo naturale (= in base e) : 


twlnz, x >0. 
Per le proprietà dei logaritmi si ha 
h h 
In(c+hA)=1In É (1 + =)] =lnx+ln (1 + =). 
dunque per il rapporto incrementale si trova 

In(e+hk)-lnx 1 h Tia; h 
=. -\)=--ln(1+-). 

a - In(1+2) => In(1+2) 


Ponendo t := h/x, per hf + 0 si hat + 0, dunque, in base al limite 
calcolato nell'esempio 3.8-6, si trova 


Dlnrax = 1 
Hr 


|p Esempio 4.1-5. DERIVATA DELLE FUNZIONI SENO E COSENO. 


Consideriamo la funzione x + sin x e scriviamo il suo rapporto incremen- 
tale, tenendo conto delle formule di prostaferesi dimostrate nel paragrafo 


De 

sinx — sin zo 2 . T—- To L+ To 

——————@— =———— àsin 0) z 

X—- To Xx —- To 2 2 
Posto t := (r—r0)/2, abbiamo, in virtù del limite calcolato nell’esem- 
pio 3.6-3, 
i, 2 . L- 0 . sint 
lim sin =lim —=1, 
T-ro LT — To 2 t-0 È 


mentre il coseno di (x + x0)/2 converge a cos zo, in quanto la funzione 
coseno è continua. 

Dunque il limite del rapporto incrementale è cos ro. In generale, 
scrivendo x al posto di xo, si ha 


Dsinx = cos. 


Figura 4.1-2. La derivata della funzione 7 + sinr è r + cosr (grafico in grigio). Se si considera la retta 
tangente al grafico della funzione seno in un certo punto x e dal punto (—1,0) si conduce la parallela a tale retta 
fino ad incontrare l’asse delle ordinate, l’ordinata del punto d’intersezione rappresenta la pendenza della retta 
tangente, cioè la derivata della funzione seno nel punto considerato. In figura ciò è mostrato per i punti r1 e x2. 


4.1 — Nozione di derivata 


241 


© 88-08-1148 


Derivabilità e continuità 


Proposizione 4.1-1. D 


Dimostrazione 


|p Esempio 4.1-6. 


|p Esempio 4.1-7. 


Figura 4.1-3. 

La funzione f:R—- R 
definita ponendo f(0) := 0, 
f(x) := asin(1/x) perrt #0, 
non è derivabile nell'origine: 
non esiste infatti il limite del 
coefficiente angolare della 
secante passante per l'origine 
e per il punto (2, (©), in 
quanto tale coefficiente vale 
sin(1/%x). 


Derivata destra, 
derivata sinistra 


Definizione 4.1-2. D 


In modo del tutto analogo. sfruttando ancora la formula di prostafe- 
resi per esprimere la differenza cos x — cos xo, si trova 


Dcosr=-sinx. 
© D 


In tutte le proposizioni seguenti I denoterà un intervallo della retta 
reale. 


Se f :I-— Rè derivabile nel punto xo € I, essa è ivi continua. 
Per x # ro si può scrivere 
x)- f(x 
f(x) — f(x0) = Tel Meo) ) S( 0) (x — ro); 
T—- To 
per x — to, il secondo membro tende a f'(r0) -0= 0. 


@ 0 


La proposizione precedente non può essere invertita: una funzione 
può essere continua in un punto senza essere ivi derivabile. 


La funzione x + |x| è continua per x = 0: si trova però 
lim MICA mi 1) =limî=1, lim f@) = F0) SO) S 
x 


=-lim-=-1. 
rj0 BA XL xTo TO x 


Dunque la derivata per x = 0 non esiste, dato che il rapporto incre- 
mentale ha limiti a destra e a sinistra diversi tra loro. Si riveda la figura 
1.5-3. 


Nell'esercizio 3.8-2 abbiamo verificato che la funzione f : R — R definita 
ponendo f(0) := 0, f(x) := xsin(1/x) per x # 0, è continua su R. Il 
rapporto incrementale nell’origine si scrive semplicemente 
(ES), l 
x x 
e sappiamo (7 esercizio 3.8-1) che esso è privo di limite per x — 0. 


Il fatto che il rapporto incrementale sia privo di limite per x — o. 
non esclude che esso abbia limite a destra o limite a sinistra. 


| Sia f:I- R.xo€ I:la derivata a destra di f nel punto ro è il limite 
| a destra (se esiste) del rapporto incrementale per x | xo. 


Analoga definizione per la derivata a sinistra. Tali derivate si indi- 
cano rispettivamente 


favo), Ss(co). 
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Proposizione 4.1-2. p 


Funzione derivata 


Definizione 4.1-3. D 


|p Esempio 4.1-8. 


|p Esempio 4.1-9. 
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oppure f.(co) . f_(co). Con riferimento all’esempio 6, si trova che la 
funzione x + |x| nell’origine ha derivata a destra uguale a 1, derivata a 
sinistra uguale a —1. 


Condizione necessaria e sufficiente perchè una funzione abbia derivata in 
un punto è che la derivata a destra e la derivata a sinistra in tale punto 
esistano e coincidano. 


Se la funzione f è derivabile in tutti i punti dell’intervallo I, possiamo 
considerare la funzione r + f'(x), cioè in modo formale: 


Se f : I — Rè derivabile in ogni punto di I, la funzione + f'() si 
chiama funzione derivata, e viene indicata con il simbolo f', oppure D f. 
Se poi f’ è derivabile in ro, si pone 

£"(co) := (Df")(70). 
Il numero ottenuto si chiama derivata seconda di f in xo e si indica anche 
col simbolo (D? f)(xo). In modo analogo si definiscono le derivate terza, 


quarta, ..., sempre che esistano. Si usano i simboli f(x), o meglio 
(D3 f)(x), (D*f)(x) e così via. 


Abbiamo visto nell’introduzione al capitolo che per la funzione s(t) := 
= (9/2)t? si trova v(t) := s'(t) = gt. Per l’accelerazione, definita come 
a(t) := v'(t), si trova dunque, in base all'esempio 4.1-1, 


alt) = s"(t) = g, 
per ogni t. La costante g è l'accelerazione di gravità. 


Dall’esempio 5 si deduce 


D? sinr = Dcosr=-sinz, 
D3 sinr=-Dsinr=- cosz, 
D'sinr =-Dcosr=sinz. 


A partire dall’ordine di derivazione 4, le derivate si ripetono ciclica- 
mente a gruppi di quattro. Formule analoghe per il coseno. ®© D 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


4.1-1. Calcolare, in base alla definizione, le se- 4.1-4 [Maturità Scientifica 1988] 

guenti derivate: 

a) f'(1), dove f(x):=x?-x+1; “Si dimostri, avvalendosi della definizione di deri- 
b) g’(0), dove g(t) := (t+1)/(t-1),t#1; vata come limite del rapporto incrementale al ten- 


c) h'(1), dove A(u):= u?/(u+1),u#-1. 


dere a zero dell’incremento della variabile indipen- 


dente, che la derivata della funzione f(x) = sin* x 


Le lettere impiegate per indicare le variabili in- è la funzione f'(x) = 3sin° x cosx e si generalizzi 
dipendenti influenzano il risultato? la questione per la funzione f(x) = sin" 7 conn 
4.1-2. Se f(x) è uguale a x? per x < 1, ed è intero positivo”. 


uguale a 2x — 1 per x > 1, esiste f’(1)? 


Stessa questione per la funzione g, dove g(t) = 0 [(SUGGERIMENTO. Si utilizzi l’identità 
per t< 0, g(t) :=t°/2 pert> 0. 
4.1-3. Calcolare, in base alla definizione, la deri- a—b" = (a-b)(a"-1+a"-?2b+...+ab"-2+b"-1) 


vata della funzione f(x) := vr, c > 0. (7 formula (4), par. 1.6.)] 
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4.1-5. Trovare l'errore nella seguente proposi- 
zione: “Un esempio di funzione continua ma priva 
di derivata è dato da una funzione costante: in- 
fatti la derivata di una costante è 0.” 


4.1-6. Trovare l'errore nella seguente proposi- 
zione: “La derivata della funzione f(x) = x2+x+1 
calcolata per x = 0 vale 0: infatti f(0) = 1, che è 
una costante e la derivata di una costante è 0.” 


4.1-7. Trovare l’errore nella seguente proposi- 
zione: “L'equazione della retta tangente al grafico 
della funzione y = e” , nel punto di ascissa 7 = 0, 
si scrivey—1= ze?.” 


4.1-8* Dimostrare che la derivata di un funzione 
pari (ammesso che esista) è una funzione dispari 
e viceversa (7 Def. 3.1-2). 


4.2 DERIVATA DELLA SOMMA, DEL PRODOTTO 
E DEL QUOZIENTE DI DUE FUNZIONI 


Proposizione 4.2-1. p Siano f,g:I-— R:se f e g sono derivabili nel punto ro € I, la funzione 


somma f + g è derivabile nello stesso punto e si ha 
(f+9)"(20) = f"(20) + 9/(20). 


Per ogni c reale la funzione cf è derivabile in xo e si ha 
(cf)'(ro) = cf'(xo). 


Scriviamo il rapporto incrementale della funzione somma 


f(®) + 9(x) — [f(0) + 9(c0)] _ f(@) — f(co) , g@) — geo) 


LT_- To XL_- To LTL _- To 


Dimostrazione 


Passando al limite per © + xo il secondo membro tende a f'(c0) + g'(o). 
La seconda affermazione segue analogamente dall’uguaglianza 


cf(a)- cf(xo) _ , f(@)- f(x) 


X—- To T_- To @& 0 
|p Esempio 4.2-1. Sia f(x) :=2x2+3r+4;si ha f'(x)=4r+3. Sia g(x):=x4+1;siha 
g(a)=423. 

In generale 

D(anxe"+an-10°1+...+@1£+a0)= 
=nanre71+(n-1)an-1r"-?+...+a1. 

La derivata di un polinomio di grado n è dunque un polinomio di 
grado n — 1; ne segue che la derivata seconda è un polinomio di grado 
n—2,...,laderivata n-sima è un polinomio di grado 0, cioè una costante, 
e vale precisamente 

n(n-1)(n-2)...2-1an=Nqn. 

Le derivate di ordine superiore ad n (cioè superiore al grado del 

polinomio) sono tutte nulle. © D 
Osservazione. La proposizione 4.2-1 si può parafrasare dicendo che l’insieme delle fun- 


zioni da I ad R derivabili in ro. se munito delle operazioni di addizione 
tra funzioni e della moltiplicazione per costanti, è uno spazio vettoriale, 
e l'applicazione f + f'(xo) è lineare. 
Spazio vettoriale Uno spazio vettoriale è una struttura matematica che gode delle 
stesse proprietà formali di cui gode l’insieme dei vettori dello spazio 
euclideo tridimensionale: si possono cioè sommare tra loro vettori otte- 
nendo ancora vettori e si può moltiplicare un vettore per una costante 
ottenendo come risultato ancora un vettore. 


244 


Cap. 4 — Derivate 


Proposizione 4.2-2. D 


Dimostrazione 


Proposizione 4.2-3. D 


Dimostrazione SN 


Corollario. > 


Dimostrazione S 


D Esempio 4.2-2. 


© 88-08-1148 


Vedremo tra un istante che il prodotto di due funzioni derivabili in 
ro è ancora una funzione derivabile nello stesso punto, dunque l’insieme 
delle funzioni in questione non è semplicemente uno spazio vettoriale, ma 
possiede una struttura più ricca, che viene chiamata algebra. Tuttavia 
la derivata del prodotto non è uguale al prodotto delle derivate! © D 


Siano f,g:I-— R:se f e g sono derivabili nel punto xo € I, la funzione 
prodotto fg è derivabile nello stesso punto e si ha 


(£9) (0) = f(20)g(x0) + 9(20)f(v0). 
Scriviamo il rapporto incrementale della funzione prodotto 
S(e)g(x) — f(ro)g(ro) _ 
PI Piimalit Ho) 
_F(2)g(x) — f(20)g(1) + f(ro)g(x) — f(ro)g(c0) _ 
D=0 
gm OL Lp ao, 


Passiamo al limite per x — xo: ricordando che g è continua in zo in quanto 
derivabile, si ottiene f(ro)g(c0) + g'(10)f(r0). © D 


Siag:I-— R:segè derivabile nel punto ro € /. e g(x0) # 0, la funzione 
1/9 è derivabile in ro e si ha 
_ 9 (to) 

9° (o) 


Scriviamo il rapporto incrementale della funzione 1/g: 


1/g(x) — 1/g(ro) _ 1 g(ro) —g(e) _ 
T=d0 “ero g(e)g(co) 
___1_ g(2)-g(r0) 
— g(x)g(ro)  e-c0 | 
Ricordando che g è continua in ro in quanto derivabile, passando al limite 
per x — zo si ottiene —g9/(x0)/97 (o). © D 


Siano f.g :I-— R:se f e g sono derivabili nel punto xo € I, e g(ro) # 0. 
la funzione f/g è derivabile in xo e si ha 

S\'.._ f'(ro)g(co) — f(10)g'(r0) 

SF (10) = 20, a 

9 9° (o) 


Pensiamo la funzione f/g come prodotto di f per 1/9. Dalle due precedenti 
proposizioni segue 


fiacco g' (ro) _ 
(1) (0) = FT — fe) i — 
_ £'(&o)g(20) — f(20)g' (20) 
9° (to) © D 
Sia fi(2) =1/o.@70. Si ha 
1 
/ pi — 
f(c) = pr 
Più in generale, sia f(x) := x7” = 1/x”, rx #0, n € N*. Si trova, 
in base alla Proposizione 4.2-3. 
n-1l 
fis= dii —_ = na. 
Dunque la formula Dr” = nx”7! vale anche per esponenti interi nega- 


tivi, ser #0. 
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|p Esempio 4.2-3. 
D Esempio 4.2-4. 


Consideriamo la funzione tangente 
rt” tanr = sinx/cosz, 


definita sul complementare dell’insieme 7/2 + kr:k € Z. Si ottiene, in 
base al corollario precedente. 
2 0) 
cos° x + sin x 1 
Dtanrx= ——_— =1+tan°x = => 
cos? x cos? x 
In modo del tutto analogo si trova la derivata della funzione cotan- 
gente, definita per x # kr, k intero. Si trova 
1uà 2 
— sin x — cos x Ni 
Deota= ——______—_=-1 — cot°r = —— 
sin° x sin 


La 

Poiché la derivata di una funzione polinomiale è una funzione dello stesso 
tipo. dal corollario precedente segue che la derivata di una funzione 
razionale fratta (= rapporto tra due funzioni polinomiali) è ancora dello 
stesso tipo. 


Ad esempio, se f(x) := x/(1+ x?). si trova 


fiaj= 1+x? — 2x2 La 1-2? 
(142%)? (1+ 22)?” 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


4.2-1. Calcolare nuovamente le derivate consi- zioni: 
derate nell’esercizio 4.1-1 utilizzando i risultati ot- 


tenuti nel precedente paragrafo. va) e b) ria): asi 
4.2-2. Per ogni n intero > 2, si ha x" = rr". c) f(2);=c0osx; d) f(x) := sinxcosx; 
Sapendo che la derivata della funzione identità 

x + x è 1, si dimostri che la derivata della fun- e) f(2):=elne-%; ff) = e) 


zione x + x” è ne"! procedendo per induzione 


“ia IATA ; 4.2-6. Calcolare la derivata delle funzioni 
[SUGGERIMENTO. Si utilizzi il teorema sulla deri- 
vazione del prodotto.] a) f(a):= et = LS 
T 
4.2-3. Calcolare la derivata delle funzioni f(x) := 4 
è 2 2 Be î D+ 1 
= sin°x e g(x) := cos°x utilizzando il teorema Dt) =; 
sulla derivazione del prodotto. Da. sd 
x 
4.2-4. Si verifichi che la derivata della funzione c) f(x) = gi # l 
x + sin? x + cos? x è identicamente nulla. P 
l'eta 
4.2-5. Calcolare le derivate delle seguenti fun- d) f(x) := Taio aF#-1. 


4.3 DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI COMPOSTE 


E DELLE FUNZIONI INVERSE 


In questo paragrafo vogliamo studiare il modo di calcolare la derivata 
di una funzione composta a partire dalle derivate delle funzioni compo- 


nenti. 


Il caso delle Esaminiamo, per cominciare, un caso particolarmente semplice: una 
funzioni affini funzione composta mediante due funzioni affini (cioè polinomiali di grado 
< 1). Sia fi(x) := mix + q1, fa(c) := mar + go. Allora 
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in figura descrive un moto 
armonico 
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fa(fi(2)) = ma(mir +91) +92 = mame + magi + 92: 
dunque la funzione composta è ancora una funzione affine (7 problema 
2.2-14), avente come coefficiente direttivo il prodotto dei due coefficienti 
direttivi delle funzioni componenti. 

Nel caso delle funzioni affini, il coefficiente direttivo è anche la deri- 
vata della funzione stessa (] esempio 4.1-1) e non importa precisare il 
punto in cui tale derivata è calcolata, in quanto essa è costante; se ne 
conclude che, nel caso delle funzioni affini, la derivata della funzione 
composta è il prodotto delle derivate delle funzioni componenti. 


Siano fi : Il — R, fo : I° + R due funzioni continue su /; e Ig 
rispettivamente, e sia f1(I1) C Ia. Se fi è derivabile in co € I e fa è 
derivabile in yo := f1(xo), la funzione composta f := f2 0 fi è derivabile 
in ro esi ha 


f' (20) = fa(vo)fi (20). 


Essendo per ipotesi 


Î2(9) — f2(v0) 


eo a S2(Yo), 
si può porre 
. f2(9) — felyo) _ & 
w(Y) := e f2(Y0). 
cioè 
f2(4) — fa(yo) = (Y — vo)[f2 (vo) + w(y)]. (+) 


dove w(y) tende a 0 (è un infinitesimo) per y + yo. Si ha 


0) = (0) _ Ia(fa) - (Ah) 


To T_- To 
x)- fi(c 
= [fa(fi(z0)) +w(fi(2))] pot 
Abbiamo espresso il numeratore mediante la (*), scegliendo y = fi(2), 
yo = fi (co). 
Per x — xo l’ultimo rapporto scritto tende a f{(ro), mentre w(f1(x)) tende 
a 0, in quanto fi(x) tende a fi(r0) = Yo, essendo fi continua in zo. © D 


Consideriamo la funzione 
f(t) := Acos(lut+7), te R 


essa descrive un moto armonico di ampiezza A, pulsazione w e fase ini- 
ziale Y. 


| <-_- ——»| 
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Proposizione 4.3-2. D 


Dimostrazione N 


Figura 4.3-2. 

La tangente al grafico di f 
nel punto xo e la tangente 
al grafico di f7* nel punto 
Yo = f (o) sono simmetriche 
rispetto alla bisettrice del 
primo e terzo quadrante. 


Osservazione. 


Si tratta di una funzione composta mediante funzioni derivabili e 
precisamente le funzioni 


t-uwut+9%, rx Acosz, 


avendo posto x := wt + y. Dunque 


f'(t) = -Asin(ut+7)-w=-Awsin(wt +7). ®© D 
Sia f :I— R, strettamente monotona e continua su I. Posto Y := f(I), 
se f è derivabile in xo e f'(co) # 0, allora f7! è derivabile in yo := f(0) 
e 


1 
De = —-T-. 
Se poi f'(co) = 0, si ha (Df7!)(yo) = +00 secondo che f è crescente 
oppure decrescente. 


Sappiamo dalla Proposizione 3.8-4 che f* è una biiezione strettamente mono- 
tona e continua di Y su I. Posto y := f(x), yo := f(0), e dunque f71(y) = ©, 
f7*(yo) = xo, la continuità di f e di f7! assicura che per x — zo si ha y + yo 
e viceversa. Allora 
ff (vw) _ __e-co _ 1 | 
y— Yo f(x)- f(co) f(x)- f(r0)' 
dd 0 
passando al limite per y + yo a primo membro, e di conseguenza passando 
al limite per x — xo all'ultimo membro, si ottiene la tesi, sempre che sia 
f'(x0) # 0 (T Prop. 3.5-1). 
Se poi f è crescente, il suo rapporto incrementale è > 0; la seconda affer- 
mazione dell’enunciato segue dalla Proposizione 3.5-4. Analogo ragionamento 
se f è strettamente decrescente. @ 0 


Abbiamo già osservato che per la derivata si può utilizzare il simbolo di 
Leibniz 
df (o) df 
da © OPPUrE ui 


se si pone y = f(x) si può scrivere anche 
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dy(co) dy 
do © OPPUE SE 
Tali simboli vanno interpretati come un tutt’uno e non come rapporti. 
Utilizzando il simbolo di Leibniz, le ultime due proposizioni si scrivono 
in modo particolarmente suggestivo e facile da ricordare: se y = f(x), e 
quindi x = f7_!(y), si ha 


da 


(Fi = E _ Yo = f(xo). 


Se poi y = fi(x). 2 = fa(y). allora 


(È) na (E) y=Y0 (FP) 


In altri termini: le cose vanno come se si trattasse di rapporti. 
L’ultima formula (che nei testi in lingua inglese viene chiamata chain 
rule) si estende anche alla composizione tra più di due funzioni, come 
mostreremo negli esercizi al termine del paragrafo. 


Si scrive analogamente, in luogo di D" f(x). 


d f(x) 
" @ D 
dar 
|p Esempio 4.3-2. Consideriamo la funzione radice n-sima: f(x) = Wa. rx >0,.n>2. 
Posto y= 7, cioè 7 = y", si ha (per x > 0). 


Il 1 
DwYx= Sa 


Dy" ny"! sn n(a1/n)n1 Ù 


cioè 
1 De 
Drl!/" i 2 g1/" L 
n 


Vale dunque formalmente la stessa regola vista per la derivazione di 
x". Per x = 0, quindi y = 0, la derivata di y” si annulla se n > 2: 
trattandosi di una funzione crescente si ha (Dx!/")(0) = +00. 


|p Esempio 4.3-3. Consideriamo la funzione esponenziale y = e”. Già sappiamo (7 esempio 
4.1-3) che De” = e”. Possiamo utilizzare il teorema sulla derivazione 
delle funzioni composte per calcolare la derivata di f(x) := a”: infatti 
al = e Ina 
quindi 
Da” = e! .Ina=a” Ina. 


Abbiamo derivato la funzione composta mediante le funzioni 7 + rIna. 
t+ et. La costante che nel paragrafo 2.3 abbiamo indicato con il simbolo 
m(a), cioè la derivata di a” calcolata per x = 0. vale dunque Ina. 


|p Esempio 4.3-4. Consideriamo la funzione r + x°, x > 0, c reale. Dalla uguaglianza 
aC = eclne. 
segue 
Dx° = eclne 0 1 = cx° a cat! 
LT T 


Dunque la formula già dimostrata per c = n e per c = 1/n, n # 0. 
sussiste in generale. limitatamente agli x > 0. 


|> Esempio 4.3-5. Sia f(x) := arcsina, -1<x < 1. Posto 
y=arcsina «>  e=siny, —7/2<y< 7/2, 
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Esempio 4.3-6. 


si ha, per |x| < 1, 
— 1 _ 
Dsiny  cosy 
1 _ 1 
1-siny VI=-a? 
Si è scelto il segno + davanti alla radice in quanto cosy > 0, per 
ly] < 7/2. Per x = +1, dunque y = +7/2, cos y si annulla; trattandosi 


di funzioni strettamente crescenti, si trova D(arcsin r)(t1) = +00. In 
modo del tutto analogo si trova 


Darcsina = 


Darccosa = , |le|<1. D(arccosx)(+t1) = —00. 


-1 
V1= 22 
Sia f(x) := arctana. Posto y = arctane «> x = tany, |y| < 7/2, si 
ha 
1 1 1 


Darctana = = = ” 
Dtany 1+tan2y 1+22 


@ DO 


A conclusione di questo numero riportiamo la seguente tabella. 


Tabella 4.3-1. DERIVATE DELLE FUNZIONI ELEMENTARI 


Î(2) f'(2) 

G 0 ce R 

x" nano! reR,neZ\{0} 
va 1/(2v72) xe R* 

ae "5 sia re R*,ceR\{0} 
a” a” na xe R, ac R' \{1} 
e (cai reR 

log, |c| 1/(cIna) xe R\{0}, ac R' \{1} 
In |e| 1/x x € R\{0} 

sin x cosa «er 

cos x — sino xeR 

tane 1+tan?x xé{r/2+kn; k€ Z} 
arcsin a 1/V1-= a? le] <1 

arccos -1/V1- 2? le] <1 

arctana 1/(1+22) reR 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


4.3-1. Dimostrare che la retta tangente al grafico 
della funzione f(x) := e” nel punto di ascissa xo 
taglia l’asse delle ascisse nel punto xo — 1, co- 
munque si scelga ro (T figura 2.3-12). 

4.3-2. Si dimostri che DIn|x| = 1/x, per ogni 
VEE 23100 

[SUGGERIMENTO. Se x < 0, allora risulta 
In|e|=ln(-x)....] 


4.3-3. Generalizzare i teoremi sulla derivata della 


somma e del prodotto, dimostrando che 
D"[f(2) + g(a)] = D" f(x) +D"g(2): 
D"[ef(x)] = cD"f(x): 

D°{f(@)9(2)] = Treo (4) D*F(@)D"*g(2). 


(SUGGERIMENTO. Per l’ultima formula si ragioni 
per induzione su n. Si osservi l’analogia con la 
formula del binomio (7 formula (7), App. 2).] 
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4.3-4. Si verifichi che la funzione f: R+- R 4.3-8. Derivare le seguenti funzioni composte: 
definita ponendo f(0) := 0, f(x) := x? sin(1/2), sii 

x # 0, è derivabile per ogni x reale e che la fun- a) f(r):=eT, x€ R; 
zione x + f'(x) è discontinua per x = 0. 


«= 2 ; 

[SUGGERIMENTO. Si verifichi innanzitutto che b) f(r):=va?+1, r€ R; 
/ la 

f'(0) = 0.] c) f(x) :=In(1+x?), re R; 
4.3-5. Dimostrare che la derivata della funzione 
f(x) = a|e| è f'(2) = 2a]. d) f(x):=sinx?, re R; 
4.3-6. Della funzione f : Ri > Rsisa che coin- 
cide con x? per 0 < x < 1, che è un polinomio di e) f(a):=vr-1, 21 
primo grado per x > 1 e che è ovunque derivabile. 2? 
Calcolare f per x > 1. Nfa)=e., «€ R 


4.3-7. La funzione f : R — Rè definita da 
f(x) := sinx pero <0, da f(x) := ar?+br+c 
per x > 0. Si dimostri la possibilità di scegliere a, 
be cin modo che f sia: 


9) f(x) := arctan(x/2), rER. 


4.3-9. Sia x + p(x) una funzione polinomiale; 
supponiamo che il polinomio p(x) sia divisibile 
i) continua ma non derivabile nell’origine; per (x — xo)f, con k intero > 1, cioè esista un 
ii) ovunque derivabile ma priva di derivata secon- polinomio g(x) tale che 

da nell’origine; 


LN 
ili) due volte derivabile su R. p(x) = (€ — zo) 'g(e), Va € R. 


Si verifichi che quest’ultima condizione determina Verificare che p(r0) = p'(r0) = p'(co) =... = 
univocamente a, b e c. = p&-1)(z0) =0. 


VE“ miASSIMI E MINIMI 


Secondo la terminologia che abbiamo introdotto nel paragrafo 3.1 (7 Def. 
3.1-1), una funzione f : A —+ R ammette massimo oppure minimo se la 
sua immagine f(A) ammette massimo oppure minimo. Se ro è un punto 
tale che f(x0) è il massimo (o il minimo) di f, diremo che ro stesso 
è un punto di massimo (o di minimo) assoluto. Come già sappiamo, 
non sempre tali punti esistono: il teorema di Weierstrass (7 Prop. 3.8-2) 
fornisce condizioni sufficienti per la loro esistenza. 

Massimo (minimo) relativo Anche se f(A) non ammette massimo o minimo, può darsi tuttavia 
che il valore che f stessa assume in un certo xo € A sia il massimo oppure 
il minimo della restrizione di f ad un conveniente intorno di xo. 

In termini più elementari: può darsi che f(xo) sia più piccolo (o più 
grande) dei valori che f assume “vicino ad xo”. 


Definizione 4.4-1. D Sia f :I-— R, dove I è un intervallo di R; diremo che xo € I è un punto 
di massimo (rispettivamente minimo) relativo se esiste un é > 0 tale che 
sia 


f(x) <f(x0o) (risp. f(x) > f(x0)) 
per tutti gli x € (ro —- é,r0+6) NI. 
Si dice anche massimo (o minimo) locale, in luogo di relativo. Nel 


caso in cui risulta 


S(£) < f(x0) 


per ogni x € (xo — 6,70 + 6) N (I \ xo), si dice che xo è un punto di 
massimo relativo forte, o proprio. Definizione analoga per il minimo. 
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Figura 4.4-1. La funzione f ha minimo in xo; ha un massimo relativo in 71, un minimo relativo in x2; essa è 


priva di massimo. 


Punto estremante 


Proposizione 4.4-1. D 


Dimostrazione N 


Figura 4.4-2. 

In un punto di massimo 
relativo la derivata a sinistra è 
> 0, la derivata a destra è < 0. 
In figura un punto angoloso: 


fs(20) # falro). 


Corollario. 


Dimostrazione S 


I punti di massimo (o di minimo) relativo si dicono punti estremanti 
della funzione f. Evidentemente se f(x0) è il massimo (risp. minimo) di 
f(A), ro è anche punto di massimo (risp. di minimo) relativo. 


Sia f :I-— R, xo interno ad I. Se xq è punto di minimo relativo e se la 
funzione è derivabile a sinistra e a destra in xo, risulta 


fi(co) <0, falco) > 0; 


se ro è punto di massimo relativo, allora 
fs(r0) >0, fa(ro) <0. 


Supponiamo che xo sia punto di massimo; essendo f(x) < f(xo) per tutti gli 
x di un intorno di xo, si ha 


f(x) — f(c0) — fe) — f(20) Lo, 


E < To > Di 254% 
T—- To Xx — o 
La tesi segue passando al limite per x T xo e per x | o, in base alla 
Proposizione 3.6-1. @ D 


| Nelle ipotesi ammesse, se f è derivabile in xo, allora f'(r0) = 0. 


Infatti se f è derivabile si ha fi(xo) = fi(x0); ma l’unico numero che sia al 
tempo stesso non negativo e non positivo è 0. @ O 
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Punto critico Un punto in cui si annulla la derivata prima di f si dice punto critico 
(sinonimo: punto stazionario). Possiamo dunque riformulare il Corol- 
lario appena dimostrato: 


Gli eventuali punti estremanti della funzione derivabile f : / — R, 


interni all’intervallo /. vanno ricercati tra i punti critici. 


Gli esempi che seguono mostrano che si può avere un estremante in 
un punto in cui f non è derivabile, così come si può avere un punto 
critico che non è estremante. 


|p Esempio 4.4-1. La funzione f(x) := |x| ha il proprio minimo per x = 0: si ha f/(0) = —1, 
fa(0) = 1. 
|p Esempio 4.4-2. La funzione f(x) := x? ha il proprio minimo per x = 0; infatti risulta 


f'(0) = 0. La funzione f(x) := x3 è strettamente crescente su R:; per 
x = 0 si ha f'(x) = 0 (si tenga presente che f‘(x) = 3r?). Dunque 
l’annullarsi della derivata prima (sempre che tale derivata esista) è una 
condizione necessaria ma non sufficiente affinché una funzione abbia un 
punto di minimo o di massimo relativo. 


D Esempio 4.4-3. Da una lamiera quadrata di lato L si vuole ricavare un contenitore a 
forma di parallelepipedo retto a base quadrata, togliendo un quadrato 
da ogni vertice e ripiegando ad angolo retto i rettangoli ottenuti. 


| Ja 


Figura 4.4-3. Da una lamiera quadrata si vuole ricavare un recipiente a forma di parallelepipedo retto a base 
quadrata avente capienza massima. 


Ci si chiede come scegliere il lato dei quattro quadrati da togliere per 
ottenere un contenitore di capienza massima. Se x è la lunghezza del 
lato in questione, il volume finale sarà 


V(x) = «(L-2x). 


Evidentemente sarà 0 < x < L/2. Il massimo di V su tale inter- 
vallo esiste in virtù del teorema di Weierstrass, e sarà raggiunto in cor- 
rispondenza di un punto interno in quanto V(0) = V(L/2) = 0, mentre 
V(x)> 0 per 0<x< L/2. Nel punto di massimo si ha necessariamente 
V'(x) = 0, in quanto V è ovunque derivabile. Ora si ha 
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Figura 4.4-4. 

Grafico della funzione 
polinomiale x + a(L — 2x)?. In 
figura L= 4. 


|p Esempio 4.4-4. 


D Esempio 4.4-5. 
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V'(x)=(L-2x)? — 4x(L-2x)= 
=(L-2a)(L-2r—-4x)=(L—-2x)(L- 62). 
Dunque V” si annulla per x = L/2 e x = L/6: quest'ultimo è l’unico 


punto interno all'intervallo sopra considerato. Dunque il massimo si ha 
per x = L/6. ed il corrispondente valore di V è V(L/6) = (2/27)L3. 


Siano x e y due numeri > 0. tali che la somma x + y = s è costante; si 
chiede di determinare x (e di conseguenza y) in modo da rendere massimo 
il prodotto ry. Si tratta di determinare il massimo di 


f(x) := ay = a(s- 2) 

sull’intervallo 0 < x < s. Si ripete. identico il ragionamento del prece- 
dente esempio: poichè f'(x)=(s—-x)—-x=s— 2, si ha ff(x)= 0 per 
D= "8/2. 

Il massimo del prodotto a somma costante è dunque raggiunto quan- 
do i numeri sono tra loro uguali: x = y = s/2. Poichè f è > 0 
sull’intervallo considerato, il punto in cui f raggiunge il massimo co- 
incide con il punto in cui V/ f(x) = yy raggiunge il massimo. Si ritrova 
il risultato del problema 1.5-15 (si veda anche la Prop. 1.6-2); la media 
geometrica di due numeri non negativi non supera la rispettiva media 
aritmetica: 


VI) = ven < Vf(379) = E Sail 


Vogliamo dimostrare la disuguaglianza 


bd 
ab< —+—, a>0, b>O0. 
p q 


valida per ogni coppia di numeri p e q > 1. legati dalla relazione 
Rapa 


-+-=1 1 
aa (1) 
La (1) si scrive anche, in forma equivalente, nei due modi seguenti: 
q 5 
= -—, -l= —. 2 
p g-I p g=i (2) 


Il caso più semplice è p = q = 2: la diseguaglianza precedente si 
scrive allora 
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1 
adb< 3 (a? + 6°), 


vale a dire la diseguaglianza di cui ci siamo occupati nel problema 1.5-14. 
La diseguaglianza che vogliamo dimostrare si scrive anche 


aP q 
— + La — ab > 0: 
p q 
se facciamo vedere che la funzione 
aP x 
f(@)i= —+——at,x2>0 
p q 


è sempre > 0, la disuguaglianza stessa è dimostrata. Ora si ha 
f@) =! - a; 
poiché la funzione x + x°7? è strettamente crescente, posto 
to = al/(i11) = qP1, 
si ha f'(x) < 0 per0 < x < zo, f/(co) = 0, f(x) > 0 per x > ro. 
Dunque ro è punto di minimo assoluto per la funzione f su [0, +00). 


Calcoliamo il valore di f in xo; tenendo conto della prima delle re- 
lazioni (2), e poi ancora della (1), si trova 


aP ad(4-1) 


fata get 
q 
aa 
= aP(-+=)-aP=aP-a.=0. 
D_d 


LA LEGGE DI RIFLESSIONE. 
Sono dati nel piano i punti A = (0,a) e B = (c.d), con a,b,c > 0. Un 
punto mobile va da A a B, a velocità costante, toccando l’asse x; si chiede 
qual è il cammino a cui corrisponde il tempo minimo di percorrenza. 
Poiché la velocità è supposta costante, il tempo è proporzionale allo 
spazio, e dunque basta trovare il cammino di lunghezza minima: questo 
sarà l’unione di due segmenti di retta da A ad un punto incognito P = 
= (7,0) e da P a B. La lunghezza del cammino sarà dunque 


L(x) = Vr +a2+V(c- 2)? +82. 

La funzione L tende a +00 tanto per x —+ +00 quanto per x + —cx; 
scelto un valore qualunque assunto dalla funzione (ad esempio il valore 
a+ vc? + b? assunto nell’origine), esiste un intervallo [-.R, R]. con R 
positivo abbastanza grande, in modo che fuori di esso la funzione assuma 
valori tutti maggiori di L(0). 

Dunque il minimo di L su AR coincide con il minimo sull’intervallo 
[-.R. R] e questo esiste in virtù del teorema di Weierstrass, trattandosi 
di una funzione continua. 

Si vuole determinare tale minimo. Abbiamo 


baie ae 
vata V/(c- a)? +0 


da cui L'(x) = 0 se e solo se 


(3) 


x c- x 
Vaz+ta?  V(c-xP+b 
Tale uguaglianza non può essere verificata fuori dell’intervallo [0, c] 
perchè in tal caso i due membri dell’uguaglianza appena scritta hanno 
segni opposti. D'altra parte segue dalla (3) che L'è < 0 per 1 = 0, > 0 
per r = c: trattandosi di una funzione continua esiste almeno un punto 
in cui L' s’annulla, cioè esiste almeno una soluzione della (4). 


(4) 
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Figura 4.4-5. 

L’angolo di incidenza è uguale 
all’angolo di riflessione. La 
costruzione del punto Po 

si ottiene interesecando 

l’asse delle ascisse con la 
congiungente il punto A 

con il punto B* := (c, —b), 
simmetrico di B rispetto 
all’asse delle ascisse. 


|p Esempio 4.4-7. 


D'altra parte, come si può verificare con un'ulteriore derivazione, le 

funzioni 
ST cx 
LI 2 CH3 
Ve? + a? (c- x)? + 6? 

sono la prima strettamente crescente e la seconda strettamente decre- 
scente, dunque la soluzione della (4) è unica. Sia ro € (0, c) la soluzione 
dell’equazione (4); allora 


To eZ = 0 
Vxi + a? (c— x0)? + Bb?” 


Posto Po := (00), Bo := (c,0), l'uguaglianza ottenuta significa 
che i triangoli OAP,, e BoPoB sono simili; scelto un punto qualunque, 
diciamo Q, sulla perpendicolare all’asse delle ascisse passante per Po, gli 
angoli AP0Q e QPB sono uguali. 

Si tratta semplicemente della legge di riflessione: un raggio luminoso 
che va da A a B riflettendosi sull’asse delle ascisse forma un angolo di 
incidenza ed un angolo di riflessione uguali tra loro. In breve: 


(5) 


L’angolo di incidenza è uguale all’angolo di riflessione. 


LA LEGGE DI RIFRAZIONE 
Sono dati nel piano i punti A = (0,a) e B= (c.d), cona,c> 0, mab<0. 
Un punto mobile va da A a B, con velocità costante vj nel semipiano 
y = 0, e velocità costante va # v; nel semipiano y < 0; si chiede qual è 
il cammino a cui corrisponde il tempo minimo di percorrenza. 

Il problema è simile a quello precedente, ma ora la funzione da mini- 
mizzare (tempo di percorrenza) è 


T(x) ER Pra iis 
VI v2 
Si trova che T’(x) = 0 se e solo se 
1 35 eat c=% 
vi valtai va /(c-aP + 


Sia xo € (0, c) la soluzione dell’equazione scritta; allora 
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Figura 4.4-6. 

Se un raggio luminoso 
attraversa due mezzi in 

cui possiede velocità di 
propagazione tra loro diverse, 
il rapporto tra il seno 
dell’angolo di incidenza e il 
seno dell’angolo di rifrazione è 
uguale al rapporto tra le due 
velocità di propagazione. 


|p Esempio 4.4-8. 
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1 To 1 C—_ To 


vi ag+a? va /(c- 20) +6 
Sia, come in precedenza, Po := (x0,0) e siano Q e Q9 due punti sulla 


perpendicolare all’asse delle ascisse condotta per il punto P, rispettiva- 
mente sopra e sotto l’asse stesso. Si ha allora: 


To o n Cc_— Lo £ n 
—_ =sinQPBA4A, —_——— =sinQ,PB, 
ri + a? QUA, (c — x0)? + db? @24B, 


dunque 
sin Qi PA fa VI 
sin Q,PoB va 


Abbiamo così ottenuto la legge di rifrazione: 


Il rapporto tra il seno dell’angolo di incidenza e il seno dell’angolo di 


rifrazione è uguale al rapporto tra le velocità del moto nei due mezzi. 


La (6) è spesso citata come legge di Snellius, dal nome latinizzato 
del fisico olandese W. R. Snell (1591-1626): alla stessa legge pervenne 
anche. indipendentemente, Cartesio (= René Descartes) che la pubblicò 
nel suo Discours de la méthode. 


B=(c,b) 


Qa2 


LA RETTA DEI MINIMI QUADRATI 


Consideriamo la situazione seguente: si vuole studiare la dilatazione di 
un corpo, ad esempio una sbarra metallica, al variare dalla sua tempe- 
ratura. Si può portare la sbarra a diverse temperature e misurare le 
corrispondenti lunghezze. In definitiva si vengono ad avere n coppie di 
misure, diciamo (x;, yi), î = 1,2,...,n, dove x; rappresenta la temper- 
atura e y; la corrispondente lunghezza. Questi dati saranno raccolti in 
una tabella ed eventualmente visualizzati mediante un diagramma carte- 
siano. 

Situazioni analoghe sono frequenti nelle scienze naturali e biologiche, 
in medicina, in economia. Ad esempio, si vuole studiare la legge di 
accrescimento di una certa pianta: in tal caso x; sarà l’età della pianta, 
espressa in unità convenienti, ed y; l’altezza relativa a quell’età. 
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Errore (scarto) 


Figura 4.4-7. 

Il metodo dei minimi quadrati 
consiste nella determinazione 
dei parametri m e q da cui 
dipende la retta di equazione 
y= mx + q, in modo da 
rendere minima la somma dei 
quadrati degli scarti e;. 


N_ Laboratorio 4.4-1 


In molte situazioni si riconosce che i punti (x;.y;) sono approssi- 
mativamente allineati: questo suggerisce di costruire un modello della 
relazione tra le grandezze x ed y del tipo 


y=max+gq, 


si cerca cioè di esprimere y come funzione affine (= polinomiale di grado 
< 1) della variabile x. 

Se i punti (x;.y;) fossero esattamente allineati non ci sarebbe nessun 
problema: basterebbe scrivere l'equazione della retta congiungente due 
qualunque di essi. 

Questo caso non ha alcun interesse pratico: in tutti i casi reali i 
punti (x;,y;) sono soltanto approssimativamente allineati per effetto di 
incertezze nelle misure e per cause aleatorie che possono influenzare il 
legame tra x e y. In altri termini: comunque si scelgano i parametri m 
e g, il modello matematico associa al valore x; un valore 


di = mr +q 
(valore stimato in base al modello) che non può coincidere col valore 
sperimentale y; per tutti gli indici è. 

In termini equivalenti: gli errori (o scarti) 

ei = Yi Yi = Yi - (Ma; + q), WI n 
(differenze tra valori sperimentali e valori stimati dal modello) non pos- 
sono essere tutti nulli. Tali scarti possono essere tanto positivi quanto 
negativi: allo scopo di pesare allo stesso modo scarti positivi e scarti 
negativi si utilizza il metodo dei minimi quadrati: esso consiste nella de- 
terminazione di m e q in modo da rendere minima la somma dei quadrati 
degli errori 

n 


cla dei n Dv — di = EB? — mx; — q)?. (7) 
sà i=1 


i=1 


La quantità s è funzione tanto di m quanto di q, vale a dire è una 
funzione di due variabili: 


(mig) s. 


Immaginiamo di fissare ad arbitrio il coefficiente angolare m: al va- 
riare di q l'equazione y = ma + q descrive un fascio di rette parallele, 
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Figura 4.4-8. 

Tra tutte le rette aventi una 
direzione assegnata, quella che 
minimizza la somma s dei 
quadrati degli scarti e; è la 


retta passante per il baricentro. 
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precisamente il fascio delle rette aventi tutte il medesimo coefficiente 
angolare m. Fissato così m, la s è funzione della sola q 


s= f(g):; (8) 
come si vede dall’espressione (7), sviluppando i quadrati (y; — ma; — g)?, 
essa è un polinomio di secondo grado in q con coefficiente del termine g? 
uguale a n > 0. 

In termini geometrici: la funzione q + s = f(g), per ogni fis- 
sato m, rappresenta una parabola con la concavità rivolta verso l’alto. 
Per trovare il minimo della funzione (8) basta derivare rispetto a q ed 
uguagliare a zero la derivata: si ottiene 


d n n 
da Do (wi — ma; — 9) = -2) (yi ma; - g) =0, 
i=1 


i=l 
cioè, scrivendo semplicemente )); per indicare la somma in i da 1 a n, 
Vo vi -—mY zi _nq=0, 
i i 
oppure ancora, dividendo per n, 
y=mT+g, (9) 
avendo indicato con i simboli 7 e y le medie aritmetiche delle misure x; 
e vi (7 Prop. 1.6-2) : 
retata -_. Ytyzt...+Un 
sie si cine 
Il punto di coordinate (7,7) si chiama baricentro della distribuzione 
di punti (x;,y;): se immaginiamo che in ciascuno dei punti indicati sia 
collocata un massa unitaria, il baricentro della distribuzione di masse 
così ottenuto (nel senso fisico del termine) è proprio il punto (, 7). 
Abbiamo ottenuto un primo risultato importante: tra tutte le rette 


aventi una direzione assegnata, quella che minimizza la somma s dei 
quadrati degli scarti e; è la retta passante per il baricentro. 


4 
3 
2 i A 
(7,7) 
1 è 
al 2 3 4 5 


Dunque, volendo trovare la retta che minimizza s possiamo limitarci 
al fascio proprio delle rette passanti per il punto (7,7), cioè le rette del 
tipo 
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y-gG=m(x-T) >> y=7T7+m(x- 7). 


Per il valore stimato da una tale retta in corrispondenza del valore 
Ti; Si trova 


di =Y+m(xv; mi” 


[iS] 


da cui, sostituendo nell’espressione (7) di s, in cui scriviamo ($i — Yi) 
al posto (yi — di)?, si trova 


ve d. b+me:-)- vi] = >. [mai — ©) — (yi - pl. 


Anche questa volta la funzione m + s è un polinomio di secondo 
grado in m con coefficiente del termine in m? uguale a Y;(x; — T)?. Per 
trovare il punto di minimo basta uguagliare a zero la derivata rispetto 
ad m: 


cioè 


ed infine 


e LISI DD] (10) 


La retta dei minimi quadrati si scrive dunque 


-p+ Li DU =, _7) 


di V.(c- ©? 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


4.4-1. Data la funzione polinomiale di secondo 
grado p(x) := ax? +br +c, si trovino le coordinate 
del vertice della parabola di equazione y = p(x) 
mediante derivazione rispetto ad x (7 problema 
221). 


4.4-2. Si verifichi che se x1,2,...,Tn sono nu- 
meri assegnati, allora la quantità 


p(a) = (e -x1)+(e-2)°+...(c- cn) = 
=3 ea)? 
k=1 


raggiunge il minimo per x = (x1+%2+...+%n)/n, 
media aritmetica dei numeri assegnati. 
[SuccERIMENTO. Si derivi rispetto ad x la fun- 


zione p(x).] 


4.4-3. [Maturità scientifica 1986] “Verificare che 
la somma dei quadrati di due numeri reali di asse- 
gnato prodotto p > 0: a) decresce quando de- 
cresce il valore assoluto della differenza dei due 
numeri; b) raggiunge il valore minimo quando i 
due numeri sono uguali. Dedurre che, fra i ret- 
tangoli di data area, il quadrato ha la diagonale 
minima.” 


(SUGGERIMENTO. Sia ry = p; si esprima la quan- 
tità 22+y? sotto forma di polinomio nella variabile 
(© — y). Alternativamente, si studi la funzione 
f(x) = 12 + (p/x)? per a > 0.] 
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4.4-4. Studiare la funzione f(x) := x!/7, x > 
> 0. Dal comportamento per x + +cc, si deduca 
nuovamente che la successione an := n tende a 
1 per n + +cc (7 problemi 3.6-13 e 3.6-14). Qual 
è il termine massimo della stessa successione? 


(SUGGERIMENTO. Per la funzione x + (Inx)/x, 
dall'esame della derivata prima segue che essa è 
crescente per x < ... , decrescente per x > ... .] 


4.4-5. Nel piano cartesiano sono dati di punti 
A = (0,a) e B = (0.b) con 0 < a < db. Da 
quale punto del semiasse positivo delle ascisse il 
segmento AB è visto sotto l'angolo di massima 
ampiezza? 


Il teorema di Rolle 
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(SUGGERIMENTO. Si può, ad esempio, cercare il 
valore massimo dalla tangente dell'angolo in que- 
stione: si veda la formula di addizione della tan- 
gente (7 problema 2.4-1). È possibile trovare la 
stessa soluzione per via sintetica, tenendo presente 
che il luogo dei punti del piano che “vedono” un 
segmento AB sotto un angolo costante è una cir- 
conferenza di cui AB è una corda.| 


4.4-6. Si considerino i cilindri circolari retti in- 
scritti in un cono circolare retto con raggio di base 
r e altezza h: determinare il cilindro di volume 
massimo e quello di area laterale massima. 


IL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 


Proposizione 4.5-1. D 


Dimostrazione S 


n_ 


Laboratorio 4.5-1 


Il teorema di Lagrange 


Proposizione 4.5-2. D 


Figura 4.5-1. 

Se f : [a.b] — R è continua 
e derivabile, esiste almeno 
una retta tangente al suo 
grafico, parallela alla secante 
congiungente gli estremi. 


La proposizione seguente è citata come teorema di Rolle. dal nome del 
francese Michel Rolle che la enunciò, nel caso particolare della funzioni 
polinomiali, verso il 1690. 


Se f : [a.b] — R è continua su [a,b]. derivabile su (a. 6) e f(a) = f(b). 
esiste almeno un punto £ € (a, b) tale che f'(€£) = 0. 


Per il teorema di Weierstrass, f è dotata di massimo e di minimo: siano 
e = f(x1), E = f(x2). dove 71 e r2 sono due punti dell’intervallo [a,b]. Se 
e = E, allora f è costante e quindi f(x) = 0 per ogni x. 

In caso contrario, cioè se e < E, r1 e xa sono punti tra loro distinti: d’altra 
parte essi non possono coincidere con gli estremi dell’intervallo di definizione, 
perché in tal caso, essendo f(a) = f(b). si ricadrebbe nel caso precedente. 
Sia, ad esempio a < 2 < b: allora necessariamente f'(x2) = 0 in, virtù del 
Corollario della Proposizione 4.4-1. © D 


Dimostriamo ora il teorema del valor medio di J.L. Lagrange: 


Se f : [a,b] — R è continua su [a,b] e derivabile su (a,b), esiste almeno 
un punto £ € (a. bd) tale che 


f()= 


f(b) — f(a) 
b-a 
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Dimostrazione La tesi si scrive anche 


f(b6) — f(a)= f'(€)(b— a). 
Se f(a) = f(b). si ritrova il teorema di Rolle. Costruiamo una funzione 
ausiliaria F che soddisfi le ipotesi del teorema appena citato; sia F(x) := 
= f(x) - g(x), con g derivabile e tale che sia g(a) = f(a), g(0) = f(b). 
Scegliamo come g la funzione affine che ha come grafico la retta passante per 


i punti (a. f(a)) e (b. f(b)). Si ha 


g(2) = (a) + (e - a) {Of 
dunque 
TORSO] 


F(x)= f(x) — f(a)-(r-a) = 


La F è nulla, per costruzione, in a e in b: per il teorema di Rolle esiste 
dunque £ € (a, b) tale che F'(£) = 0. Ma 


PO) = fl) - {MZLA, 
dunque l'uguaglianza F‘(£) = 0 diventa 
re= tata, 50 


Sappiamo che la derivata di una funzione costante è identicamente 
nulla; possiamo ora dimostrare il viceversa: 


Corollario 1. D Se una funzione ha derivata nulla in tutti i punti di un intervallo, essa è 
costante su tale intervallo. 


Dimostrazione Si Sia ro un punto fissato nell’intervallo di definizione, e x un punto distinto da 
to. Applicando il teorema del valor medio all'intervallo di estremi ro e x si 
ottiene 


f(x) f(co) = f'(£)(c - 20) =0-(r-x0)=0. 


dove £ è un opportuno punto interno a tale intervallo, e dunque f(x) = f(0) 


per ogni r dell’intervallo di definizione. @ D 

Corollario 2. D Se f :I-— Rè derivabile sull’intervallo / e per ogni x di tale intervallo 
si ha f'(x) > 0 (risp. f(x) < 0), allora f è crescente (risp. decrescente) 
su I. 


Dimostrazione Siano 21 e x2 due punti dell’intervallo I, con x1 < xa; se f(x) > 0 si ha 
f(c2) — f(21) = f(2)(c2 — 21) > 0 
in quanto prodotto tra numeri non negativi, dunque f(x2) > f(21). 


Ragionamento analogo se f(x) < 0. ®© 0 


Corollario 3. D Se f : [a.b] — Rè continua su [a,b], derivabile su (a. b) e risulta mi < 
< f(x) < ma pera<x<b, allora 


mi(e-a)< f(x) f(a) < mo(r-a). 


Dimostrazione SN La tesi si scrive anche 
x)- f(a 
met a 
c_-a 
essa segue evidentemente dal fatto che il termine intermedio è uguale a f'(£). 
cona<éE<ax. @ 0 


|p Esempio 4.5-1. Si vuole valutare l’errore che si commette scegliendo 100 come stima 
(per difetto) di v10001 = v104+ 1. Consideriamo la funzione f(x) := 
= v&, per cui si ha f(x) = 1/(2v7). La derivata essendo positiva e 


decrescente, possiamo scegliere mi := 0. e 
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1 1 
2V10î 200 
In definitiva 0 < v104+1— v104 < 1- 0.005 = 0.005, cioè 100 < 


fio = F'(104) = 


= 0.005. 


< v10001 < 100.005. © D 
Il teorema di Cauchy Terminiamo questo paragrafo con il cosiddetto “teorema degli ac- 
crescimenti finiti”, dovuto al francese Augustin-Louis Cauchy (1789- 
1857): 
Proposizione 4.5-3. D Siano f, g : [a, b] — -R due funzioni continue su [a, b] e derivabili su (a, db), 


e sia g(a) # g(b): esiste allora almeno un punto £ € (a, b) tale che 


f'(£)=9'(€)=0, 
oppure 

£'(€) _ f(0) — f(a) 

g (€) g9(0)-g(a) 


Dimostrazione SN Se g(x) = x si ritrova il teorema del valor medio. La dimostrazione è identica 
a quella del teorema appena citato, salvo considerare la funzione ausiliaria 
f(a) 


F(w) := f(x) — f(a) — [g(x) — g(a O EOEOÌ DD: 


Indichiamo con la lettera t la variabile indipendente delle funzioni f e g e 
consideriamo le due funzioni 


=f(t), y=g(t). 
Esse costituiscono la legge oraria di un punto che si muove nel piano x, y, 
congiungendo i punti (L(a), g(a)) e (L(0), 9(5)). Il vettore di componenti 
(St). 9"(1)) fornisce la velocità all’istante t. 
La proposizione dimostrata afferma allora che o esiste un istante di ar- 
resto, cioè un valore di t, sia t = £, in cui la velocità è nulla: f'(£) = g'(£) = 0, 


oppure esiste un istante t = £ in cui il vettore velocità ha la stessa direzione 
del vettore spostamento ($(0) — f(a),g(6) — g(a)). 


(F(a), g(a)) 


Figura 4.5-2. 
Se un punto si muove nel piano 
senza istanti di arresto, esiste (f(0), 9(6)) 


un istante in cui il vettore 
velocità è parallelo al vettore 
spostamento. 


Infatti la tesi della proposizione, scritta nella forma 


FE __9® 
f@)— f(a) — 9(0) — g(a) 


esprime la proporzionalità tra i due vettori considerati. 
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La possibilità di avere un istante di arresto è mostrata dal seguente esem- 


pio: 


2-10={ 


v=90={(i_yp 


2-4, per0<k<1 


per1<t<32; 


per0<t<1 
per 1<t<2. 


Il cammino descritto dal punto (x,y) (| fig.4.5-3) è la spezzata congiun- 
gente l’origine col punto (1,0) e quest’ultimo col punto (1,1). Il “punto an- 
goloso” (1,0) corrisponde ad un istante d’arresto per il punto mobile. 


Figura 4.5-3. 


Il punto (x,y) si muove dall’origine al punto (1,0), in cui la velocità è nulla: da questo punto 


riparte in direzione perpendicolare al segmento già descritto. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


4.5-1. Per ciascuna delle funzioni seguenti, si 
chiede se verifica le ipotesi del teorema di Rolle: 


a) f(e):=V1-x?, -1<x<]l; 
b) f@e)=isl —1<se<l: 
c) f(c):=x7, -1<r<3; 
d) f(x):=r3-x, -1<x<1 


4.5-2* Si consideri sull’intervallo [0, 1/7] la fun- 
zione definita ponendo 
._ Jasin}, e #0 
fe) = 1° è perr=0. 
Si verifichi che essa si annulla nei punti xx := 
= 1/(kr), ke N*. 


Applicando il teorema di Rolle a ciascuno degli 
intervalli [2k+1, cx], si concluda che una funzione 


non costante su un intervallo può ammettere ivi 
infiniti punti in cui si annulla la derivata. 


4.5-3. Per ciascuna delle funzioni seguenti si de- 
termini un punto €, appartenente all’intervallo di 
definizione, che soddisfi l'uguaglianza espressa dal 
teorema del valor medio: 


a) f(@)=x*+1, 0<x<% 

b) f(a):=x?+1, 1<x<5; 

c) f(x) :=r?+22+1, 0<x<3; 
d) f(x) :=2r?2+4rx-2, -2<x<2. 


4.5-4* Si dimostri che per ogni funzione polino- 
miale di secondo grado p(x) := ar? + br + c e per 
ogni coppia di numeri distinti x), 2 si ha 
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(= = 22) _ P(x2) — p(21) 
p 9 “ 
Lo = Fi 

Dunque il punto £, la cui esistenza è provata dal 
teorema di Lagrange, è il punto medio dell’inter- 
vallo [r1, 12]. Si dia un’interpretazione geometrica 
del risultato ottenuto. Si confronti con i risultati 
ottenuti nel precedente problema. 


4.5-5* Si consideri la funzione f(x) := 1/x per 
x € [a,b] con0<a<b. Si verifichi che il punto £, 
la cui esistenza è provata dal teorema di Lagrange. 
è la media geometrica di a e db: £ = Vab. 

4.5-6. Sia p(x) un polinomio di secondo grado, 
come nel problema 4; sia x un numero reale fissato 
ad arbitrio e sia A # 0 un arbitrario incremento: 
si verifichi che il risultato ottenuto nel problema 
4 si può scrivere 


rt, _ P(E+h)-p(xr- h) 
4.5-7* Sia f:I-+ R, dove I è un intervallo di 
R; fissato x interno ad I, per f # 0 e in valore 
assoluto abbastanza piccolo, è definito il rapporto 
incrementale bilaterale 


n f@+M)-f(e-h) 
2h i 

Si verifichi che se f è derivabile in x, allora 

.  S(r+h)-f(e-h)_ 4 

Pa “gg #6 
ma non vale necessariamente il viceversa. 
[SUGGERIMENTO. Si consideri la funzione f(x) := 
= |x| nel punto © = 0.] 


4.5-8* Si consideri la funzione esponenziale 
feat da i 
detto r(h), h # 0, il rapporto incrementale bila- 
terale calcolato nel punto x = 0 
ag 
2h 
si dimostri la seguente formula ricorsiva che lega 
r(h/2) ad r(h): 


2a /2 

NE r(h). 

(SUGGERIMENTO. Si parta dall’espressione che 
fornisce r(h/2):; si moltiplichi e si divida per 
[ah/? +a_*/2]] 


*(h)= 


r(h/2) = 


n Laboratorio 4.5-1 


A partire da r(1) = (a — 1/a)/2, si utilizzi la for- 
mula ottenuta per calcolare, mediante un clabora- 
tore, un certo numero di termini della successione 
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n + r(1/2”) (a parole: si dimezzi progressiva- 
mente l’intervallo su cui è calcolato il rapporto 
incrementale). Per a = 2 e a = 3 si confrontino 
i risultati ottenuti con quelli forniti dalla tabella 
2.3-1. 


4.5-9. Ciascuno dei numeri seguenti ammette 
un’approssimazione “evidente”: si dia una stima 
del relativo errore (7 esempio 4.5-1): 

a) (3.05)?; b) v49.1; c) v35.99: 

d) (1.988); e) (1.08)?; f) v25.025. 

4.5-10. Verificare l’identità 


1 T 
arctan x + arctan — = 3° Va>0; 
T 


mediante derivazione. 

[(SuGGERIMENTO. Si verifichi che la funzione a 
primo membro è costante e poi si ponga x = 1.] 
Si ottenga lo stesso risultato esaminando la figura 
seguente. 


arctan(1/x) 


arctan a 


Quanto vale la stessa funzione per x < 0? 


4.5-11. Sia f : RL — Runa funzione derivabile 
e tale che sia f'(x) >m>0, Vr. Si dimostri che 


lim f(x) = +00. 
r-++00 
Sussiste ancora il risultato se è noto soltanto che 
F(@)> 0? 


[SUGGERIMENTO. Si consideri, ad esempio, la fun- 
zione r + r/(c +1). ] 


4.5-12. Siano f,g:I— R due funzioni derivabili 
definite su un intervallo I della retta reale, e sia 
xo un punto interno ad I. Si verifichi che se 


f(2o) = g(ro). f (2) > g'(2), Va > xo, 
allora f(x) > g(x), Va > ro. 


4.5-13. Si utilizzi il risultato del precedente pro- 
blema per dimostrare la doppia disuguaglianza 


2 
r-T<h(1+2)<2, Va >O0. 
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Forme indeterminate 


|p Esempio 4.6-1. 
|p Esempio 4.6-2. 
|p Esempio 4.6-3. 


Proposizione 4.6-1. D 


Dimostrazione SN 


I TEOREMI DI L’HÒPITAL 


Le proposizioni 3.5-1 e 3.5-4 consentono di determinare, almeno in alcuni 
casi, il limite del rapporto f/g, noti i limiti delle funzioni f e g. 

Vi sono però situazioni che sfuggono alla portata dei teoremi ricor- 
dati: ad esempio se f e g tendono entrambe a 0, oppure entrambe in 
valore assoluto a +00, non si può prevedere il comportamento al limite 
di f/g. Nei due casi citati si parla di “forme indeterminate” (o “forme di 
indecisione” ) rispettivamente del tipo 0/0 e 00/00. Si riveda in proposito 
la Tabella 3.6-3 al termine del paragrafo 3.6. 

Si considerino i seguenti esempi: 

Sia f(x) := x, g(x) := 22; pera —+ 0 le funzioni f e g tendono a 0, ma 


tra dn tal int is 


2-0 f(2) 210 g(x) 210 g(x) 


Sia f(x) := sine, g(x) := x: entrambe le funzioni tendono a 0 per x — 0. 
Tuttavia abbiamo dimostrato (7 esempio 3.6-3) che il rapporto (sin x)/x 
tende a 1. 


Sia f(x) := asin(1/2), g(x) := x: per x + 0 entrambe le funzioni 
tendono a 0, ma f(x)/g(x) = sin(1/x) è priva di limite per x + 0 (7 
problema 3.8-1). © D 


I due risultati seguenti, noti come teoremi di L’Hépital. forniscono 
condizioni sufficienti (ma non necessarie) per l’esistenza del limite di 
forme indeterminate del tipo 0/0 e 00/00, sotto convenienti ipotesi di 
derivabilità. 

Essi devono la loro denominazione a Guy Frangois. marchese de 
l’Hòpital (1661-1704), matematico dilettante che fu discepolo di Johann 
Bernoulli (fratello di Jakob Bernoulli, che abbiamo ricordato nel para- 
grafo 1.6). Nel 1696 pubblicò un testo contenente i teoremi che stia- 
mo per dimostrare; con tutta probabilità si tratta di risultati dovuti a 
Bernoulli. 


Siano f.g : [ro. co + h) — R. h> 0, due funzioni continue, con f(x0) = 
= g(co) = 0: siano esse derivabili per x € (ro. ro + h) con g/(x) # 0. In 
tali ipotesi, se esiste (finito o infinito) il limite 


, 
x 
lim F( i 
cizo g'(x) 
esiste ed ha lo stesso valore anche il limite 


Fa) 


lim — 
xl}ro g(a) 


Ovviamente una proposizione analoga vale per x T 0, sotto ipotesi 
ovvie. 
Consideriamo il caso in cui il limite L è finito. Per il teorema di Cauchy del 
paragrafo precedente abbiamo 


fa) _ f@)= f(x) _ f' © 
g(xe) g(e)-g(xo) 9'(€) 
per un opportuno £ (dipendente da x) con ro < € < x. Per ipotesi, per ogni 
£ > 0 esiste 6 = é(e) > 0, tale che per ogni x € (0, ro + é) si ha 
fe) sli 
g' (x) 


per gli stessi 7 si ha allora 
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(2) f'(£) 
—_ _L|=|%-L<e 
g(e) 9'(£) 
dato che ro <EÉ<r<to+6. @ D 
|p Esempio 4.6-4. Consideriamo il rapporto (1—cos x)/x?; vogliamo calcolarne il limite per 


x — 0. Trattandosi del rapporto di due “infinitesimi” per x — 0 (cioè 
due funzioni che tendono a 0), studiamo il rapporto delle derivate 


«. Sing ll. sing 1 
lim = - lim =, 
t-0 2a 2x-0 ax 2° 
in virtù di quanto abbiamo dimostrato nell’esempio 3.6-3. © D 


Osservazione 1. Il teorema dimostrato fornisce una condizione sufficiente ma non neces- 
saria: in altre parole il limite di f/9 può esistere senza che esista il limite 
di f'/g'. Si consideri, ad esempio, f(x) := x? sin(1/x), x #0, f(0) := 0, 
e g(x) := x. Allora 
{@) =axsin-, 
g(2) x 
tende a 0 per x — 0, mentre l’applicazione della regola di l’Hòpital 
conduce al rapporto 
: 1 1 
f(2) =2xsin—- — cos-, 
g'(€) x x 
che è privo di limite per x + 0, tale essendo cos(1/x) (T problema 3.8-1). 


Si usa talvolta esprimere in forma compatta il teorema dimostrato 
scrivendo 


(1) 


dove la lettera H posta sopra il segno di = sta a ricordare che si tratta di 
un’uguaglianza “condizionata”: i due limiti indicati sono uguali a patto 
che quello a secondo membro esista; in caso contrario non si può affer- 
mare nulla circa l’esistenza del limite a primo membro. 


Osservazione 2. Il risultato contenuto nella proposizione precedente sussiste inalterato 
per x — +00 oppure 7 + —cc. Siano, ad esempio, f e g due funzioni 
definite su [a, +00), a > 0, dove f e g sono derivabili, g'(x) # 0 e 


Lui f(2) E Ri 9(2) sica 
Se si pone t := 1/7, 0<t< 1/a, e 
F(t) := f(1/t), G(t):= g(1/t), 


si trova lim:|o F(t) = lim:jo G(t) = 0 e anche 
1 1 
PO=-3f0. SO=-3I0: 

Se si pone F(0) := G(0) := 0, per le funzioni F e G sono verificate 
tutte le ipotesi della proposizione precedente. Dunque se esiste (finito 
o infinito) il limite per t | 0 del rapporto F‘/G”, esiste ed ha lo stesso 
valore anche il limite analogo di F/G. Ma 


FO _ i SI nlÙ_ Mm f@ 


do GA) ato g(a)) HO G() 2-40 g'(2) 
In conclusione si ottiene: 
su dra a) 
l = I 
szo g(&) #20 g'(2) 


5 (2) 


@ 0 
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Proposizione 4.6-2. D 


|p Esempio 4.6-5. 


Proposizione 4.6-3. D 


Dimostrazione 


Siano f,g : (co, o + h) — R due funzioni derivabili, con 9g/(x) # 0. Sia 
inoltre 


lim f(x) = +00, limg(x)= too. 


xlro ciro 
In tali ipotesi, se esiste (finito o infinito) il limite 
/ 
MIO 
zizo g'(x) 
allora esiste ed ha lo stesso valore anche il limite 
ka 
lim H ) 
ciro 9(x) 


Analoga affermazione per x | xo, sotto ipotesi ovvie. Non daremo 
i dettagli della dimostrazione della proposizione precedente, che è co- 
munque simile a quella della proposizione 4.6-1. 

Le osservazioni 1 e 2 al termine della Prop. 4.6-1 si estendono al 
caso precedente. Si può dunque sintetizzare la Prop. 4.6-2 scrivendo 
l'uguaglianza condizionata (1). 


Vogliamo calcolare il limite 


limelne. 
xJ0 
Si tratta di un limite del tipo 0 - co (7 Tabella 3.6-2) che possiamo 
ricondurre ad un limite del tipo 00/00 scrivendolo nella forma 


Ina 


1 , 


T 
applicando la seconda regola di l’Hòpital (cioè la Prop. 4.6-2) siamo 
condotti a studiare il limite 


1 
eb a 
I I 
Fe 
che evidentemente tende a 0. Dunque lim,joglna = 0. © D 


Come applicazione della proposizione 4.6-1, dimostriamo un risultato 
che completa quanto abbiamo detto nel paragrafo 4.4 a proposito dei 
massimi e minimi relativi di una funzione. 


Sia f:I- Resia xo un punto dell’intervallo I; se f è due volte 
derivabile in xo e f'(c0) = 0, f”"(co) > 0, allora xo è un punto di minimo 
relativo (proprio) della funzione f. Nelle stesse ipotesi, se f'(x0) = 0, 
f"(c0) < 0, allora xo è un punto di massimo relativo (proprio) della 
funzione f. 


Nel caso di un punto di minimo si tratta di dimostrare che f(x) > f(xo) per 

tutti gli x # ro e “abbastanza prossimi” ad esso. Basta verificare che in un 

intorno di xo si ha 
x)- f(x 

fa) = f(c0) L 0, 

(x — xo)? 


dato che il denominatore del rapporto scritto è > 0. 


Se dimostriamo che tale rapporto ha limite L > 0 per x + xo, la proprietà 
richiesta segue dalla proposizione 3.6-2 (proprietà di permanenza del segno). 
Applicando la regola di l’Hòpital siamo condotti a cercare il limite 

: Î'(£) Lu: f(x) — f‘(x0) lun 
lim ——_+- = lim ——_- =: . 
Peso 2(x — xo) 2 Lione XT_- To 2 f (20) >0 


Dunque L= f”(x0)/2 è anche il limite del rapporto scritto all’inizio. & O 
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In forma schematica la proposizione dimostrata afferma quanto segue 


(f'(x0) = 0. f"(c0) > 0) > xo è punto di minimo relativo proprio, 
(f'(x0) = 0, f"(x0) < 0) > xo è punto di massimo relativo proprio. 


Il caso in cui f'(x0) = f”(x0) = 0 può essere analizzato esaminando 
le derivate di ordine superiore al secondo, ammesso che esistano (| pro- 
blema 4.6-4). 


Dalla dimostrazione del teorema precedente segue anche il seguente 
fatto: se #0 è un punto di minimo (non necessariamente proprio). cioè 
f(x) > f(xo) in un intorno di xo, allora il rapporto 


f(x) — f(wo) 


(2-0)? 


è > 0 in tale intorno e dunque, in virtù della Proposizione 4.6-1, tale è 
anche il suo limite f”(x0)/2. In altri termini: la condizione f’(x0) > 0. 
unitamente alla condizione f'(x0) = 0, è necessaria (ma non sufficiente) 
affinchè ro sia un punto di minimo, così come la condizione f”(x0) < 0 


è necessaria (ma non sufficiente) affinché ro sia un punto di massimo. 


In forma schematica: 


xo è punto di minimo relativo > (f'(x0) = 0. f"(x0) 


> 0 
xo è punto di massimo relativo > (f"(x0) = 0. f"(xo) < 0) 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


di 


4.6-1. Calcolare i limiti 


ina — 1 1 

a) lim cani b) lim ( — — =): 

x-0 x r-0 \sinr x 

l ; 

c) lim = d) lim (a-Inz); 

C>-Peo E r-++00 

e B=d a 
dd e 0 


[(SUGGERIMENTO. Per quanto riguarda l’ultimo 
limite, si tenga presente che x® = ef! ® |] 
4.6-2. Calcolare i limiti 

n K ” € 
a) lima*Inx: b) lim i 

x/0 T-++90 TX 
per ogni £ intero > 0. Si chiede se i risultati ot- 
tenuti si estendono anche al caso di & > 0, ma non 
necessariamente intero. 
4.6-3. Consideriamo la funzione 
p(a) = (cr - 1)? +(x—-x2)?+...(0- n)? 
dove x1,T2,..., Tn sono numeri assegnati (7 pro- 
blema 4.4-2). Si verifichi che la derivata seconda 
di pè > 0, dunque 7 = (21 +c2+...+ xn)/n, 
punto in cui si annulla la derivata prima, è un 
punto di minimo proprio. 
4.6-4* Sia f:I—- R.ro€Ief'(c0) = f"(c0) = 
= fND(20) = 0 fP(20) # 0. 


Si dimostri che se n è pari e fl (10) > 0, allora ro 
è un punto di minimo relativo (di massimo rela- 
tivo se fl (ro) < 0). Se invece n è dispari. xo 
non è punto di massimo né di minimo. 


(SUGGERIMENTO. Si esamini il segno della dif- 
ferenza f(x) — f(ro) per x prossimo a o. cal- 
colando il limite del rapporto 


(© cai xo)" 


ragionando come per la dimostrazione della Propo- 
sizione 4.6-3.] 


4.6-5* Sia f una funzione definita e continua in 
un intervallo del tipo [ro. ro + 6) e derivabile per 
x > o: si dimostri che se esiste (finito o infinito) 
il limite di f'(x) per x | xo. allora esiste ed ha 
lo stesso valore la derivata a destra f/(ro). Con- 
siderazioni analoghe per x 7 ro. Si riesamini al 
riguardo la funzione del problema 4.3-4. 


(SUGGERIMENTO. Applicare la regola di L'Hòpital 
al rapporto incrementale.] 
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Insieme convesso 


Figura 4.7-1. 

Un insieme convesso (a 
sinistra), un insieme non 
convesso (a destra). 


D Esempio 4.7-1. 
|p Esempio 4.7-2. 
|p Esempio 4.7-3. 
| Esempio 4.7-4. 


FUNZIONI CONVESSE, FUNZIONI CONCAVE 


Un insieme A di punti del piano si dice convesso se il segmento congiun- 
gente due punti qualunque di A è interamente contenuto in A stesso. Un 
quadrato, un cerchio, un semipiano, l’interno di una parabola, sono in- 
siemi convessi. L'insieme dei punti (x, y) del piano per cui risulta xy > 0 
non è convesso: esso è costituito dai punti appartenenti al primo, oppure 
al terzo quadrante (assi esclusi); il segmento congiungente i punti (1,4) 
e (-4, —1) contiene anche punti (x,y) per cui si ha xy < 0. 


Sia f:I-— Runa funzione definita nell’intervallo I: associamo a tale 
funzione due insiemi di punti nel piano cartesiano che contiene il grafico 
di f: quello costituito dai punti che “stanno sopra” al grafico e quello 
costituito dai punti che “stanno sotto” il grafico stesso, che indichiamo 
rispettivamente con il simboli 


A*(f) :={(x,y) e R°;r e I,y> f(2)}, 
A°($) = {@,y) e Rn e Ly<f0)}. 


Se A*(f) è un insieme convesso, si dice che f rivolge la concavità 
verso l’alto (più propriamente si dovrebbe dire: verso il semiasse posi- 
tivo delle ordinate): se invece è convesso A7(f) si dice che f rivolge la 
concavità verso il basso. 


Per quanto sappiamo dal paragrafo 2.2 (] figura 2.2-2), la parabola di 
equazione 


f(x) := ax? +bx+c 


rivolge la concavità verso l’alto se a > 0, verso il basso se a < 0. Se 
a = 0, l'equazione precedente rappresenta in realtà una retta: in tal 
caso entrambi gli insiemi A*(f) e A7(f) sono convessi, essendo i due 
semipiani in cui la retta di equazione y = br + c divide il piano. 


La funzione f(x) := |x| rivolge la concavità verso l’alto (7 figura 1.5-3). 


La funzione esponenziale x + e” rivolge la concavità verso l’alto, mentre 
la sua inversa x + In rivolge la concavità verso il basso. Si rivedano le 
figure del paragrafo 2.3. 


Per la funzione f(x) := sinz, definita su AR. nessuno dei due insiemi 
A*(f) e A7(f) è convesso; tuttavia se si considera la restrizione della 
funzione seno all’intervallo [0,7]. si riconosce che essa rivolge la con- 
cavità verso il basso, mentre la restrizione all’intervallo [7, 27] rivolge la 
concavità verso l’alto. Si rivedano le figure del paragrafo 2.4. © D 
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Funzione convessa, 
funzione concava 


Definizione 4.7-1. D 


Figura 4.7-2. 

Una funzione f:I— R 

è convessa se ogni corda 
congiungente due punti del 
grafico sta al disopra del grafico 
Stesso. 
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Lasciamo al lettore, come facile esercizio, la verifica del seguente 
fatto: se la funzione f rivolge la concavità verso l’alto, allora la funzione 
— f rivolge la concavità verso il basso e viceversa. 


Anziché usare la locuzione “funzione che rivolge la concavità verso 
l'alto” è largamente adottata locuzione funzione convessa, mentre in 
luogo di “funzione che rivolge la concavità verso il basso” si parla di 
funzione concava. Evidentemente la scelta dei due aggettivi è conven- 
zionale (si privilegia, in qualche modo, ciò che sta sopra al grafico di f. 
il cosiddetto epigrafo, in luogo di ciò che sta sotto). In modo formale: 


La funzione f : I — R, dove I è un intervallo di R, si dice convessa se 
l’insieme 


{(x,y) e R°;x61,y> f(2)} 
è convesso: si dice concava se la funzione — f è convessa. 


La proprietà di convessità su un assegnato intervallo ha varie con- 
seguenze: ad esempio si può dimostrare che se f è convessa su /, allora 
in ogni punto x interno ad I essa è derivabile a sinistra e a destra e si 
ha fi(x) < fi(x) (si pensi alla funzione x + |x| ). 

Noi ci limiteremo a stabilire una condizione sufficiente per la con- 
vessità. Premettiamo le seguenti osservazioni: per la funzione convessa 
f(x) := x?, la derivata prima f'(x) = 2x è crescente e la derivata seconda 
f"(x)= 2 è positiva. 

Per la funzione convessa f(x) := mx + gq si ha f(x) = 0. Tutto ciò 
lascia intravedere un legame tra la convessità e il segno della derivata 
seconda. 

Allo scopo di chiarire tale legame, cominciamo con l’osservare che 
per verificare la convessità di una funzione f è sufficiente dimostrare che 
il segmento congiungente due punti scelti ad arbitrio sul grafico di f sta 
tutto sopra al grafico stesso (dunque è contenuto nell’epigrafo). 


Se x3 e r2 (con x1 < 2) sono due punti ad arbitrio dell’intervallo 
di definizione I, e x + r(x) è l'equazione della retta congiungente 
(21. f(c1)) con (22. f(c2)). la condizione di convessità si scrive 


Vg E (Gas) fitta) (1) 


La funzione r si scrive (si riveda l'equazione dalla retta per due punti) 
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Proposizione 4.7-1. D 


Dimostrazione 


Punto di flesso 


Proposizione 4.7-2. D 


Dimostrazione SN 


re) = fl) +e alzi) _ 


_ F(21)(c2 — 2) + f(ca)(e — Ti) 


2-21 


(2) 


A questo punto abbiamo gli elementi per dimostrare la seguente 


Sia f : I — R una funzione due volte derivabile sull’intervallo I; se 
f"(x) = 0 per ogni x interno ad I allora f è convessa, mentre se f"(x) < 
0 per ogni x interno ad I allora f è concava. 


Sia f(x) > 0. Vogliamo verificare la disuguaglianza (1). Sfruttando la (2) si 
trova 


f(c1)(c2 — 1) + f(c2)(e — 21) 


Pub de) _ c2- 1 - f(x) = 
er” L, [f(21)(22 — 2) + f(22)(2 - 21) — f(0)(c2 - 21)] = 
= {[f@)- f0)](02- 2) + [fa] - f@)](@- 21)}. 


L’ultimo passaggio segue dall’uguaglianza r2— 1 = (r2-x)+(r—x1). Le 
due quantità entro parentesi quadre si possono valutare mediante il teorema 
del valor medio di Lagrange: 

1 / 
re) - fa) = {FE - 2)(22 - 2) + F(E)(22 - ae — 21)] = 
li 1 fsi / 
“sa (£2) — f'(E1)](c2- 2)(e- 21). 
dove £, e £ sono due punti opportuni, tali che x1 < É1 < x < £2 < 2. 


Un'ultima applicazione del teorema di Lagrange alla funzione f' sull’inter- 
vallo [€1, £2] fornisce 


r(2) — f(x) = F"(E)(£2— &1)(c2— 2)(2 — 21), 


con £1 < € < £2. Le quattro differenze che compaiono nell’ultima formula sono 
tutte > 0; dunque la differenza r(x)— f(x) a primo membro ha lo stesso segno 
di f"(2). © D 


l 
T2- I1 


Se nella formula (1) vale il segno di < al posto di <, cioè si ha 
Va € (21,22); f(x) <r(2), (3) 


si dice che f è strettamente convessa (rispettivamente strettamente con- 
cava se f(x) > r(x)). 

Dalla dimostrazione appena compiuta segue che se f”(x) > 0 per 
ogni x interno ad /, allora f è strettamente convessa su I (oppure stret- 
tamente concava se f”(x) < 0). 

Sia f:I-— Re xo un punto interno ad / che è l’estremo comune di 
due intervalli su uno dei quali f è strettamente concava mentre sull’altro 
è strettamente convessa: si dice che ro è un punto di flesso per f. In 
un punto di flesso il grafico cartesiano di f “attraversa la tangente”. 
nel senso che, al crescere di x, il grafico passa dall’uno all’altro dei due 
semipiani in cui la tangente divide il piano. 


Sia f : I — IR una funzione due volte derivabile sull’intervallo I, e tre 
volte derivabile nel punto xo interno ad I. Se f”(xo) = 0 e f""(xc0) #0, 
allora xo è un punto di flesso. 


In sintesi: 


(f"(x0) = 0, f"(x0) #0) > xo è un punto di flesso. 


Consideriamo il rapporto incrementale della derivata seconda nel punto xo; 
poiché f”(x0) = 0 si trova 
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f'@=f"0) _ f"@) 


T—- To T- 0 


Per ipotesi il rapporto scritto tende a f”(xo) per x — xo: supponiamo. 
per fissare le idee, che sia f’”(xo) > 0. Per la proprietà di permanenza del 
segno (T Prop. 3.6-2) anche il rapporto incrementale scritto in precedenza 
avrà segno > 0 per tutti gli x # ro e abbastanza prossimi ad esso. Dunque 
f"(x) > 0 per gli x tali che ro < x < ro +6, e f(x) < 0 per gli x tali che 
to — È < © < xo, dove é è un opportuno numero > 0. 

Dunque f rivolge la concavità verso l’alto su un intervallo a destra di xo, 
mentre rivolge la concavità verso il basso su un intervallo a sinistra di esso. 


Considerazioni analoghe valgono se f"(r0) <0. © D 
7\ F"(co) =0 A F"(co) = 0 
F"(20) > 0 f" (co) <0 
| 
- —— e 


Figura 4.7-3. Se f"(co)=0e f”"(x0) #0, allora xo è un punto di flesso. A sinistra il caso f””(r0) > 0, a 
destra il caso f”(r0) < 0. i 
|> Esempio 4.7-5. Consideriamo la funzione f(x) := x3. Da f”(r) = 6x segue che essa 


è strettamente convessa sull’intervallo [0, +00) e strettamente concava 
sull’intervallo (-00, 0]. Dunque l’origine è un punto di flesso. 


Figura 4.7-4. r 
Grafico della funzione —v2/2 tl v2/2 


rtwe” ,rER. 


|p Esempio 4.7-6. La funzione pari 
f(a).= e. x € R. 


detta gaussiana in onore di Carl Friedrich Gauss (7 par. 2.5), interviene 
in molte questioni di Calcolo delle Probabilità e Statistica. Mediante la 
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Figura 4.7-5. 

Per x > —1 il grafico della 
funzione r + (1+ x)" sta 

al disopra del grafico della 
funzione x 1+ n. In figura 
= dì. 


|p Esempio 4.7-7. 


regola per la derivazione delle funzioni composte, calcoliamo le derivate 
prima e seconda di f; si trova 


f(a)=-2xe7®, f"(a) = -2e79° + Axe? = 2e-®° (2x2 1). 


Poiché l’esponenziale ha sempre segno positivo, si ha che la derivata 
prima ha segno opposto a quello di x, mentre la derivata seconda ha lo 
stesso segno del polinomio di secondo grado (2? — 1). Dunque f” > 0 
per |x| > V2/2, f"(x)=0 per x = +vV2/2, f""(x) < 0 per |x| < v2/2. 

Conclusione: f è strettamente concava nell’intervallo [- 2/2, v2/2], 
strettamente convessa fuori dello stesso intervallo. Per x = +V2/2 si 
hanno due punti di flesso. © D 


Una proprietà che si può dimostrare in modo abbastanza agevole 
(ragionando per assurdo) riguarda la mutua posizione della tangente in 
un punto del grafico di una funzione convessa f (ammesso che la tangente 
esista) e dell’epigrafo: l’epigrafo sta sopra la tangente (sotto la tangente, 
se f è concava). 


Consideriamo la funzione f(x) := (1+ x)”, x reale, n > 2. Si trova 
subito f(x) = n(n — 1)(1+)"-?. Dunque la derivata seconda è > 0 
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per ogni x se n è pari (anzi essa è > 0 per x # —1), mentre lo stesso vale 
per x > —1 se n è dispari. Poiché l’equazione della retta tangente nel 
punto (0, f(0)) = (0,1) si scrive x + 1+ n abbiamo la disuguaglianza 
di Bernoulli (7 esempio 1.6-2) 


(1+2)" >1+nz, 


T>-1l. & 0 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


4.7-1. Verificare, calcolando la derivata seconda, 
che la funzione x + a”, 0 < a # 1. x € R, è 
convessa, mentre la funzione x + log, 7, x > 0, è 
concava. 


4.7-2. Verificare che, per ogni a > 0, la funzione 
f(x) := a/r è convessa per x > 0, concava per 
2 <0: 


4.7-3* Dimostrare che l’inversa di una funzione 
f:I- R strettamente crescente (o strettamente 
decrescente) e convessa, è concava. 

4.7-4. Le funzioni f(x) = reg(a):=xr,r 
reale, sono convesse: è convesso il loro prodotto? 
4.7-5. Verificare la concavità della funzione x + 
+ yv2, x > 0, sia direttamente in base alla defini- 
zione, sia mediante il calcolo della derivata secon- 
da di f. 

4.7-6* Si verifichi che la condizione di convessità 
di una funzione f : I + R si può scrivere 


f((1-t)21+tz2) <(1-t)f(21) +tf(22), 
per ogni x, r2 € I e per ogni t € [0, 1). 
(SUGGERIMENTO. L’equazione y = (1— t)f(x1)+ 
+tf(x2) rappresenta il segmento congiungente i 
punti (21, f(21)) e (ca. f(c2)).] 
4.7-7. In base al precedente esercizio, la con- 
dizione di concavità si può scrivere 

f((1-t)e1+t22) > (1-4)f(21) +tf(22) 
per ogni x1, 72 € I, e per ogni t € [0, 1). In base 
alla concavità della funzione logaritmo naturale (7 
problema 1), si ha dunque 

In ((1 — t)x1 + tx2) > (1-t)Inx;+tlnx2 = 

=In(c1 28) 

per ogni 71,2 > 0 e per ogni t € [0,1]. Se ne 
deduca, in base alla crescenza della funzione loga- 
ritmo, che 

sig <(1-t)z1+tx2. 
Cosa si trova per t = 1/2? 


4.7-8. Sulla base del precedente problema, op- 
pure in base ad un esame del grafico, si verifichi 
la convessità delle funzioni: 


a) f(e):=|e|: b) f(e):=c+|o]; 

e) f(c):=|e-1|+|]c+1|. 

4.7-9. Siano f,g:I-— R due funzioni convesse. 
Verificare che le funzioni 

tt f(c)+g(2), cr - max{f(2),g(2)}, 

sono convesse. 


4.7-10. Sia f : I + R una funzione convessa; 
per quali valori del parametro reale A è convessa 
la funzione x + Af(x)? 


4.7-11. Combinando i risultati dei due prece- 
denti problemi si verifichi che, se fig :I-— R 
sono due funzioni convesse, per ogni coppia A1, 
Az di parametri > 0 è convessa la funzione x + 
> Aaf(£) + Azg(7). 


4.7-12* Si dimostri che se ro è un punto di mini- 
mo relativo per la funzione convessa f : I — R, 
allora xo è un punto di minimo assoluto, cioè è il 
minimo dell’immagine f(I). 

4.7-13* Dimostrare che ogni polinomio cubico 
p(x) := ar3+bx°+cx+d, a # 0, ha un solo punto 


di flesso. Detto (xo. p(r0)) tale punto, si verifichi 
che esso è centro di simmetria per il grafico di p. 


4.7-14. Vogliamo verificare che sinx + cos > 1 
per 0 < x < 7/2. Si dimostri che 

i) la disuguaglianza è ovvia se si considera il punto 
di coordinate cartesiane (cos x, sin 7): 

ii) la funzione f(x) := sinx + cos x è continua su 
[0.7/2], vale 1 negli estremi dell’intervallo consi- 
derato ed è ivi strettamente concava. 
(SUGGERIMENTO. Che segno ha la funzione f, e 
che legame c’è tra f e f"?] 


4.7-15. Si consideri la funzione f : R- R 
definita ponendo f(0) := 0, f(x) := x? sin(1/x) 
per x # 0 (T problema 4.3-4). Si verifichi che, pur 
essendo f'(0) = 0, dunque l’origine è un punto 
critico (7 Corollario della Prop. 4.1-1), essa non è 
né un punto di massimo, né un punto di minimo, 
né un punto di flesso. 


4.7-16* LE FUNZIONI IPERBOLICHE. 


Le funzioni seno iperbolico e coseno iperbolico sono 
definite ponendo 
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e? + E 
,coshx = —___ 


2 
Si verifichi che il seno iperbolico è una funzione 


dispari, mentre il coseno iperbolico è una funzione 
pari > 1. Si verifichi poi che 


sinh x := ,x € R. 


Dsinhx = coshx, Dcosha = sinha. 


Se ne deduca che la funzione seno iperbolico è 
strettamente crescente e dunque, essendo nulla 
per 2 = 0, è > 0 pera = 0 <0 pera < 0: 
Si calcolino le derivate seconde delle funzioni allo 
studio. Se ne deduca che il coseno iperbolico è 
una funzione convessa, il seno iperbolico è una 
funzione convessa sull’intervallo 7 > 0. concava 
sull’intervallo x < 0 (| fig. 4.7-6). 


4.7-17. Si dimostri l’identità 
cosh? x — sinh? x = 1, Vre R 


a) mediante un calcolo diretto del primo membro, 
tenendo conto delle proprietà della funzione espo- 
nenziale; 


b) derivando la funzione x + cosh? x — sinh? x e 
verificando che la derivata stessa è identicamente 
nulla, mentre cosh? 0 — sinh?0=1-0=1. 


4.7-18. Quale tipo di curva è descritta dal punto 
x := cosht, y := sinht, t reale? 


(SUGGERIMENTO. Con i simboli attuali, l’identità 
del precedente esercizio diventa x? — y? = 1.] 


Figura 4.7-6. 
Grafico delle funzioni 
tt coshe, r + sinha. 
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Esempio A.5-1. 


Esempio A.5-2. 
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GRAFICI DI FUNZIONI NUMERICHE REALI 


Negli esempi contenuti nei due ultimi capitoli abbiamo studiato un certo 
numero di funzioni numeriche reali, e ne abbiamo tracciato i relativi 
grafici. In questa appendice vogliamo esaminare più in dettaglio le tec- 
niche per studiare le funzioni numeriche reali in vista del tracciamento 
dei relativi grafici. 

Anche se è molto facile tracciare il grafico di una funzione utilizzando 
un elaboratore, cionostante lo studio condotto con metodi analitici con- 
serva una notevole importanza, allo scopo di localizzare i punti di mas- 
simi e di minimo, i punti di flesso e così via. 

Prima di procedere oltre dobbiamo ancora introdurre una nozione im- 
portante: quella di asintoto. In termini intuitivi, un asintoto è una retta 
che rappresenta la posizione limite assunta dalla tangente al grafico di 
un'assegnata funzione quando il punto di tangenza si allontana indefini- 
tamente dall’origine. Si è soliti distinguere tre tipi di asintoti: 

- asintoto orizzontali, 

— asintoti verticali, 

- asintoti obliqui. 

Diamo le relative definizioni. 


1. Asintoto orizzontale 


Sia f:I-— Re supponiamo che / sia un intervallo illimitato supe- 
riormente: se 


lim f(a)=L, 


T-++00 
si dice che la retta di equazione y = L è un asintoto orizzontale (a 
destra). Analogamente, se / è un intervallo illimitato inferiormente e 


lim f(2)=M. 


si dice che la retta di equazione y = M è un asintoto orizzontale (a 
sinistra) 


Consideriamo la funzione f(x) := arctan x. x reale: sappiamo che 


. T ; T 
lim arctana = —, lim arctanoa = ——. 
L++00 2 r-+—00 2 


Dunque la retta di equazione y = 7/2 è un asintoto orizzontale (a 
destra), mentre la retta di equazione y = —7/2 è un asintoto orizzontale 
(a sinistra); si riveda la figura 2.3-nnn. 

Sia 
2 


fa= 7: 


si ha (7 problema 3.6-8) 
lim {(2)= lim f@=1g 
T+—-00 


T-++t00 


x reale: 


dunque la retta di equazione y = 1 è un asintoto orizzontale (sia a destra 
che a sinistra). © D 
In generale, per ogni funzione razionale fratta 


dove p e q sono due polinomi dello stesso grado, diciamo di grado n 
con coefficienti direttivi a, e bn. la retta di equazione y = an/bn è un 
asintoto orizzontale (sia a destra che a sinistra). 
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Figura A.5-1. 
Grafico della funzione -0.5* 
f(x) :=2°/(x° +1), r e R. 


|p Esempio A.5-3. Sia 
1 
== 


Tenendo presente che la funzione x + e” tende a 0 per x — +00, 
tende a +00 per x — —cc, si trova 


1 1 
lm —_—_=1, lim ——— =0, 
r-++00 1 + e7® r-+-0 1+e7® 


x reale. 


dunque la retta di equazione y = 1 è un asintoto orizzontale (a destra), 
mentre la retta di equazione y = 0 è un asintoto orizzontale (a sinistra). 


@ 0 
LS 
L 
1 
RR SIRENE SETE I loci nenazane: 
0.5 
-2 -1 1 2 
Figura A.5-2. 


Grafico della funzione -0.5° 
f@):=1/(1+€7),0 € R. 


2. Asintoto verticale 


Sia f : I + KR una funzione definita in un intervallo non chiuso; ad 
esempio supponiamo che sia I = (a, b]. Se 


lim f(x) = +00 (oppure — 00) 

ria 
si dice che la retta di equazione x = a è un asintoto verticale (a sinistra). 
Con la locuzione “a sinistra” s'intende specificare che l’asintoto giace a 


sinistra del ramo di curva che “va all’infinito”. Analoga definizione per 
l’asintoto verticale (a destra) nel caso in cui I = [a, b), e 


= f(x)= +00 (oppure — 00). 
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Figura A.5-3. 
La differenza tra f(x) e ma +q 
tende a 0 per x — +00. 


|p Esempio A.5-5. 
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Sia f(x) = 1/x, r #0, la retta di equazione x = 0 (cioè l’asse delle 
ordinate) è un asintoto verticale, tanto a sinistra quanto a destra). 

In generale se f(x) := p(x)/g(x) è una funzione razionale fratta, 
dove si suppone che i polinomi p e q non abbiano zeri in comune, in 
corrispondenza di ciascuno degli zeri reali del denominatore (se ce ne 
sono) si ha un asintoto verticale. © D 


3. Asintoto obliquo 


Sia f:I- Re supponiamo che I sia un intervallo illimitato supe- 
riormente: sia y = mr+g, m # 0 l'equazione di una retta r (non parallela 
a nessuno dei due assi coordinati): diremo che tale retta è un asintoto 
obliquo (a destra) se 


Lim (f()- me-q]=0. (1) 


L'interpretazione geometrica è semplice: la differenza tra l’ordinata 
sul grafico di f e la corrispondente ordinata sulla retta r tende a zero 
per x + +00. 


Dividendo la quantità entro parentesi per x (che possiamo supporre 
> 0) si ottiene la relazione di limite 


lim ta) mt Za 0, 
r-+%0 Xx xT 
cioè 
lim {(2) mà (2) 
T-++00 TC 


Determinato così m, il numero g si ottiene mediante la relazione di 
limite 
lim f(a)-ma=q. (3) 
rL++00 


Analogamente si definisce l’asintoto obliquo a sinistra, considerando 
limiti per x + —c0. 


Consideriamo la funzione f(x) := Vr? +1. Quando x è “grande” in 
valore assoluto, x? + 1 non è molto diverso da x? (in senso relativo). 
dunque è ragionevole aspettarsi che f si comporti all’infinito come Vr? = 
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|x|. Verifichiamo che la retta di equazione y = © (bisettrice del primo e 
terzo quadrante) è un asintoto (a destra). Calcoliamo il limite (2): 


Va2+1 241 
ha Si da SEE qa gita, 
T-+-+00 T T-+00 DB T-++00 b' pi 


Abbiamo supposto (com'è lecito) x > 0, e dunque x = Ve2. Si ha 
dunque m = 1. Calcoliamo ora il limite (3): 


Abbiamo moltiplicato e diviso per Vr? +1+ 2. 

Lasciamo al lettore la dimostrazione che la retta di equazione y = —x 
(bisettrice del secondo e quarto quadrante) è un asintoto (a sinistra). 
Basta ripetere il ragionamento precedente, tenendo conto del fatto che 
per € <0sihar=-—v2?. © D 


Figura A.5-4. 
Grafico della funzione 
f(a)=vx2+1,rE R. 


Veniamo all’argomento proprio di questa appendice: lo studio del 
grafico di un’assegnata funzione f : A — R, dove A è un sottoinsieme 
di R. Le nozioni ed i risultati dei capitoli 3 e 4 possono essere utilizzati 
per tracciare il grafico di f per ricavarne caratteristiche qualitative e 
quantitative. 

Diciamo subito che non esiste un procedimento generale valido in 
tutti i casi; tuttavia alcuni problemi tipici che si pongono nello stu- 
dio di una funzione assegnata mediante una “formula” sono elencati nei 
seguenti punti. 


A. DETERMINAZIONE DELL'INSIEME NATURALE DI DEFINIZIONE 


Ciò non si richiede, evidentemente, se il dominio della funzione è asse- 
gnato contestualmente alla legge analitica con la quale essa è definita. 


B. STUDIO DEL SEGNO DELLA FUNZIONE 


La soluzione delle disequazioni f(x) > 0 e f(x) < 0 permette di indivi- 
duare le porzioni di grafico situate sopra e, rispettivamente, sotto l’asse 
delle ascisse. La soluzione dell’equazione f(x) = 0 consente di trovare 
gli (eventuali) punti d’intersezione con l’asse medesimo. 


C. STUDIO DELLA CONTINUITÀ ED INDIVIDUAZIONE DI EVENTUALI DI- 
SCONTINUITÀ 
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Si tenga presente che la composizione di funzioni continue fornisce fun- 
zioni continue. 


D. DETERMINAZIONE DI EVENTUALI ASINTOTI 


Abbiamo già trattato in dettaglio l'argomento all’inizio della presente 
appendice. Aggiungiamo soltanto che gli asintoti verticali x = 0, vanno 
cercati in corrispondenza di punti ro non appartenti al dominio, ma di 
accumulazione del dominio stesso, oppure in corrispondenza di punti di 
discontinuità della funzione. 


Affinché esistano asintoti orizzontali oppure obliqui a destra (rispet- 
tivamente: a sinistra) è necessario (ma non sufficiente) che il dominio sia 
illimitato superiormente (rispettivamente: inferiormente). 


E. STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA 


La soluzione delle disequazioni f'(x) > 0e f'(x) < 0 consente l’individua- 
zione di intervalli su cui la funzione è strettamente crescente oppure 
decrescente. 


La soluzione dell'equazione f'(x) = 0 e la determinazione degli even- 
tuali punti di cui f non è derivabile, permette di individuare i punti 
cosiddetti estremanti, cioè quelli in cui f può presentare un punto di 
massimo o di minimo relativo. Ricordiamo che in un punto di cui sia 
f'(x) = 0 può esserci un flesso, ma può darsi che f non presenti in tal 
punto né un massimo, né un minimo e neppure un flesso (7 problema 
4.7-12). 

Se il dominio di f è un intervallo (o un’unione di intervalli) conte- 
nente uno o entrambi gli estremi, occorre confrontare il valore di f negli 
eventuali punti di massimo e di minimo relativo interni al dominio, con 
il valore che la f assume negli estremi del dominio. 


F. STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA SECONDA 


La soluzione delle disequazioni f"(x) > 0 e f"(x) < 0 permette di indi- 
viduare gli eventuali intervalli in cui la funzione è strettamente convessa, 
e rispettivamente strettamente concava. Il segno della derivata seconda 
in un punto zo in cui la derivata prima è nulla, consente di decidere 
se tale punto è di massimo relativo, di minimo relativo, oppure non si 
verifica nessuna delle due eventualità ora citate (si riveda quanto detto 
al punto precedente). 


Osserviamo ancora che lo studio del grafico di una funzione può essere 
semplificato utilizzando particolari proprietà della funzione stessa. Ad 
esempio, se essa è pari oppure dispari, basta studiare la restrizione al 
sottoinsieme del dominio che è contenuto in Ri = [0, +00); il grafico 
completo si ottiene per simmetria rispetto all’asse delle ordinate se la 
funzione è pari, per simmetria rispetto all’origine se essa è dispari. 

Se la funzione è periodica di periodo T > 0, cioè f(r+T) = f(x) per 
ogni x, si può limitare lo studio di f all'insieme dei punti del dominio 
che appartengono ad un qualunque intervallo di lunghezza 7. 


Suggeriamo al lettore di studiare gli esempi seguenti. 


[Maturità scientifica 1987]. Si vuole studiare la funzione 


2-x 
f(e) = 
Esaminiamo i segni del numeratore e del denominatore del radicando: 


le condizioni 2 — x > 0 e x > 0 sono soddisfatte per 0 < x < 2; le con- 
dizioni r < 0 e 2—x < 0 non sono mai contemporaneamente soddisfatte. 


r 
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Figura A.5-5. 
Grafico della funzione 


> V(2- x)/x. 


Dunque il domino naturale di definizione è l’intervallo aperto a sin- 
istra 0 < x < 2. La funzione è > 0 nel suo dominio, si annulla per x = 2 
ed inoltre si ha 


hei f(x) = +00. 


Dunque x = 2 è punto di minimo assoluto, il minimo essendo f(2) = 
= 0, la funzione è illimitata superiormente, e l’asse delle ordinate è è un 
asintoto verticale (a sinistra). 

Calcoliamo la derivata prima nei punti interni all’intervallo di defi- 
nizione; si trova, dopo qualche passaggio, 


il Li 
# (2) “i eV2x — x? 
sa = TTI 


x(2x — r2)3/2" 

Si ha dunque f’(x) < 0 per ogni x € (0,2), f(x) > 0 per0<x< 
<:3/2; f"(8/2)=10; fo) <0 par 3/2< 0 <2:; 

La funzione è dunque strettamente decrescente sul suo dominio, stret- 
tamente convessa per x < 3 /2, 2, strettamente concava per x > 3/2. 

Il punto 3/2 è dunque un punto di flesso. Poiché f(3/2) = V3/3, 
7'(3/2) = —-v3/9, l’equazione della tangente nel punto (3/2. 3/3), la 
cosiddetta tangente di flesso, si scrive 


Si osservi che la regola per la derivazione della funzione composte 
non è applicabile nel punto x = 2. Infatti la funzione f si può pensare 
composta mediante le funzioni a + (2— 2)/xr =: t,tt Vi; al valore 
x = 2 corrisponde il valore t = 0 e la funzione radice quadrata ammette 
derivata infinita in tale punto. Si osserva tuttavia che 


lim f (1) = —00 
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Figura A.5-6. 

Grafico della funzione x 
arccos(1—x)+(x-1)/x(2- x). 
0<x<2. Il grafico è 
simmetrico rispetto al punto 
(1,7/2). Si osservi che la figura 
utilizza unità di misura diverse 
sui due assi. 
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e questo induce a ritenere che la derivata (a sinistra) nel punto x = 2 sia 

—o0. Potremmo applicare l’osservazione contenuta nel problema 4.6-5; 

preferiamo calcolare la derivata nel punto x = 2 in base alla definizione. 
Si ha 

f(x) — f(2) 


er 


— x 

si  a@-2) =) 

per x T 2, quindi per x = 2 la semiretta Fabi al grafico è parallela al 
semiasse positivo delle ordinate. 


(E 


Nell'esempio 2.4-2 (calcolo della quantità di liquido contenuto in una 
cisterna cilindrico disposta orizzontalmente, noto il livello del liquido) 
abbiamo ottenuto la funzione 


A(x) = r? arccos a = S$ (e -r)V(x(2r — 2). 


Vogliamo farne uno studio completo. Posto, com'è lecito, r = 1, 
consideriamo la funzione 


f(x) = arccos(1—x)+(x—1)vx(2—-%), 0<x<2. 


(©) 
(0a) 
a puma 
p> 
(0a) 
N 


La funzione è > 0 su tutto il dominio, e si ha f(0) = 0, f(1) = 
= 7/2, f(2) = x. Vedremo tra un istante che la funzione è strettamente 
crescente (com'è ovvio tenuto conto del problema geometrico che l’ha 
generata), e dunque x = 0 è punto di minimo assoluto, x = 2 è punto di 
massimo assoluto, il minimo e il massimo essendo rispettivamente 0 e 7. 

Calcoliamo le derivate prima e seconda nei punti interni al dominio. 
Si trova 


fe) = —3+v eee cryad 


f"(£) dA 2(1 — 2) : 
vV2a — x2 

Si ha, come anticipato, f(x) > 0 per ogni x € (0,2). Si osservi che 
l’espressione ottenuta per f(x) è una funzione continua che si annulla 
per x = 0 e x = 2; in base a quanto abbiamo osservato nel problema 
4.6-5 possiamo concludere che f'(0) = f'(2) = 0. 

Si ha poi evidentemente f”(x) > 0 per 0 < x < 1, f‘(1) = 0, 
f(x) <0per1<x< 2. Dunque x = 2 è un punto di flesso, ed essendo 
£'(1) = 2, la tangente si flesso si scrive 
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|p Esempio A.5-8. 
D Esempio A.5-9. 


y=3+22-1). 


Studiamo la funzione 
f(a):=el/3, x #0. 
Essa è continua e positiva sul suo insieme di definizione. Si ha 


s 1 7 
lm -=0 > lim e/?=e0=1; 
TA+t00 L T-++00 


1 
lim -=0 => lim e/Z?=e0=1; 


T+-50 T T+—00 

n! ; 1/x 
lim-=4+00 è lime”” = +00: 
lO :x x|0 

CR aa 
lim-=-0x0 è lime =0. 
210.2 xT0 


Dunque la retta di equazione y = 1 è un asintoto orizzontale (tanto 
a sinistra quanto a destra), mentre l’asse delle ordinate è un asintoto 
verticale (a sinistra) del grafico di f. 

Per r # 0 si ha 

1 
fa) = » el/3. 

dunque f è decrescente su ciascuno dei due intervalli x < 0 e x > 0. 
Possiamo immaginare di completare la funzione nell’origine ponendola 
uguale a 0, in modo da renderla continua a sinistra in tale punto. Per 
la funzione così completata, possiamo calcolare la derivata (a sinistra) 
nell’origine: per il rapporto incrementale si ha l’espressione 


f(x) =0 = 1 1/x 
__—__ =-e®, 
T=-0 D 
Dovendo calcolarne il limite per x T 0, conviene fare il cambiamento 
di variabile 1/x =: t; con ciò ci si riduce al calcolo del limite 
lim tel. 
t--00 
Scrivendo te nella forma t/e', ci si riduce ad un rapporto del tipo 
00/00; applicando la regola di L’Hòpital, si ottiene il limite 
1 
lim 
t--0%0 —et 


=0. 


Dunque la_scrriretta tangente nell’origine coincide con il semiasse 
negativo delle ascisse. 


Per la derivata seconda si trova 


2 1 ella 1 
Ti da © ale sa 
eg Fra si (2+5). 


3 
x 
Dunque la funzione f è convessa per x > 0, concava per x < —1/2, 
e convessa per —1/2 < x < 0; il punto x = —1/2 è un punto di flesso. 


Studiamo la funzione 
fo)=lne-è, #30 
Si ha 
ii _ macci 


Dal segno della derivata prima segue subito che f è strettamente 
crescente per 0 < x < 1. strettamente decrescente per x > 1. La funzione 
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4[ 
3Î 
21 
11 
Mia Les sr A 
Grafico della funzione -4 =Z Î 2 4 


rm el? x #0. 


è concava (cioè la concavità del grafico è rivolta verso il basso) in quanto 
la derivata seconda è ovunque < 0. 


Per x = 1 la funzione ha dunque un punto di massimo assoluto; 


poiché f(1) = —1, la funzione assume sempre valori < —1. Si ha ancora 
li c)=— 
lim f(©) 00, 


dunque l’asse delle ordinata è un asintoto verticale (a sinistra). Tenendo 
presente che il rapporto (In x)/x tende a 0 per 7 — +00 (] problema 
4.6-1), si ha poi 


lim inax-x= lim 2 (RE 1) = —00. 
T++00 L-++00 


Figura A.5-8. 
Grafico della funzione A 
rtuwlnrx-r. 


Ci chiediamo se esistano asintoti obliqui. Calcoliamo il limite (7 for- 
mule (2) e (3)) 
l 
ta data Bia 
L-+00 ba r->+00 2 
se dunque esiste un asintoto obliquo, il suo coefficiente angolare vale —1. 


Ma 
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lim f(x)-mx= lim Iinax-x+x= lim Inx=-c0, 
L++00 T-++00 T-++00 


dunque il grafico di f non ammette asintoti obliqui. 


Da Esempio A.5-10. Studiamo la funzione f(x) := x + V|x|. Essa è definita e continua per 
ogni x reale. S'annulla per x = 0, ed è > 0 per x > 0. 
Per x < 0, essa sannulla per x = —1: per —1< x < 0 essa è positiva, 
in quanto per tali x si ha Val > |e|, mentre è < 0 per x < +1. 
Tenendo presente che per x < 0 si ha |x| = —x, si trova 
1 22 ercz3>0; 
fa) = ° 2y/lel i 
per gr <0. 


1- 4 
2Vla] 

Dunque f è strettamente crescente per x > 0, e per x < —1/4, 
strettamente decrescente per —1/4 < x < 0. Il punto x = —-1/4 è 
dunque punto di massimo relativo, con f(-1/4) = 1/4. 

La derivata per x = 0 deve essere determinata, in base alla definizione, 
come limite del rapporto incrementale, in quanto le due funzioni che com- 
pongono la funzione x + Val , cioè r + |x| ey yy sono entrambe 
non derivabili nell'origine. Per il rapporto incrementale si ha 

fa) -0 _,, VI. 
__ a+: 
c=0 Ho 
per x0 tale rapporto tende a +00, per x # 0 esso tende a —cc0. 
Dunque 


fa(0)= +00, f.(0) = —co. 
Le due semirette tangenti al grafico nell’origine, a sinistra e a destra, 
coincidono con il semiasse positivo delle ordinate: si dice che il grafico di 
f presenta una cuspide in tale punto. 


Per la derivata seconda si trova 


perrt>0 
pert<0: 


in definitiva f(x) = —(1/4)|x|78/? < 0 per ogni x # 0. 

Dunque f è strettamente concava tanto sull’intervallo 2 < 0. quanto 
sull’intervallo x > 0. 

Per completare lo studio di f esaminiamo il problema dell’esistenza 
di eventuali asintoti. Il rapporto f(x)/x si scrive 


14 VI 
% 
che tende a 1 tanto per x + +00 quanto per x + —c0. Ma la 
quantità f(x) — a = Vr] diverge positivamente tanto per x + +00 
quanto per 7 + —00; se ne conclude che il grafico in esame non presenta 


asintoti. i 
|> Esempio A.5-11. Studiamo la funzione 
2x° +x+1 
MRS gg 


definita per tutti gli x reali # —1/3. Poiché il numeratore è un trinomio 
con discriminante A = 1— 8 < 0, esso ha sempre segno positivo; ne con- 
segue che il segno di f coincide con segno del denominatore, e pertanto 
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Figura A.5-9. 
Grafico della funzione 
f(c) =r+ Vial. 
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si ha f(x) > 0 per x > -1/3, f(x) < 0 per a < —1/3. Si ha anche 
f(0)=1. 


Si trova poi 
lim f(x)=+00, lim f(a)=-cc; 
T-++00 T_-+-00 
lim z)= +00, lim T) = —00. 
al fi ) dti ) 

Dunque la retta di equazione 7 = —1/3 è un asintoto verticale, men- 
tre non si presentano asintoti orizzontali. Esaminiamo subito il problema 
dell’esistenza di eventuali asintoti obliqui: si ha 

f(x) _ 2a?+r+1 
x 3x22+x 
quantità che tende a 2/3 tanto per x + +00 quanto per x — —cc0. Si ha 
poi 


2 t+3 1 
f@)=3®= rg  p° 


tanto per 7 — +00 quanto per x — —00. 


Dunque la retta di equazione 
2 1 
y= 3 Lt 9 
è un asintoto obliquo (a sinistra e a destra) per il grafico di f. 


Si trova poi, con qualche passaggio. 


3x° +2x—1 

/ =2 Ù 
evidentemente f' ha il segno del numeratore, e poiché questo si annulla 
per x = —1 e x = 1/3, ha segno negativo per —1 < x < 1/3, positivo 


fuori dell’intervallo indicato. 


La f presenta dunque un punto di minimo relativo per a = 1/3, 
punto in essa vale 7/9, ed un punto di massimo relativo per x = —1, 
punto in cui essa vale —1. 

Si ha ancora 

16 
"” 
= =--_i 
S" (2) Ga +1 
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Figura A.5-10. 
Grafico della funzione 
f(x) := (2x°+x+1)/(3cr +1). 


|p Esempio A.5-12. 


dunque f” ha lo stesso segno del denominatore. Se ne conclude 
che f è strettamente convessa per x > —1/3, strettamente concava per 
x <-1/3. 


I 
N 
I 
i 
x 
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N 


x 


I 
(ni 


I 
N 


Sesia aan aan a 


I 
w 


[Maturità scientifica 1982]. 


“Si studi la funzione y = sin? x + cos? x nell’intervallo chiuso [0, 27] e se 
ne disegni il grafico”. 

La funzione f(x) := sin3 r+cos? x è periodica di periodo 27, e questo 
giustifica la richiesta di limitarne lo studio all’intervallo indicato. 


Si ha 
f(x) =3sinrcosa(sinr — cos z). 


Per lo studio del segno della derivata prima esaminiamo separata- 
mente i segni dei fattori sin, cosx e sinx — cos, in ciascuno dei sot- 
tointervalli in cui gli zeri di uno di essi dividono l’intervallo [0, 27]; si ha 
la situazione rappresentata dallo schema seguente: 
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5 0 T/4 T/2 T 57/4 37/2 2r 
sing 0 - + 0 _ - 0 
COS x + + 0 _ - 0 + 
sin a — cosa - 0 + + 0 _ _ 


Figura A.5-11. 

La funzione sinr — cosx è 
negativa per 0 < x < 7/4, 
positiva per 7/4 < x < 57/4, =D 
negativa per 57/4<x < 27. 


Dunque il segno di f’ è mostrato dallo schema seguente: 


Tutto ciò è in accordo con i valori che la funzione f assume nei punti 
multipli di 7/4, mostrati nella tabella seguente: 


0 7/4 T/2 3r/4 n 57/4 37/2 Tr/4. 2r 


Combinando l’informazione sui valori di f con quella relativa al segno 
di f' si può già concludere che la funzione f presenta punti di massimo 
assoluto per x = 0 e x = 7/2 (in cui essa vale 1), punti di minimo 
assoluto per x = 7 e x = (3/2)7 (in cui essa vale —1), un punto di 
minimo relativo per x = 7/4 (con valore V2/2) ed un punto di massimo 
relativo per x = (5/4) (con valore —V2/2). 


Osserviamo che dalle uguaglianze sin(r + 7) = — sinz, cos(r +7)= 
— cos 7, segue evidentemente 


f(c+7)=-f(2); (+) 
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IN |---- 


Figura A.5-12. 

Grafico della funzione -2% 
:-3 3 

TH sin T+ cos z. 


sarebbe stato dunque sufficiente studiare la funzione f nell’intervallo 
(0, 7]. 

Dall'esame del grafico è chiaro che esso deve presentare punti di flesso. 
Per la derivata seconda si ha, scrivendo s al posto di sin e c al posto 
di cos, 

f"=3[e(s-c)-s°(s-c0)+sc(s+c0)] = 
= 3[(c° — s2)(s- cc) + sc(s+0)] = 
=3(s+c)[-(s—0)? + sc] = 3(s+0)(3sc- 1). 
L'equazione sinx + cosa = 0 ammette, nell’intervallo [0, 7], l’unica 


soluzione x = (3/4)7, punto in cui f s'annulla. L’equazione 3 sin x cos x = 
1 si scrive in forma equivalente 


2 
in2x=—. 
sin 2x 3 


Posto, provvisoriamente, t := 2x, è chiaro che se l’equazione sint = 
2/3 ammette la soluzione t1 € [0, 7/2], essa ammette anche la soluzione 
to:=a-1t. 


Figura A.5-13. 

La funzione sent vale 2/3 
in due punti t1 e ta, con “i 
t1 € [0,7/2]), to =r7-t1. 


Ora la soluzione dell’equazione in esame appartenente all’intervallo 
[0, 7/2] è 


RR: 1 -_ 2 
ti := arcsin 3 — n — 3 arcsin 3 = 0.364863..., 
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l’altra soluzione è 
2 
to:=7T-t iu=sdnta > 
2 
= 5 = 3 _ 3 aresin 3 = 1.205932.... 
In conclusione i punti di flesso appartenenti all’intervallo [0, 7] sono 
1 cri 2 _ Lares 2 - 
= arcsin —, resin —, T; 
2 ds _ 2 2 3 4 


in virtù dell’identità (*), sommando 7 ai tre numeri scritti si ottengono 
i tre restanti flessi, appartenenti all’intervallo [m, 27]. 

Il valore di f nei punti x1 e x2 può essere calcolato tenendo presente 
che sin2r; = sin2x = 2/3, da cui cos2r; = cos 2x9 = V5/3. In base 
alla formule di bisezione (7 problma 2.4-6) è possibile calcolare sin 1 
(= sinx2) e da questo cosx; (= cosa) e finalmente f(x1) (= f(c2)). 
Lasciamo i dettagli al lettore. 


[Maturità scientifica 1983, sessione suppletiva]. “Si studi la funzione 


y=asinx + cosìx 


e se ne disegni il grafico dopo aver determinato a in modo che la curva 
abbia un flesso nel punto di ascissa x = 7/67”. 


La funzione f(x) := asinx + cos2x è periodica di periodo 27; possi- 
amo dunque limitarci allo studio nell’intervallo [0, 27]. Si ha 


f'(a) =acosra — 2sina cost = acose — sin2x, 
f"(a) = -asina — 2c082x. 
Nel punto x = (7/6)7 la derivata seconda vale a/2 — 1; se dunque si 


vuole che tale punto sia di flesso dev'essere a = 2. 
Riscriviamo dunque i dati del problema 


f(x) :=2sinx + cos22, 
f(x) = 2cosx(1—- sinx) = 2cosr — sin2z, 
f"(x) = -2(sinx + cos2x). 


Dall’espressione f'(x) = 2cosx(1 — sinx) segue che f' si annulla 
per x = 7/2 (in cui si annullano entrambi i fattori il cui prodotto dà 
f') e per x = (3/2)7, punto in cui s’annulla il coseno; nei restanti punti 
dell’intervallo [0, 27], essendo 1—sin x > 0, la derivata prima ha lo stesso 
segno di cos x. 

Se ne deduce subito che f è strettamente crescente negli intervalli 
[0.7/2] e [(3/2)7, 27]. mentre è strettamente decrescente nell’intervallo 
[7/2, (3/2)7]. 

Dunque x = 7/2 è punto di massimo assoluto, x = (3/2)7 è punto 
di minimo assoluto. Una prima idea dell'andamento del grafico di f si 
può avere dalle seguente tabella: 


f(a)| 1 2 1 2 1 


Per completare lo studio di f, osserviamo che f” può scriversi 


f"(x)=-2(siner+1—2sin2x)= 2(2sin2x — sinx— 1). 
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Figura A.5-14. 
Grafico della funzione 
rH 2sinx + così. 


Posto per brevità s := sinx, studiamo il segno del trinomio s + 
25? — s— 1, nell’intervallo —1 < s < 1. Un calcolo elementare mostra 
che tale trinomio s’annulla per s = —1/2 e per s = 1; esso è positivo per 
-1<s< —-1/2, negativo per —1/2 < s < 1. 

La condizione s = sinx = 1 ci conduce al punto x = 7/2, che 
sappiamo essere il punto di massimo assoluto di f; la condizione s = 
= sinz = —1/2, fornisce i valori x = (7/6)m e x = (11/6)7, in cui 
la derivata seconda cambia segno e dunque si tratta di punti di flesso 
(il primo dei due non è una sorpresa, in quanto il parametro a è stato 
determinato proprio in vista di ottenere un flesso per x = (7/6)7). & D 


Concludiamo questa Appendice esaminando il caso delle curve che 
sono grafici di funzioni razionali fratte (si riveda l’esempio 11 poco so- 
pra). Sia 


dovve A è un polinomio di grado n e B un polinomio di grado m. 

Se n < m (dunque f B è una funzione razionale gratta propria), si 
trova lim,_.+c0 f(x) = 0: l’asse delle ascisse è asintoto orizzontale a 
sinistra e a destra. 

Se n = m si trova lim,_.+0 f(1) = an/bn, dove an e ba sono i termini 
di grado n (termini direttivi) dei polinomio A e B. La retta di equazione 
y= an/bnn è ancora un asintoto orizzontale a sinistra e a destra. 

Se n > m si può dividere A per B (7 Prop. 2.2-nnn), ottenendo 
A(x) = Q(x)B(x)+ R(x), dove AR è un polinomio di grado minore di m. 


Si ha dunque 
A(x) 
f(x) = FTENAS a Bla) 
dove l’ultimo rapporto tende a 0 per r + +00. Possiamo dire che il 
grafico della funzione polinomiale Q è un “asintoto curvilineo” (a sinistra 
e a destra) relativamente al grafico di f, nel senso che la differenza f(x) = 
Q(x) tende a 0 per x — +00. 


R(a) 


Gli asintoti che abbiamo studiato fino a questo momento sono “asin- 
toti rettilinei”. Nel caso particolare n = m + 1, il polinomio Q ha grado 
1 e quindi il suo grafico è un asintoto rettilineo abliquo. 


Capitolo 5 


Trapezoide 


Figura 5.1-1. 

Il trapezoide (o sottografico) 
relativo alla funzione continua 
e non negativa f : [a,b] — R è 
l’insieme dei punti del piano 
compresi tra l’asse delle ascisse, 
il grafico della funzione e le 
rette di equazione 7 = a e 

x = b. In figura è rappresentato 
il trapezoide relativo alla 
funzione f(x) = sinr + x/2 
nell’intervallo [0, 27]. 


INTEGRALI 


Nel precedente capitolo abbiamo considerato il problema della determi- 
nazione della retta tangente al grafico cartesiano di un’assegnata fun- 
zione f. 

In questo capitolo vogliamo studiare un altro problema: quello della 
determinazione dell’area della regione di piano che è compresa tra l’asse 
delle ascisse, il grafico cartesiano di f relativo all’intervallo [a, b] e le rette 
di equazione r = a e 7 = b. 

Scopriremo l’esistenza di un legame profondo tra questi due problemi: 
vedremo infatti che essi sono, in un certo senso, uno l’inverso dell’altro. 


AREA DI UN TRAPEZOIDE 


Sia f una funzione continua sull’intervallo [a,b]; supponiamo, per ini- 
ziare, che f sia non negativa: f(x) > 0. Chiamiamo trapezoide relativo 
ad f l’insieme dei punti (x,y) del piano per cui l’ascissa x appartiene 
all’intervallo [a, b] e l’ordinata y è compresa tra 0 e f(7): 


trap(f):={(c,y) € R°; a<x<b, 0<y< f(2)} 


Se f è costante, f(x) = c, il trapezoide di f è semplicemente un 
rettangolo di area c(b — a); se f è una funzione polinomiale di primo 
grado 


f(x) =mx+qg, 
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Somma inferiore 


Figura 5.1-2. 

La somma (2) rappresenta la 
somma delle aree dei rettangoli 
inscritti nel trapezoide della 
funzione f, determinati dalla 
scomposizione dell’intervallo 
[a,b] operata dai punti (1). 
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il trapezoide di f è in realtà un trapezio rettangolo di altezza b—a e basi 
rispettivamente f(a) = ma+q e f(6) = mb + q, dunque di area 
a) + f(b m 
Vogliamo individuare un procedimento che ci consenta di definire 
l’area del trapezoide di f nel caso generale in cui f, come già si è 
detto, è una funzione continua e > 0. Consideriamo una scomposizione 
dell’intervallo [a, b] in parti, mediante i punti 


a=%y& da <bo <<... È = (1) 


consideriamo poi il minimo della funzione f su ciascuno degli intervalli 
parziali della scomposizione appena considerata: 


în = mindf(£); £ c [ce1} 


Tale minimo esiste in virtù del Teorema di Weierstrass (T Prop. 3.8- 
2). Consideriamo la somma 
n 
Si mi(x; — xi-1); (2) 
i=l 
si tratta della somma delle aree dei rettangoli di base (x;—x;-1) e altezza 
m;; nel loro complesso tali rettangoli costituiscono un plurirettangolo 
(unione di n rettangoli) contenuto nel trapezoide di f, e dunque l’area 
di tale plurirettangolo può essere considerata come un’approssimazione 
per difetto dell’area del trapezoide. 


La somma (2), una volta fissata la funzione f, dipende soltanto 
dai punti della scomposizione (1). Indichiamo con una singola lettera 
l’insieme dei punti di scomposizione, ad esempio poniamo 


Il simbolo o rappresenta la lettera sigma minuscola dell’alfabeto 
greco. Dunque la somma (2) dipende da f e da o: la indicheremo con il 


simbolo 
n 


s(f:0) = +, mi(xi — %i-1) (2’) 
i=1 
e diremo che si tratta della somma inferiore relativa alla funzione f e 
alla scomposizione o. 
Se m ed M sono rispettivamente il minimo e il massimo della funzione 
f sull’intervallo [a, b] avremo evidentemente m < mi < M per ogni indice 
i compreso tra 1 ed n; ne segue che ciascuna somma inferiore è compresa 
tra m(b — a)e M(b— a): 


5.1 — Area di un trapezoide 
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Integrale 


Variabile d’integrazione 


Definizione 5.1-1. D 


Somma superiore 


m(b— a) < s(f;0) < M(b— a), Vo; (3) 


in altre parole: l’insieme delle somme inferiori è limitato tanto inferior- 
mente quanto superiormente. 

A noi interessa il fatto che tale insieme sia limitato superiormente: 
infatti, poiché ogni somma inferiore può essere considerata come una 
stima per difetto dell’area del trapezoide di f, sarà ragionevole definire 
l’area di tale trapezoide come l’estremo superiore dell’insieme costituito 
dalle somme inferiori: 


(area trap(f)) := i s(f:0). (4) 


Per l’area così definita si può introdurre un simbolo particolare, ad 
esempio 


A(fia,b) = sups(f10). (4°) 


Il simbolo che si usa abitualmente è 


b 
J f(@)de== Sup s(f:0), 


che si legge “integrale da a a bd di f(x) in dr”. Tale simbolo fu introdotto 
da G.W. Leibniz nel 1675; il simbolo di integrale non è altro che una 
lettera s allungata, iniziale della parola latina summa, cioè somma, in 
quanto l’integrale veniva visto come la somma delle aree di “infiniti ret- 
tangoli”, ciascuno di altezza f(x) e “base infinitesima” de. 

Il simbolo usato per la variabile d’integrazione (si tratta della va- 
riabile indipendente della funzione integranda, cioè quella posta sotto il 
segno di integrale) può essere scelto arbitrariamente tra i simboli che 
non sono già impegnati con altro significato: dunque le scritture 


[5 de, fs, fd i 


IIRRE E SS : b 
indicano tutte lo stesso numero. Si potrebbe addirittura scrivere La Ts 
senza specificare alcun nome per la variabile d’integrazione. 


Ripetiamo in modo esplicito la definizione precedente: 


L’integrale della funzione f : [a,b] — R, continua e non negativa, è 
definito come 


b 
"| f() da = sups(f10), @) 


dove s’intende che l’estremo superiore a secondo membro è relativo a 
tutte le possibili scomposizioni dell’intervallo [a,b] in un numero qual- 
sivoglia di parti. 


Dunque nia f(x)dx è il più piccolo numero che non è superato da 
alcuna somma inferiore. Dalla definizione posta, tenendo conto della 
doppia disuguaglianza (3), cioè m(b — a) < s(f:0) < M(b— a), segue la 
catena di disuguaglianze 


b 
o<mb-a< f f(a)de < M(b— a). (5) 


È chiaro che, così come abbiamo definito la somma inferiore relativa 
ad f e alla scomposizione 0, possiamo definire anche la somma supe- 
riore, semplicemente sostituendo al minimo di f su ciascun intervallo di 
scomposizione il massimo di f sullo stesso intervallo: 

n 
M; := max{f(c); re [ci-uzil}), S(fio) = > Mi(z;—x;-1). 


i=1 
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Parte positiva, 
parte negativa 


Figura 5.1-3. 

Ogni funzione f può essere 
scritta come differenza tra le 
funzioni non negative f* e fT 
(dette parte positiva e parte 
negativa di f). 

Il grafico di f* si ottiene da 
quello di f sostituendo ogni 
punto di quest’ultimo che si 
trovi al disotto dell’asse 

delle ascisse con il punto 
corrispondente sull’asse stesso. 
Il grafico di di f si ottiene 
allo stesso modo partendo dal 
grafico della funzione — f. 
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La quantità S(f:0) rappresenta la somma delle aree dei rettangoli di base 
(2; — x;-1) e altezza M;; nel loro complesso tali rettangoli costituiscono 
un plurirettangolo contenente il trapezoide di f, e dunque l’area di tale 
plurirettangolo può essere considerata come una approssimazione per 
eccesso dell’area del trapezoide. 


Tutto ciò ci porterebbe a definire l’area del trapezoide di f come 
(area trap(f)) := inf S(f;0). (6) 


In realtà le due definizioni (4) e (6) sono equivalenti. Infatti si ha 
subito 


m(b—a)< s(f;0) < S(f;0) < M(b— a), Vo, 
in quanto m < mi; < Mi; < M per ogni indice i. 

Si può anzi dimostrare che una qualunque somma inferiore non su- 
pera una qualunque somma superiore, anche se si tratta di somme rela- 
tive a scomposizioni diverse; in altri termini, gli insiemi numerici costi- 
tuiti dalle somme inferiori e dalle somme superiori della funzione f sono 
separati. In base alla continuità di f si può poi dimostrare che essi 
sono contigui (| Prop. 5.5-4), cioè ammettono un unico elemento di 


separazione che è, al tempo stesso, l’estremo superiore (4) delle somme 
inferiori e l’estremo inferiore (6) delle somme superiori: 


b 
sups(fio) = inf S(fio)= | f(e)da. 0) 


Riprenderemo tali questioni nel paragrafo 5 di questo stesso capitolo. 


Fino a questo momento abbiamo considerato funzioni non negative. 
Come definire l’integrale per una funzione di segno qualunque? Possia- 
mo innanzitutto osservare che una qualunque funzione si può scrivere 
come differenza tra due funzioni non negative: possiamo infatti definire 
la parte positiva e la parte negativa di f (funzione di segno qualunque) 
ponendo 


1* (©) := max{f(#).0},  f7(2) = max{0,-/(0)}. 


À 
ii 
si 
A f+ i A 
Si osservi che, a dispetto del nome, anche la parte negativa di f è 
una funzione > 0. Si ha subito 
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Figura 5.1-4. 
Il grafico della funzione seno è 
simmetrico rispetto al punto 
(Ti 0); dunque l’integrale 

ella funzione x + sin 
sull’intervallo [0, 27] vale 0. 


f(a)=f* (0) SF), |@)= ff) +f (2). 


A questo punto poniamo 


J ‘ital Ni PO J Pda ® 


Dunque l’integrale di f è la differenza, e non la somma, delle aree 
dei trapezoidi relativi alle funzioni f* e f7: 


[5 dx = A(f*;a,b) — A(f7;a,b). 


La definizione che abbiamo appena posto è motivata dall’esigenza di 
definire l’integrale in modo tale che, per ogni coppia di funzioni fi, e fa, 
quale che sia il loro segno, si abbia 


b b b 
f his f pet f pd 


se si applica tale uguaglianza alla decomposizione f(x) = f*(x)- f(x) 
si ottiene la (8). 

Più avanti vedremo che, in virtù della definizione posta, vale la pro- 
prietà di linearità dell’integrale, cioè 


b b b 
J (c1fi(a) + cafo(x)) de = cs f fi() de+e f fa(e) da 


quali che siano le funzioni fi, fa e le costanti c1, ca. 
Dalla (8) segue, in particolare, che se f(x) < 0 per ogni x allora 
f*(x)=0 e di conseguenza 
f(x) = -f (2)= -]f(2)], 


da cui 


b b 
J s@a=- | fa) da <0. 


Dunque l’integrale di una funzione f di segno variabile è una somma 
algebrica di aree di regioni comprese tra l’asse delle ascisse ed il grafico 
cartesiano di f: per convenzione vengono valutate positivamente le aree 
relative a regioni contenute nel semipiano y > 0, negativamente quelle 
relative a regioni contenute nel semipiano y < 0. 


Questo fa sì che si abbia, ad esempio, 


2r 
J sinadex = 0, 
0 


in quanto la regione sottesa dal grafico della funzione seno nell’intervallo 
[0, 7], in cui essa è positiva, ha la stessa area della regione sottesa dallo 
stesso grafico nell’intervallo [m, 27], in cui essa è negativa. 
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Primitiva 


Definizione 5.2-1. D 


Proposizione 5.2-1. D 


Dimostrazione S 
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IL TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO 
INTEGRALE 


Le definizioni che abbiamo posto nel paragrafo precedente non con- 
sentono il calcolo dell’integrale di una funzione, se non in casi parti- 
colarmente semplici. Il lettore, se crede, può esaminare fin d’ora gli 
esempi 5.5-1 e 5.5-2. 

Per ottenere uno strumento agile e potente per il calcolo degli inte- 
grali occorre introdurre un concetto che è l’inverso di quello di derivata, 
e cioè il concetto di primitiva. 


Sia f : [a,b] — R una funzione assegnata; la funzione F : [a,b] — Risi 
dice una primitiva di f se si ha F'(x) = f(x) per ogni x € [a,b]. 


In breve: una primitiva di f è una funzione F che ammette f come 
derivata; una tale funzione, in quanto derivabile, è necessariamente con- 
tinua. 

Le tabelle che abbiamo costruito nel capitolo precedente, in cui a 
fianco di alcune funzioni abbiamo mostrato le relative derivate, ci danno 
automaticamente anche un certo numero di primitive: basta leggerle “a 
rovescio”, cioè considerando come date le funzioni che compaiono nella 
colonna delle derivate. 


Ecco una tabella di funzioni, ciascuna affiancata da una primitiva: 


funzione primitiva 
1 T 

qnt! 
a, mp1 
1 n+1 
-—.,x>0 Ina 
T 
e” e 
sin — COST 
COST sin a 


Si noti che abbiamo detto una primitiva della funzione f e non la 
primitiva: è chiaro infatti che se F è una primitiva di f, anche ciascuna 
delle funzioni F(x) + c, per ogni scelta della costante reale c, è una 
primitiva di f, in quanto la derivata di una costante è nulla. Ad esempio, 
x?/2+3 e x2/2— 2 sono primitive di x al pari di x? /2. 

Ma noi sappiamo anche (] Corollario 1 del teorema del valor medio, 
Prop. 4.5-2) che se una funzione ha derivata ovunque nulla, allora essa 
è costante. Possiamo dunque enunciare la seguente 


Sia f : [a,b] — KR una funzione assegnata: se F(7) è una primitiva di 
f(x). allora anche F(x) + c è una primitiva di f(x), per ogni scelta 
della costante reale c. Inversamente: se F e G sono due primitive della 
funzione f, allora esse differiscono per una costante: 


F(x)-G(x)=c. (1) 


Se F'(x) = G'(x) = f(x), allora F'(x) — G'(x) = f(x) — f(x) = 0, quindi la 
funzione F(x) — G(x) è costante in quanto ha la derivata ovunque nulla.> O 


Dalla proposizione precedente segue, in particolare, che se Fe G 
sono due primitive della stessa funzione f, allora si ha 


F(b) — F(a) = G(b) — G(a). (2) 


5.2 — Il teorema fondamentale del calcolo integrale 
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Figura 5.2-1. 

A sinistra è mostrato il 

grafico della funzione 

f(x) =x° — 3r +2, a destra tre 
primitive della stessa funzione, 
cioè tre funzioni del tipo 

F(x) = x*/3-—(3/2)x° +2r+c, 
per diversi valori di c. I tre 
grafici si ottengono uno 
dall’altro mediante traslazioni 
in senso parallelo all’asse delle 
ordinate. 

Si osservi che negli intervalli in 
cui f è positiva, F è crescente, 
nell’intervallo in cui f è 
negativa, F è decrescente. 


La funzione integrale 


Il teorema 
fondamentale 


Additività 
dell’integrale 


Lemma. bd 


f(a)=x? -3x+2 F(x)=x3/3-(3/2)x? +2xr +c 


Infatti la formula precedente si può riscrivere 
F(b) — G(b) = F(a)— G(a), 

e quest'ultima è una conseguenza del fatto che F(x) — G(x) è costante. 

A questo punto ci chiediamo: sotto quali condizioni possiamo essere 
certi che una funzione f è dotata di primitive? Nella restante parte 
di questo paragrafo vogliamo dimostrare che se f è continua sull’inter- 
vallo [a,b] allora essa è dotata di primitive su tale intervallo, e nel far 
ciò scopriremo anche che la conoscenza di una primitiva di f consente 
immediatamente il calcolo dell’integrale di f su [a,b] o su un qualunque 
intervallo contenuto in esso. 

La chiave per arrivare a tale risultato sta nel considerare l’integrale di 
f non sull’intervallo [a, b], ottenendo così un numero, ma su un intervallo 
che abbia un estremo variabile al posto del secondo estremo b; in altre 
parole dobbiamo considerare la nuova funzione (detta funzione integrale) 


cz F(x):= DA ft) dt, (3) 


in cui la variabile è l'estremo superiore di integrazione. Per la variabile 
di integrazione (cioè la variabile indipendente della funzione che viene 
integrata) abbiamo usato una lettera diversa da x, proprio per non con- 
fonderla con l’estremo superiore dell’intervallo di integrazione: va bene 
una qualunque lettera purché diversa da quelle già utilizzate con altri 
significati. La situazione è analoga a quella che si verifica con il simbolo 
di sommatoria: la lettera utilizzata per l’indice di sommazione non ha 
alcuna importanza. 

Il risultato finale, a cui hanno contribuito i matematici Evangelista 
Torricelli (1608-1647), Isaac Barrow (1630-1677), Isaac Newton (1643- 
1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), consiste nel fatto che la 
derivata della funzione F definita dalla (3) è proprio f. vale a dire F è 
una primitiva di f. 

Per ottenere il risultato annunciato, dobbiamo premettere una pro- 
prietà dell’integrale, l’additività rispetto all’intervallo di integrazione. 
che corrisponde alla nozione intuitiva secondo cui l’area dell’unione di 
due insiemi disgiunti è uguale alla somma delle rispettive aree. Comin- 
ciamo con il seguente 


Se o è una scomposizione dell’intervallo [a, b] e 0’ è una seconda scom- 
posizione ottenuta da o aggiungendo uno o più punti, allora s(f:0) < 
< S(f;0°). 
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Figura 5.2-2. 

Le somme inferiori di una 
funzione non negativa f 
aumentano aggiungendo punti 
di scomposizione. 


Proposizione 5.2-2. D 


Dimostrazione S 
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A parole: se si aggiungono nuovi punti ad una data scomposizione, 

la corrispondente somma inferiore non diminuisce. La dimostrazione del 

Lemma è immediata se si osserva la figura 5.2-2. Aggiungendo il punto 

x* trai punti x;_1 e x, il rettangolo di area m; (ri—%;-1) viene sostituito 

con due rettangoli le cui altezze sono > m;, e le basi hanno come somma 
(2; — Lia). 


- 


Sia f : [a,b] + Runa funzione continua; per ogni punto c € [a, b] si ha 
b c b 
Fi f(x) dr =] f(x) de+ | f(x) da. (4) 


Possiamo limitarci a considerare il caso in cui f è non negativa. Per le pro- 
prietà dell’estremo superiore, per ogni e > 0 esistono una scomposizione 01 
dell’intervallo [a, c] ed una scomposizione 02 dell’intervallo [c, b] tali che si ab- 
bia 


c b 
s(fin)> f s(0)de-e/2. s(fi0a)> | sdr-e/2. 


L’unione delle scomposizioni 01 e 02 è una scomposizione o dell’intervallo 
[a,b] e si ha 


c b 
s(f0)=s(fa)+s(f:0:)> | {@)dz+ / f(e)de — e. 


Poiché l’integrale di f sull’intervallo [a, b] è l'estremo superiore delle somme . 
s(f:0), si ha 


b e b 
fsa> | sar+ | sede _e, 


e di conseguenza, per l’arbitrarietà di €, 


b c b 
J fa J {(2) dx + J fan. (5) 


Inversamente, sia © una scomposizione dell’intervallo [a, b). Se c non è un 
punto di tale scomposizione, aggiungiamolo a o ottenendo la scomposizione 
o' = 0 U {c}. I punti di 0’ contenuti nell’intervallo [a, c] operano una scom- 
posizione 01 dello stesso intervallo, 01 := 0° N [a, c], e lo stesso accade per i 
punti di o’ contenuti nell’intervallo [c, 6]: 02 := 0° N [c.d] è una scomposizione 
dell’intervallo [c, bd). 

Si ha allora, tenendo presente il Lemma, 


c b 
stfic) Sahel] +) J fue J fida 


Dunque la somma degli integrali a secondo membro è un maggiorante 
dell’insieme delle somme inferiori s(f:0), per cui, passando all’estremo supe- 
riore di tali somme, che per definizione è l’integrale su [a,b], si ha 


b c b 
i fla)ae< J fa)an+ fi Haa (6) 
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Figura 5.2-3. 

Se f è costante, f(x) = m, 
allora F ha come grafico un 
segmento di pendenza m 
(figure a sinistra; m = 1). 

Se f(x) = x, allora F ha come 
grafico un tratto della parabola 
di equazione y = x? /2 (figure a 
destra). 


Proposizione 5.2-3. D 


Dimostrazione S 


Combinando la (5) con la (6) di ottiene la tesi (4). © D 


Riprendiamo in considerazione la funzione (3): 
zo F(x):= fida. 

Se, per esempio, fosse f : [0,1] + R, con f(x) = m, si avrebbe subito 
F(c)= f mdt=ma. 


Analogamente se fosse f : [0,1] + R, con f(x) = 7, troveremmo 
subito 


x 2 
F@)= | ta=5 
J 2 


in quanto il trapezoide della f, relativamente all’intervallo [0, x], è un 
triangolo rettangolo isoscele di base ed altezza uguali a x. 


Dimostriamo il Teorema fondamentale del calcolo integrale 
Se f : [a.bl] > Rè continua su [a,b], alora Fr: x + fi f(t) dt è una 
primitiva di f su tale intervallo: 
F'(x) = f(2), Ve € (a,b). (7) 
Dobbiamo dimostrare che il limite del rapporto incrementale della funzione F, 


considerato in un qualsivoglia punto x dell’intervallo [a,b], è f(): 


FE+ ora) = ft. 


Supponiamo inizialmente f non negativa. Scegliamo x distinto da b e 
h> 0. Allora 


r+h x rth 
FG+M)-F@)= f sa-f swa= f f(t) dt, 


in virtù della proposizione precedente. Dunque il rapporto incrementale di F 
si scrive 


lim 
h-0 
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r+h 
FEtnZ AA I ("ae 


Ma l’integrale di f sull’intervallo [x, x + Ah] è compreso tra le aree dei 
rettangoli di base A ed altezze rispettivamente il minimo e il massimo della 
f sull’intervallo stesso (si riveda la formula (5) del paragrafo precedente); se 
poniamo 


m(x:h) := min{f(t); te [r,c+h]}. 
M(x;h) := max{f(t):t € [r.x+h]}. 


si ha dunque 
r+h 
nim(cit) sf f(t)dt< h- M(x:h), 


da cui, dividendo per Àh, 


r+h 
mfc:h) < FETMZAO LI / f(t) di < M(x;h). 


La funzione f è continua nel punto x: quindi i valori che essa assume 
nell’intervallo (x, x + A] sono prossimi tanto quanto si vuole al valore f(x) a 
patto di considerare h abbastanza piccolo. Ne viene che anche il minimo e il 
massimo di f nell’intervallo [x, x + A] differiscono a meno di un qualsivoglia 
prefissato e > 0 da f(x) purché A sia minore di un conveniente é(£); un modo 
equivalente per esprimere tale circostanza consiste nello scrivere le relazioni di 
limite 

lim m(x: h) = lim M(x;h)= f(x): 
lim m(x; 4) = lim M(x;h) = f(0) 
ma allora si ha anche (si riveda il “teorema dei due carabinieri”, ] Prop. 3.6-3) 


Nesi pi 


Per h negativo si ragiona in modo analogo sull’intervallo [x + A, x], che si 
può scrivere [x — |h|, x]. 


lim 
h-0 


Se poi f è una funzione qualunque, posto f(x) = f*(x) — f(x), si ha 


F(x)= DE a {rWwa- 


=F*(2)- 
con evidente significato dei simboli F* (x) e F_(x). Ma 
doc = 
1 F*(a)= f*(£), al A)=f 


per ua abbiamo appena dimostrato (f* e f sono funzioni > 0), quindi 


FA)=iF@-dFra=st-fLa=f0) 


La sii è così completata. © 0 


La funzione F è dunque una primitiva di f, e precisamente la primi- 
tiva che si annulla per x = a: 


F(a)= f f(a)d=0 


In effetti se l’intervallo di integrazione si riduce ad un punto, il rela- 
tivo trapezoide degenera in un segmento parallelo all’asse delle ordinate, 
dunque un insieme di area nulla. 


Sia f una funzione continua sull’intervallo [a, b]; se G è una sua primitiva, 
si ha 


b 
J f(x) da = G(6) — G(a). (8) 
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Dimostrazione La funzione Fix + de f(t) dt è una primitiva della f e si ha 


b 
ti f(x) de = F(6) = F(6) — F(a); 


d’altra parte G differisce da F per una costante e dunque (si riveda la formula 


(2)) 
b 
J f(x) dx = F(b) — F(a)= G(b) — G(a). © D 
Osservazione. Se a e 8 sono due punti dell’intervallo [a,b] con a < 8, si conviene di 
porre 
a 8 
J, f(x) da =-f f(€) dx. (9) 


In particolare, per a = 8, si ottiene 


fim =-f sa > fima=o 


La convenzione (9) si rende necessaria se si vuole che l’uguaglianza 


B 
J f@)dr=6(9)- G(a) 


valga per ogni coppia di punti dell’intervallo [a, b], indipendentemente 
dalla condizione a < 8. Con tale convenzione, quali che siano i punti 
a, 8 e y dell’intervallo [a, b], vale l'uguaglianza 


8 si te) 
J {de = / f@d+ f f(@) dae. © D 
a a DI 
Si pone, per brevità, 
b 
[CA], = 60-60: (10) 
dunque, nota una qualsivoglia primitiva G della funzione f, si ha 
b b 
WECEZICOR @) 
Integrale indefinito L’insieme delle funzioni 


x 
TH Li f(t)dt+c, c costante, 
a 


cioè l’insieme delle primitive della f, viene chiamato integrale indefinito 
della funzione f e viene indicato col simbolo 


il f(x) de. 


Per contrapposizione l’integrale È f(x) dx viene chiamato integrale 
definito. 
Attenzione: 


L’integrale indefinito è una famiglia di funzioni che differiscono l’una 


dall’altra per una costante, mentre l’integrale definito è un numero. 


|p Esempio 5.2-1. Essendo G(x) = x?/2 una primitiva di f(x) = x, si ha 


1 PIERI 
T 1 
da:=[5],=3 
fede nl 2 


| Esempio 5.2-2. Essendo G(x)= «3/3 una primitiva di f(x) = 2, si ha, per ogni a > 0, 
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Funzioni integrabili 
elementarmente 
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a 3 
2 =[5];=5 
fado [Fl 3° 


Geometricamente: l’area del trapezoide determinato dall’arco di para- 
bola x + x? relativamente all’intervallo [0, a] ha area uguale ad un terzo 
di quella del rettangolo [0, a] x [0, a?] contenente il trapezoide stesso. 


Essendo G(x) = — cosr una primitiva di f(x) = sin, si ha 
Li T 
D. sinax da = [- cosa] = —c0s7+cos0=2. 
0 


Geometricamente: il trapezoide relativo all’arco di sinusoide 7 + sin z, 
0<x<7,haarea2. 


Essendo G(x) = arctanx una primitiva di f(x) =1/(1+?), si ha 


3 lr 
——; dr = [arctan 2] =. © D 
J 1+22 o 4 

Da quanto si è detto si ricava che determinare una primitiva significa 
determinare una funzione (a meno di una costante additiva) a partire 
dalla conoscenza della sua derivata. 

Al riguardo va detto che altro è l’esistenza di primitive, garantita per 
ogni funzione continua dal teorema del calcolo integrale, altro è la possi- 
bilità di esprimere le primitive stesse a partire dalle funzioni elementari, 
eseguendo un numero finito di operazioni aritmetiche e di composizioni 
(si dice in tal caso che la funzione è integrabile elementarmente). Un 
esempio in cui ciò è impossibile è offerto dalla funzione x + em, che 
trova importanti applicazioni nel Calcolo delle Probabilità e nella Stati- 
stica. In situazioni come questa, l’integrale definito può essere valutato 
con metodi di calcolo approssimato (| par. 5.7). 

Ciò premesso, si può osservare che qualsiasi formula di derivazione 
DF(x)= f(x), letta a rovescio, fornisce una primitiva e quindi, se f è 
continua, fornisce una formula di integrazione indefinita. Si consideri la 
prima Tabella in cui vengono messe a confronto formule di derivazione 
e formule di integrazione. Se invece consideriamo f(x) al posto di x si 
ottiene la seconda Tabella. 

Si osservi, inoltre, che alle regole 


D(cf)(x)=cD f(x), D(f+9)(x)=Df(x)+Dg(2), 
corrispondono le regole 


fef@a=c] fa, 


WCREOEZIECEZITOT 


Nel paragrafo seguente estenderemo tali regole agli integrali definiti. 
Dalle regole stesse segue subito che è possibile calcolare le primitive di 
una qualsiasi funzione polinomiale 

p(x) = aox” +a1r"71+...+ Gn; 


infatti, poiché è nota una primitiva di ciascuno dei termini + an_;%), 
data da 
gii 


j+1' 


LH> Gn-j 


si avrà 
qnt! a” 
(aoxr”+a1x"71+...+an)dr=a0 +a;, —+...+anxz+c. 
n+1 n 
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Tabella 5.2-1. Confronto tra formule di derivazione e formule di integrazione 


Formula di derivazione 


= —1 
a+1 oliiatà 
1 
Dln|e|=—-,x#0 
he; 


Die =; 


D sing = cost 


D cosr=—-sinx 
Diane = 5 
cos? x 
Deota =-—3 
sinî x 
1 
D arctanex = 3 
l+a 
? 1 
D arcsina = 
1-x? 


Formula di integrazione 


frac=z+e 


frosrde = sinr+c 
fsinede =— cosr+c 


1 
n da = tanrx+c 
cos? x 


1 
li da = — cotr+c 


sin? x 


1 
dx = arctanz + c 


1+2? 


faz 


(+4) 


(ka) 


dr = arcsinr + c 


(*) La stessa formula fornisce una primitiva della funzione x + 1/x in ciascuno dei due intervalli aperti (00,0) 
e (0, +00) in cui essa è definita e continua. 


(**) La stessa formula fornisce una primitiva della funzione x + 1/cos?x in ciascuno degli intervalli aperti 
(kt +7/2.(k+1)7 + 7/2), k intero, in cui essa è definita e continua. 


(* * *) La stessa formula fornisce una primitiva della funzione x + 1/sin? x in ciascuno degli intervalli aperti 


(km. (k+1)7). k intero, in cui essa è definita e continua. 


|p 


Esempio 5.2-5. 


Esempio 5.2-6. 


L'’integrale 


2 
faft+ta 


rientra nel tipo indicato nella prima riga della seconda Tabella, essendo 


qui f(x) =1+x?/2, a = 1/2: si può scrivere 


Ni 1+ D(14 E) de=i(1+E 


L’integrale 


Sa 


si può far rientrare nel tipo indicato in seconda riga, scrivendo 


3/2 
) e 


Formula di derivazione 


a+1l 
DUI _ (pali. FE) a #_1 
RANE dico 
D In|f(2)|= rei 
ma, 0<a71 


Def = ef). f'(£) 


S(e) 
D a 


= af® . f'(x), 0<a#1 
Ina 


D sin f(x) = cos f(x) - f'(2) 
D cos f(x)=—sin f(x): f(x) 
D tan f(x) = wa 


cos? f(x) 


Desfia= LO 


sin? f(x) 
Î' (€) 
D arctan f(x) = 1+f2@) 
D arcsin f(x) = e 


den2% 
Ji E li 


Anche l’integrale 


J tana da 
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Tabella 5.2-2. Confronto tra formule di derivazione e formule di integrazione 


Formula di integrazione 


fre st) de «O a, 


a+1 


f'(2) 
f(a) 


x 
farda= o 
Ina 


VESTE 


de =1ln|f(c)|+c 


f(x) 
f(®) , e A ala 
fa f'(x)dx n Pé 


fcos.f(2) - F(a)da = sin f(a)+c 


fsinf() - f'(r)de =-—cosf(x)+c 
SA) 
cos? f(x) 
f'(€) 
sin? f(x) 
Î' (2) 
1+ f?(2) 
Î' (2) 
VA- f70) 


da = tan f(x) +c 
dx = —cot f(x) +c 
dx = arctan f(x) +c 


dx = arcsin f(x) +c 


D(1+2°) 


lio da = 3 Im1+2? )*e 


si può trattare nello stesso modo, scrivendo 


sing 
da 
COST 


Esempio 5.2-7. L’integrale 


f sin(k2) da 


— sing D cosa 
da = — 


de =-—-In|cosx|+c. 


COST costr 


si può inquadrare nel tipo riportato in settima riga. scrivendo 


ii z k sin(ke)da = 3 f sin(ka) D(kx)dx = L cos(kx) + c. 
k k k © D 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


5.2-1. Calcolare mediante una primitiva gli inte- 
grali 
a) 717? dt b) f3 (t+1)? dt 


c) is Vr -1dxr d) Se +3)? dr 


5.2-2. Calcolare mediante una primitiva gli inte- 
grali 


a) [e-e? da 


b) fa-20-20)0e 


4 
2 
d) J T_ dr 
5 g=1 
[SUGGERIMENTO. Nell'ultimo integrale, si scriva 
il numeratore nella forma 2x — 2+2.] 


5.2-3. Utilizzando le Tabelle contenute in questo 
paragrafo, calcolare una primitiva delle funzioni 
seguenti: 


- arctane 
1+ x? ) 


c) rHwavl-ax? d) tW3ty 


a) x 


COST 1 
e) ro SC to — 
) se Vsine 7) im e + e7® 
Ina sing 
to + h rm 
9) Pa Lr 1+cos”x 
A —1/x 
. D . 
i) ro >> TH 
dc a 


5.2-4. Se f(t) =t—1 per ogni t reale e per la 
primitiva F si ha F(0) = 4, quant'è F(6)? 


5.2-5. Se G”(x) = x? — 3x per ogni x reale, 
G(0) = 1, G(1) = 7/12, quant'è G(-1) ? 


5.2-6. Se 
T 
x3+2c = hi f(t) dt 
0 
per ogni x reale, quant'è f(2) ? 


5.2-7. Se 
2x 
F(x) ii exp(—t°) dt 
0 


per ogni x reale, calcolare F'(x). 
[SUGGERIMENTO. Si applichi la regola per la deri- 
vazione delle funzioni composte e il Teorema fon- 
damentale del calcolo integrale. Il simbolo exp 
è equivalente a e”.] 


Linearità 
dell’integrale 


PROPRIETÀ DELL’INTEGRALE 


Dimostriamo innanzitutto che la corrispondenza che ad ogni funzione 
continua su un intervallo [a, b] associa il rispettivo integrale definito: 


se [104 


è lineare, cioè alla somma tra funzioni corrisponde la somma tra i rispet- 
tivi integrali e alla moltiplicazione della funzione per una costante cor- 
risponde la moltiplicazione dell’integrale per la stessa costante. 


Proposizione 5.3-1. D 


Siano f e g due funzioni continue sull’intervallo [a, b]: allora 


b b b 
f WF | pt f ga). 0) 
Se f è continua sull’intervallo [a, b], per ogni costante c si ha 
b b 
1) cf(x) da =<[ f(x) de. (2) 


Dimostrazione 


Siano F e G due primitive delle funzioni f e g rispettivamente: allora F + G 


è una primitiva della funzione f +9 e dunque 
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d b 
f (60 +4() de = [F(@+ 600] = 
= F(b) +G(b) — (F(a)+G(a)) = 
= F(b) — F(a)+G(b) — G(a)= 
b b 
-] f(x) a+ / g(x) de. 
La seconda uguaglianza si dimostra in modo analogo. © D 
In particolare la (2), per c = —1, implica che 
b b 
J =ftmae= -/ flat. 
a a 
Possiamo conglobare la (1) e la (2) nella seguente identità 
b b b 
ci (crfi(x) +cofa(a)) de = cr J fi(a) da + cn f fa(e)da, (3) 
a a a 
dove ci e ca sono due costanti. fi e fo sono due funzioni continue. 
Osservazione. Occorre guardarsi dal credere che l’integrale del prodotto di due funzioni 
sia uguale al prodotto dei rispettivi integrali. Ad esempio è facile costru- 
ire due funzioni f e g entrambe con integrale diverso da 0, ma tali che il 
loro prodotto sia la funzione nulla. Ad esempio, si può fare in modo che 
dove una delle due funzioni è diversa da 0 sia nulla l’altra; si considerino 
le funzioni f.g : [0.2] — R definite da 
tali qa 14 per0<x<1, 
f(x) = max{0,0-1}= pa i eleesà 
pa _[daez, para 
g(x) := max{0,1-x}= E par lÉe2 
| 
1 
Figura 5.3-1. | 


Il prodotto di due funzioni 
con integrale diverso da 

0 può essere la funzione 
identicamente nulla. 


Monotonia 
dell’integrale 


Come si vede tracciando i grafici di f e g, si ha LD f(a)g(c) de = 0. 
mentre Tha f(x) de = ipa g(x) da = 1/2. 

Come vedremo nel problema 5.5-1, la conoscenza degli integrali di f 
e g non consente il calcolo dell’integrale di fg. © D 


Abbiamo riconosciuto, nel primo paragrafo di questo capitolo, che 
l'integrale di una funzione non negativa f(x) = f*(x) è non negativo 
per definizione (7 formula (5) del paragrafo 5.1). 

Dimostriamo, più in generale, che l’integrale si comporta in modo 
monotòno rispetto alla funzione integranda, cioè se una funzione viene 
sostituita con un’altra maggiorante rispetto ad essa, allora l'integrale 
relativo non diminuisce. 
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Proposizione 5.3-2. Siano f e 9g due funzioni continue sull’intervallo [a, b], e sia f(x) < g(@) 
per ogni x € [a, b]: allora 


/ f(a) da < oa (4) 


Dimostrazione La funzione h(x) := g(a) — f(x) è non negativa per ipotesi. Si ha allora, in 
virtù della precedente Proposizione, 


b b b b 
o< / ne)de= / (00) - sa) de = f go)de- | f(x) da 


e questa è la nostra tesi. © D 


Figura 5.3-2. Se f(x) < g(x) sull’intervallo [a, b]. allora l'integrale di g9— f fornisce l’area della regione di piano 


compresa tra i grafici di f e g e le rette di equazione x = a, x = db. Per ogni fissato x € [a,b], la retta luogo dei 
punti di ascissa x incontra la regione descritta secondo un segmento di lunghezza g(x)— f(x). In figura f(x) = °, 
g(x) = VE. x € [0,1]. Poiché le funzioni considerate ammettono rispettivamente le primitive F(x) = x°/3 e 


G(x) = (2/3) x8/?, si trova facilmente che l’area della regione evidenziata vale 2/3 — 1/3 = 1/3. 


|p Esempio 5.3-1. Per ogni t reale abbiamo cost < 1. Integrando membro a membro tale 
disuguaglianza sull’intervallo [0, x]. con x > 0, otteniamo 


LT T 
J costdt < | ldt «> sina <x. 
0 o) 


Scrivendo t al posto di x abbiamo sint < t per ogni t > 0: nuova- 
mente, integrando membro a membro tale disuguaglianza sull’intervallo 
{0, x]. otteniamo 


T T 
ni sint dt < J tdt, 
0 0 


2 2 
din dh 
l-coses 7 — medica 


cioè 


A questo punto possiamo procedere sempre allo stesso modo. Dalla 
disuguaglianza 1 — cost < #°/2, valida per ogni # positivo, otteniamo, 
integrando sull’intervallo [0, x] 


T c 2 
I (-cost)dt < f —di; 
0 o 2 


: x3 i 23 
z-snpox <£ > «= smog >t- << 


6 31° 


cioè 
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In questo modo si ottengono uno dopo l’altro i cosiddetti polinomi 
di Taylor delle funzioni seno e coseno, relativi al punto iniziale 7 = 0, e 
le relazioni di disuguaglianza tra le funzioni in questione e tali polinomi. 
Dei polinomi di Taylor ci occuperemo più avanti nel paragrafo 7.3. Ad 
esempio. combinando le due disuguaglianze ottenute per la funzione seno, 

possiamo scrivere 

g3 
CT] «emo <a. Va> 0. 


Se si considera x < 0, occorre invertire le due disuguaglianze appena 
scritte, in quanto tutte le funzioni in gioco sono dispari. © D 


Abbiamo osservato nel paragrafo 5.1 che l'integrale di una funzione 
non negativa è compreso tra i numeri m(b—a) e M(b—a) dove m e M sono 
rispettivamente il minimo e il massimo della funzione f sull’intervallo 
[a.b] (si riveda ancora la formula (5) del paragrafo 5.1). Il risultato 
sussiste in generale: 


Sia f una funzione continua sull’intervallo [a. b] e siano m e M rispetti- 
vamente il minimo e il massimo di tale funzione sullo stesso intervallo: 
allora si ha 

ti 


b 
m < =J f(x) da < M. (5) 


Abbiamo, per definizione, 
m< f(a) <M, Va € [a,bl: 


integrando le tre funzioni scritte (m ed M vengono considerate come due 
funzioni costanti) si ottiene, il virtù della Proposizione precedente, 


b b b 
J mdx = m(b— a) < J f(x) dx < Ti Mdx=M(b- a), 
da cui deriva la tesi dividendo per la quantità positiva d — a. @ D 


La quantità 


b 
DE J f(x) da 


è nota come media integrale della funzione f sull’intervallo [a. b]. Dunque 
la Proposizione appena dimostrata afferma che la media integrale è un 
valore compreso tra il minimo e il massimo della funzione f. 


Se si rivede la dimostrazione del Teorema fondamentale del calcolo 
integrale, si riconosce che abbiamo in sostanza già utilizzato questo risul- 
tato: la chiave della dimostrazione sta nel riconoscere che la media inte- 
grale della funzione f sull’intervallo [r.x + A] è compresa tra il minimo 
mx: h] e il massimo M[x: A] della funzione f sullo stesso intervallo. 

Noi sappiamo (7 Prop. 3.8-3) che ogni valore compreso tra il minimo 
e il massimo di una funzione continua f su un intervallo è un valore 
assunto dalla funzione stessa (cioè appartiene all’immagine dell’intervallo 
ad opera della funzione). Ne segue il 


Sia f una funzione continua sull’intervallo [a. b]: esiste (almeno) un punto 
£ € [a,b] per cui si ha 


b b 
mf imezio = f f@a=iO%0-d (0 


Abbiamo già calcolato l'integrale della funzione x + sin x sull’intervallo 
[0.7] ottenendo il valore 2. Abbiamo dunque la media integrale 
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1 fi, 2 
= sinr do = — >< 0.6366. 
TO T 
In virtù del Corollario, esiste almeno un valore £ € [0.7] in cui la 
funzione seno vale 2/7. Un esame della figura 5.3-3 mostra che, in realtà 
esistono due valori £ e £, simmetrici rispetto al valore x = 7/2, tali che 
sin = sin &o = 2/7. © 0 
x 
0.5 
0 ci 3 3 0 & 7/2 € 


Figura 5.3-3. La media integrale della funzione seno sull’intervallo [0,7] vale 2/7: esistono due valori 
nell'intervallo [0, 7] in cui la funzione seno assume tale valore. Geometricamente: l’area del trapezoide individuato 
dalla funzione seno è uguale all’area del rettangolo di base 7 e altezza la media integrale 2/7. Le regioni del 
trapezoide che si trovano rispettivamente al disotto e al disopra della retta di equazione y = 2/7 hanno aree che 


si compensano tra loro. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


p Nei problemi che seguono l'integrale di f su 
[a, b] viene talvolta indicato brevemente mediante 
il simbolo/(f): 


b 
IF) = f f(x) da. 


5.3-1. Tenendo presente qual è il significato geo- 
metrico dell’integrale 


b 
J bid 


dove f e g sono due funzioni continue su [a, b] con 
f(x) < g(x) (si riveda la figura 5.3-2). calcolare 
l’area delle porzioni di piano delimitate dalle curve 
di equazioni: 

è) gy=>lL9=xyE0<e< 

b) y=x?.y=x+2.a<x<b.doveaeb sono 
i punti in cui le due curve indicate si intersecano: 


e) v=#y= 1 0a 
5.3-2* Si dimostri che se f : [a. b] — R è continua 


e non negativa e se I(f) = 0. allora f(x) = 0 per 
ogni 2. 


(SUGGERIMENTO. Si ragioni per assurdo, sup- 
ponendo che sia f(ro) > 0 in un certo punto 
dell'intervallo di definizione: si utilizzi poi il teo- 
rema di permanenza del segno: 7 Prop. 3.6-2.] 


5.3-3* Siano f.g : [a,b] — R due funzioni con- 
tinue e sia A un parametro reale: dal fatto che la 
funzione x + [f(x) + Ag(x)]? è > 0 per ogni x e 
comunque si scelga A. si deduca la non negatività 
del relativo integrale 


I((f +Ag)?) = I(f?) +2AI(fg) +A°I(9°) > 0. 


Si osservi che l’ultima quantità scritta è un poli- 
nomio di secondo grado nella variabile A. Dal fatto 
che tale polinomio è sempre > 0 si deduca, impo- 
nendo la non negatività del relativo discriminante, 
che [I(fg)]? < I(f?)I(9°). In forma esplicita 


( F, ° {(2)A(2)da)" < i fa (a)de - i 9 (x)dx. 


Abbiamo ottenuto la disuguaglianza di Schwarz. 
così chiamata in onore del matematico tedesco 
H.A. Schwarz (1843-1921). 
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5.3-4. Calcolare la media integrale per ciascuna 
delle seguenti funzioni 


a) f(a):=x?, -1<x<]; 
bì f@)=1/a: 1£a<3; 
o) feieva 0cesi 


5.3-5* Si verifichi che il corollario della Propo- 
sizione 5.3-3 (teorema della media integrale) può 
essere ottenuto combinando il teorema fondamen- 
tale del calcolo con il teorema del valor medio di 
Lagrange. 

(SUGGERIMENTO. Si applichi l’ultimo teorema ci- 
tato alla funzione x fy f(t) dt.] 


5.3-6* IL TEOREMA DELLA MEDIA GENERALIZ- 
ZATA. 

Siano f.g : [a,b] — R due funzioni continue, e 
g sia di segno costante con integrale non nullo. 
Detti e ed E gli estremi della funzione f su [a, b], 
verificare la disuguaglianza 


b 
Ja F(0)g(1) de 
e<—__ 
b 
Sr 9() de 
Il rapporto abbiamo appena scritto è una specie 
di media pesata della funzione f, dove la funzione 
g funge da peso. 


[SUGGERIMENTO. Se g(x) > 0 si parta dalla dop- 
pia disuguaglianza 


< E. 


Figura 5.3-4. 
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eg(x) < f(r)g(x) < Eg(a): 


se invece si ha g(r) < 0 si parta dalla doppia dis- 
uguaglianza 


eg(x) > f(c)g(x) > Eg(2). 


Integrando le tre funzioni di ciascuna disugua- 
glianza ... .] 


5.3-7* Sia f una funzione continua e strettamente 
crescente sull’intervallo [0, a], e sia f(0) = 0. Sia 
g la funzione inversa di f, g := f71. Dalla figura 
5.3-4 si deduca che 


a b 
< f {@de+ f 9(y) dy, 


dove il segno = vale se e solo se db = f(a). 


5.3-8. Nel precedente problema sia f(x) := x°, 
a > 0, dunque g(y) := f71(y) = y/®. Allora 


a b 
< | de + f 9° dy= 
0 0 


ES o+1, a pl/o+1, 


al a+1 


Si ponga p:= a + 1, qg:= 1/a+1 e si confronti 
col risultato dell'esempio 4.4-5. 


La somma delle aree del trapezoide di f relativo all’intervallo [0, a] e del trapezoide di g := f* 
relativo all’intervallo [0, b] è maggiore o uguale ad ab. 
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INTEGRAZIONE PER PARTI E PER SOSTITUZIONE 


Integrazione per parti I due risultati presentati in questo paragrafo forniscono tecniche per la 
trasformazione di un integrale in un altro. Cominciamo sfruttando la 
regola per la derivazione del prodotto. 


Proposizione 5.4-1. D Sia f una funzione continua sull’intervallo [a,b] e F una sua primitiva; 
sia G una funzione derivabile sullo stesso intervallo con derivata g := G” 
continua. Allora 


b b 
Si {(@)G(x) da = F(5)G(t) — F(a)G(a) J F(2)g(2)de. (1) 


Dimostrazione DS  Dall’uguaglianza 


(F(2) G(2))' = f(x) G(x) + F(1) g(2) 


segue, integrando sull’intervallo [a, b), 


b b b 
J (F(x) G()) de = J f(x) G(x) dr + J F(x)g(x) de. 


Una primitiva di (FG)' è FG: dunque l’integrale a primo membro (7 Corol- 
lario della Prop. 5.2-3) vale [F(x)G(x)]}, da cui la tesi. © D 


|p Esempio 5.4-1. Consideriamo la funzione f(x) = lInx; vogliamo calcolarne l’integrale 
su un intervallo [a,b], con 0 < a < bd. A prima vista non sembra che 
il metodo di integrazione per parti possa tornare utile, in quanto la 
funzione integranda non si presenta come prodotto tra due funzioni. 
Tuttavia nessuno vieta di scrivere Inx = 1-]lnx; tenendo presente che 
TH 7 è una primitiva della funzione costante x + 1, mentre la derivata 
del logaritmo naturale è la funzione x + 1/, si trova, in base alla 
proposizione appena dimostrata, 


b b ; b 1 
J nede= / 1.Inxde = [x Ina] -/ t-dr = 
a a i a T 


=blnb-alna- [:}} =blnb-alna-b+a. 


In particolare si può integrare la funzione logaritmo tra un limite 
fisso, ad esempio a = 1, ed un limite variabile x > 0; in virtù del Teorema 
fondamentale troveremo la primitiva del logaritmo che si annulla per 
x = ]: in effetti si trova, tenendo presente che In 1 = 0, 


J Intdt=xlnx-cr+1 
1 


Lasciamo al lettore la verifica del fatto che la derivata della funzione 
ottenuta restituisce In x. Se si utilizza il simbolo di integrale indefinito, 
si può scrivere 


fraede = xInx—xr+ cost. 


|p Esempio 5.4-2. Vogliamo calcolare 


2r 
Di ax sine da; 
0 


se si scegliesse 7 come funzione di cui è nota la primitiva x2/2, si per- 
verrebbe all’integrale 


2r 
. x? cosx dx, 
0 
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Figura 5.4-1. 

L'area del trapezoide della 
funzione ar + sin, relativo 
all'intervallo [m, 27] su cui 
tale funzione è negativa, 
supera di 27 l’area del 
trapezoide analogo, relativo 
all’intervallo [0,7]: dunque 
o xsinadea=—-27. 


Il grafico mostrato non è 
monometrico. 


Integrazione per 
sostituzione 


Proposizione 5.4-2. 


Dimostrazione S 


|p Esempio 5.4-3. 
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ui 


Il 
| 


più complesso di quello assegnato. Conviene invece considerare sin x 
come funzione di cui è nota la primitiva — cos x: in tal modo si trova 
infatti 


2r 2r 
è 27 
J rsinoda = [ T:C08/% * el, + J cost-lda = 
0 0 


._ 327 
=-27+ [sinz]o =1=27T., ®© D 
Passiamo ora a considerare un diverso tipo di regola di trasformazione 
di un integrale in un altro: questa volta cambiano tanto la funzione in- 
tegranda quanto l'intervallo d’integrazione. Verrà utilizzato il teorema 
sulla derivazione delle funzioni composte. 


Sia f : [a.b] — R una funzione continua e sia © : [a, 8] — [a.b] una 
funzione con derivata prima continua. tale che (a) = a, 0(8) = 
Allora 
b 8 
J f@d= f F(0(t)) 0'(t) dt. (2) 
a a 


Sia F una primitiva di f. F'(x) = 
G(t) := F(6(t)). 

la sua derivata vale 
G'(t) = F'(0(t)) (6) = 


Dunque 


f(x): se consideriamo la funzione composta 


f(0(t)) (1). 


(e) 
J S(0(t)) 0'(t) dt = G(3) — G(a)= 


a 


= = F( (0(8)) — 


- [ima 


Si è soliti dire che l'integrale a secondo membro della (2) è ottenuto da 
quello a primo membro mediante il cambiamento di variabile x = @(t). 
Non esistono regole generali per la scelta della funzione 0. Spesso si 
assegna t in funzione di x, e non x in funzione di #. cioè si opera una po- 
sizione del tipo t = ©71(x): ciò suppone che la funzione © dell’enunciato 
sia invertibile. 


@ 0 


Vogliamo calcolare l’area del quarto di cerchio di centro l'origine e raggio 
r, contenuto nel primo quadrante. Poiché 1? +y? = r? è l'equazione della 
circonferenza di centro l’origine e raggio r. si tratta di calcolare l'integrale 
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r 
J Vr? — 22 da. 
0 


Se si pone r = d(t) := rsint. 0<t# < 7/2, si ottiene 
T/2 


J Vr2 — 12 de = r? V1- sint cost dt = 
0 0 


t/2 
= | cos? t dt. 
0 


Si è tenuto conto del fatto che per 0 < t < 7/2 si ha cost > 0, quindi 
cost = Vcos? t. L'ultimo integrale scritto si calcola per parti. Infatti 


7/2 Ds 7/2 
tI cost cost dt = [sint cost]; + f sint sintdt = 
0 0 


T/2 m/2 
-0+ f id / cos? t dt: 
0 0 


abbiamo utilizzato l'identità sin? t = 1— cos? t. Portando a primo mem- 
bro l’ultimo integrale scritto, abbiamo 


m/2 n/2 
2/ cos'tdt=7/2 > J cos” t dt = 7/4. 
0 0 


L’integrale proposto inizialmente vale dunque r?7/4. 


D Esempio 5.4-4. Nel problema 2.4-4 abbiamo dimostrato le formule 
2 1? 
pe SS" 159 
dove s'intende che sia t := tan(r/2). Se R(sinr.cosr) è una funzione 
razionale, intera o fratta. nelle variabili sin x e cos x, con la sostituzione 


Suo = 


x= @(t):= 2arctant 


la funzione R viene trasformata in una funzione razionale fratta in t (cioè 
nel rapporto tra due polinomi in quest’ultima variabile). Le funzioni 
razionali fratte sono integrabili elementarmente. 


Mostriamo un semplice esempio. Si voglia calcolare 


t/2 ti 
J _— da 
0 l+sine 


con la sostituzione indicata x = 2 arctant, tenendo presente che d'(t) = 
= 2/(1+4?) e che © muta l'intervallo [0, 1] nell’intervallo di integrazione 
[0.7/2]. si ottiene, dopo qualche passaggio. l'integrale 


1 g è È I p Di 
——_—- dt= 2 2 dt=-2|| si © D 
Ri 1+42t+t12 i (1+1)? 1+t/o 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


5.4-1. Mediante integrazione per parti. deter- 
minare una primitiva per le seguenti funzioni: 


a) f(x):=sin?x bd) f(x):=cos?x 


c) f(x):=eTsine d) 


[SUGGERIMENTO. Per le prime due funzioni si 
riveda l'esempio 5.4-3.] 


f(m) = cos 


5.4-2. Calcolare per parti gli integrali: 


a) JE esin2e de b) Jp re? de 


c) fon re3® dx 


e) JlvrInada  f) 


5.4-3. Posto I, := i r"eda, n > 0, si espri- 
ma I, in funzione di Z,_1,per n > 0, mediante 
un'integrazione per parti. Si calcoli Io e, in base 
alla formula ottenuta, si calcoli I, per n < 4. 


d) i re? da 


Ji (ina)? de 


5.4-4. Calcolare gli integrali seguenti, utilizzando 
le sostituzioni indicate a fianco di ciascuno: 


af dx 
o VI+5x 


(1+5e=t <> sa=l(t-1)/0); 


IL n 

e 
b ——, d Fot «è sednb; 
J, ra (e e=iInt); 


(ni > sal 


df Li 
o e? + e cà 


e) [avra (Ver=i: «> e=2bt) 
0 


5.4-5* Sia f:[-r,r] > Rconr>0. Dimostrare 
che se f è pari allora f",f(x)de=2/fr f(x) de, 
mentre se f è dispari f"_ f(r)dr =0. 
(SUGGERIMENTO. Si calcoli l’integrale d f(x) da 
mediante la sostituzione x = —t.] 


Funzioni limitate 


Funzioni costanti 


UN APPROFONDIMENTO: L’INTEGRALE DI RIEMANN 


In questo paragrafo ci proponiamo di rivedere il procedimento che ci 
ha portato alla definizione dell’integrale di una funzione continua su un 
intervallo [a, b], ponendoci in una classe di funzioni più ampia di quella 
delle funzioni continue, cioè la classe delle funzioni limitate. 

Ricordiamo che una funzione f : [a, b) — AR si dice limitata se tale è 
la sua immagine, dunque se sono finiti gli estremi 


e := inf f([a,b)), E:=supf((a.b)) 
dell'immagine di f. Abbiamo già dimostrato che la continuità di f su 
[a, b] implica la sua limitatezza (7 Prop. 3.8-1). 
L'esempio più semplice di funzione che sia limitata su [a, b] è quello 
di una funzione costante: f(x) = c per ogni x € [a,b]. Per una tale 
funzione abbiamo posto 


f serde= fl cda = c(b— a). (1 


a 


1_ 


Così facendo, l’integrale di f rappresenta l’area del rettangolo com- 
preso tra l’asse delle ascisse, il grafico di f e le rette di equazione x = a e 
x = b, con l'intesa di valutare positivamente l’area in questione se il ret- 
tangolo è contenuto nel semipiano delle ordinate positive e di valutarla 
negativamente se esso è contenuto nel semipiano delle ordinate negative. 


Consideriamo ora una funzione f che abbia un valore costante c, 
tranne in un numero finito di punti di [a,b] in cui essa assume valori 


5.5 — L’integrale di Riemann 
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Figura 5.5-1. 

L’integrale di una funzione 
costante f(x) = c su [a,b] è, 
per definizione, c(b — a). 

Lo stesso se f differisce da c 
in un numero finito di punti 
dell’intervallo [a, b]. 


Funzioni costanti 
a tratti 


ad arbitrio. Abbiamo dunque ancora una funzione limitata, ma non più 
continua. 

Il trapezoide di una tale funzione può pensarsi ottenuto da quello 
della funzione costante c, aggiungendo o togliendo ad esso un numero 
finito di segmenti paralleli all'asse delle ordinate. Ciascuno di tali seg- 
menti può essere considerato un rettangolo degenere avente base uguale 
a zero, e quindi area nulla. L’integrale di una tale funzione non differirà 
da quello della costante c, cioè si porrà ancora 


[se da := c(b — a). 


L’ultima osservazione ci consente di definire l'integrale per un’impor- 
tante classe di funzioni: la classe delle funzioni costanti a tratti. Una 
funzione f : [a,b] + R si dice costante a tratti (o anche funzione a scala) 
se esiste una scomposizione finita di [a, b] (cioè una scomposizione in un 
numero finito di sottointervalli), operata dai punti 


to =u<% 53€ «ta =D 


tale che su ciascuno degli intervalli aperti (cx-1. xx), perk=1,2,...,n, 
la funzione abbia un valore costante cx, mentre negli estremi xx degli 
intervalli stessi può assumere valori ad arbitrio. 
Se si rivede la figura 2.1-2, relativa al calcolo dell’IRPEF, si riconosce 
che essa mostra proprio un esempio di funzione costante a tratti. 
Poiché la f, considerata su ciascun intervallo [rx-1, cx], coincide con 
la costante cy tranne al più negli estremi, sarà 


J : f(x) di = ck(Tk n Gp=1) 


e pertanto sarà ragionevole porre 
b n 
J f(a)da := x ce(ck — Ck-1). (2) 
& k=1 


Questa definizione si impone se si vuole che l’integrale dipenda line- 
armente dalla funzione integranda, cioè se si vuole che l'integrale della 
somma di due o più funzioni sia uguale alla somma dei relativi integrali. 

Si tenga presente che una funzione costante a tratti può essere consi- 
derata come somma di n funzioni, ciascuna delle quali vale cy sull’inter- 
vallo (xx-1, x) ed è nulla fuori dell’intervallo [rx-1, xx]. La (2) consiste 
proprio nel definire l’integrale di f come somma degli integrali delle n 
funzioni che abbiamo appena considerato. 


Si noti che ciascun addendo della somma appena scritta ha lo stesso 
segno di cy; l'integrale può dunque annullarsi senza che nessuna delle 
costanti cy sia nulla. 

Tutto ciò è coerente con quello che abbiamo fatto nel paragrafo ini- 
ziale di questo capitolo, quando abbiamo definito l’integrale di una fun- 
zione continua. Se f non è di segno costante. l’integrale di f è stato 
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Figura 5.5-2. 


L’integrale di una funzione 


costante a tratti è la somma 


algebrica delle aree dei 


rettangoli compresi tra l’asse 
delle ascisse ed il suo grafico, 
con la convenzione di valutare 
positivamente o negativamente 


tali aree a seconda che i 


rettangoli siano sopra o sotto 


l’asse delle ascisse. 
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——-—--,® 


-_ - - è 


definito come la differenza tra gli integrali della parte positiva f* e della 
parte negativa f7: 


f se) = [FOÙa-/r@s. 


Si riveda la formula (8) del paragrafo 1. Lo stesso vale per una 
funzione f costante a tratti; infatti la somma degli addendi cx(xxk—tk-1) 
relativa ai termini per cui cx > 0 rappresenta l’integrale di f*: 

n 


b 
> ce = 2-1) = f f*(x) da. 


k=1 
ch20 


mentre la somma analoga relativa ai termini per cui cx < 0 rappresenta 
l'opposto dell’integrale di f7: 
n 


b 
B Ck(Tk — ©k-1) = -/ f(x) da. 


k=1 
ck<0 


Figura 5.5-3. L’integrale di una funzione f costante a tratti è la differenza tra gli integrali delle due funzioni 
(anch'esse costanti a tratti) f* e f7. 


Vogliamo ora ampliare la classe delle funzioni limitate di cui sap- 
piamo determinare l’integrale, fino a comprendere in essa due importanti 
classi di funzioni: le funzioni continue e le funzioni monotòne. 

Per ottenere questo risultato, ricordiamo che la misura di un qua- 
lunque tipo di grandezza deve godere di una proprietà che potremmo 
chiamare monotonia: tale proprietà ci è servita, ad esempio, per la de- 
terminazione della lunghezza della semicirconferenza di raggio 1 (cioè 7), 
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Funzioni minoranti 
e maggioranti 


Somme inferiori 
e superiori 


definita come l’elemento di separazione tra l’insieme delle lunghezze delle 
poligonali inscritte e l’insieme delle lunghezze delle poligonali circoscritte 
alla semicirconferenza stessa. 

Sia f la funzione limitata di cui vogliamo determinare l’integrale e 
siano g e h due funzioni, la prima minorante e la seconda maggiorante 
rispetto ad f (si rivedano le considerazioni iniziali del paragrafo 3.6), 
cioè sia 

g(e) < f(a) <h(x), Vee [a.b). 


Se gli integrali di g e & sono noti, allora l’integrale di f (ammesso 
che esista) dev'essere compreso tra questi, cioè 


fore < f seria < f ne)de 


Attualmente noi sappiamo determinare l'integrale delle funzioni co- 
stanti a tratti: cerchiamo quindi di costruire funzioni di questo tipo, 
rispettivamente minoranti e maggioranti rispetto ad f. Il modo più 
semplice per fare ciò consiste nel considerare una scomposizione finita 
dell’intervallo [a, b], diciamo quella operata dai punti 


No6= DI LIL = dI 
Tale scomposizione è individuata dalla collezione dei punti rx; ab- 
biamo già usato la lettera o per indicare una tale collezione. Ciò posto, 
siano ey ed Ex gli estremi di f ristretta all’intervallo [rx-1. xk]: 
ex := inf{f(c); er-1<x < xx}, 
Ex := sup{f(x): cr-1<£ < xx}. 
Se si pone 
ge), Ra): Er, Deer <:T<.k; 


si costruiscono due funzioni costanti a tratti con i requisiti voluti. Gli 
integrali di g e di h non dipendono dai valori delle funzioni stesse nei 
punti rx (valori che non abbiamo ancora fissato); se si pone 


gior) = hxg)c= fica), perki='0;1 0; n, 
abbiamo completamente definito g e Ah, in modo da avere 


g(x) < f(x) < h(2) 
per ogni x € [a, b). 
Si ha 


b n 
J g(a) de =Y ex(cx — Xk-1), 
o k=1 


b n 
/ h(x)dr =) Ex(x— ta-1). 
a R=2 

Perché la costruzione precedente sia possibile è necessario (ed anche 
sufficiente) che f sia limitata su [a,b]; in caso contrario, uno (almeno) 
degli estremi superiori Ex sarebbe +00 (oppure uno almeno degli estremi 
inferiori ex sarebbe —00) e pertanto la definizione di 9g o quella di A 
sarebbe impossibile. 


A questo punto ci accorgiamo che gli integrali delle funzioni costanti 
a tratti g e f non sono altro che la somma inferiore e la somma superiore 
della funzione f. dove entrambe le somme sono relative alla scompo- 
sizione o. Queste somme sono già state considerate nel paragrafo 5.1; 
preferiamo ripetere la loro definizione in modo formale: 
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Figura 5.5-4. 

Le somme superiori 
diminuiscono raffinando la 
i dell'intervallo 
a,b]. 
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Sia f : [a,b] — R una funzione limitata e sia o la scomposizione finita 
di [a,b] operata dai punti 
To =:A<Di <L3 << Ur di 


allora le quantità 


n n 
s(fso)i= Y ex(2x =) Sio) DO Ex(cx — Tk-1) 
k=1 k=1 
si chiamano rispettivamente somma inferiore e somma superiore relative 
alla funzione f e alla scomposizione o, dove ex ed Ex sono gli estremi 
inferiore e superiore della restrizione di f all’intervallo [xx-1, xk]. 


Dalla disuguaglianza ex < Ex, valida per ogni &, segue 
ex(ce — Th-1) £ Ex(ck— tk-1) 
e dunque 
s(f:0) < S(f:0). 
Come abbiamo anticipato nel paragrafo 5.1, è ragionevole supporre, 
anche se non è immediatamente evidente, che risulti s(f:01) < S(f:02) 


per ogni coppia di scomposizioni 01 e 02 dell’intervallo [a, b]), anche di- 
verse tra loro. 


dii Li-1 DT Ti 


Per vedere meglio la situazione, chiediamoci che cosa accade se si 
passa da un’assegnata scomposizione ad un’altra “più fine”, cioè ottenuta 
dalla precedente aggiungendo uno o più punti di scomposizione. Nel 
Lemma che precede la Proposizione 5.2-2 (si riveda anche la figura 5.2- 
2), abbiamo dimostrato che le somme inferiori aumentano (o comunque 
non diminuiscono), mentre l’opposto accade per le somme superiori. 

Se dunque 0; e 02 sono due arbitrarie scomposizioni dell’intervallo 
[a, b), la scomposizione o ottenuta mettendo insieme i punti di entrambe 
(cioè facendone l’unione) è più fine tanto di 0; quanto di 072. 

Ad esempio, se 01 è la scomposizione dell’intervallo [0,1] operata 
dai punti {0, 1/2, 1} e 02 è operata dai punti {0, 1/3, 2/3, 1}, o sarà 
operata dai punti {0, 1/3, 1/2, 2/3, 1}. 

Essendo dunque o più fine di 01, si avrà s(f:01) < s(f:0), ed essendo 
anche o più fine di 02 si avrà S(f:0) < S(f:02). D'altra parte si avrà 
anche s(f:0) < S(f:0), trattandosi di due somme, inferiore e superiore, 
relative alla stessa scomposizione. 

In definitiva: 


s(fio1r) <s(f;0) < S(f;0)< S(f:02). 


Abbiamo dunque dimostrato la 


5.5 — L’integrale di Riemann 321 
© 88-08-1148 


0 1 
71 
eZ 
| di 
Sas | SE 
o=0;U09 
Figura 5.5-5. I "TRA l I 
Unione di due scomposizioni 
dell’intervallo [0, 1]. 
Proposizione 5.5-1. D Se f : [a,b] — Rè una funzione limitata, i due insiemi costituiti rispet- 


tivamente dalle somme inferiori e dalle somme superiori relative ad essa 
sono separati; se 0) e 02 sono due arbitrarie scomposizioni, si può deter- 
minare una scomposizione o per cui 


s(fi01) < s(f:0) < S(f:0) < S(f:02). (3) 
e dunque 
S(f;0) — s(f:0) < S(f:02) — s(fi01). (4) 
Figura 5.5-6. 
Date le somme s(f;01) e 
S(f:02) relative a due 
arbitrarie scomposizioni 01 i % 
e 02, facendo l’unione di s(f:0) S(f:0) 
queste ultime si ottiene una 
terza scomposizione o a cui LL 
corrispondono due somme, 
inferiore e superiore, più vicine s(f:01) S(f:02) 
tra loro delle due somme date 
inizialmente. 
Ricordiamo dal paragrafo 1.4 (si riveda il problema 1.4-13) che due 
insiemi di numeri reali si dicono separati se ogni elemento del primo è < di 
ogni elemento del secondo. In termini equivalenti: ogni numero del primo 
insieme è un minorante del secondo insieme, ed ogni numero del secondo 
insieme è un maggiorante del primo insieme. Ne viene (7 Def. 1.4-3) 
che l’estremo superiore del primo insieme è < dell’estremo inferiore del 
secondo insieme. 
Nel nostro caso particolare, la (3) significa appunto che l’insieme 
di tutte le somme inferiori s(f:0) e quello di tutte le somme superiori 
S(f:0) sono separati, e dunque si ha 
sup s(f;0) < inf S(f;0); (5) 
o o 
A parole: 
L’estremo superiore dell’insieme numerico costituito dalle somme in- 
feriori relative alla funzione f e a tutte le possibili scomposizioni finite 
di [a, b] è minore o uguale dell’estremo inferiore dell’analogo insieme 
costituito dalle somme superiori. 
A questo punto sono possibili due alternative: o nella disuguaglianza 
(5) vale il segno di =, cioè gli insiemi considerati, oltre che separati, sono 
anche contigui, oppure no. 
Funzione integrabile Nel primo caso esiste un unico elemento di separazione tra le somme 


inferiori e le somme superiori: diremo allora che f è integrabile e defini- 
remo come integrale di f tale elemento di separazione. 
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|p 


Osservazione. 


Esempio 5.5-1. 
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Nel secondo caso esiste un intervallo [a, 8]. con a < 8, tutto costitu- 
ito da elementi di separazione: a e 8 sono evidentemente i due membri 
della (5). Nessuno di tali elementi di separazione ha maggior diritto dei 
restanti ad essere considerato come integrale di f. Questo significa sem- 
plicemente che per una tale funzione il procedimento da noi costruito 
si rivela impotente: si dirà allora che f non è integrabile. Tra breve 
vedremo che se l'andamento di f è particolarmente “patologico”, tale 
circostanza può effettivamente verificarsi. 
Prima di procedere oltre, fissiamo le considerazioni svolte mediante 
la seguente 


Sia f : [a.b] — R una funzione limitata: si dice che f è integrabile 
su [a,b] se sono contigui i due insiemi costituiti dalle somme inferiori 
e dalle somme superiori relative ad f. In tale caso l’unico elemento di 
separazione è l'integrale di f. 


In altre parole, l’integrale di f è l’unico numero reale per cui si ha 


b 
(fa) s | f(a)dx < S(f:02) (6) 


per ogni coppia di scomposizioni 01, 02 di [a, db). 

La definizione che abbiamo posto e il modo di presentare la nozione 
di integrale che stiamo descrivendo in questo paragrafo rappresentano la 
sistemazione di un processo che trova le sue prime origini nei metodi usati 
dai matematici dell'antica Grecia per la determinazione di particolari 
aree e di particolari volumi. La sistemazione attuale è principalmente 
dovuta al matematico tedesco Bernhard Riemann (1826-1866), ed è per 
questa ragione che spesso si parla di integrale di Riemann per riferirsi 
alla nozione di integrale che abbiamo definito sopra. 


Gli estremi che figurano nella disuguaglianza (5). che per brevità ab- 
biamo precedentemente indicato con le lettere a e 8, vengono chiamati 
rispettivamente integrale inferiore (o per difetto) e integrale superiore 
(o per eccesso) di f su [a,b]. e possono essere indicati, ad esempio, con 
simboli del tipo 


b pb 
J f(a)dx := sups(f:0). / fida: inf 5(f:0). 


L'integrabilità di f su [a,b] non è altro che la coincidenza dell’inte- 
grale inferiore con l’integrale superiore. 


Se si rivede la Definizione 5.1-1. si riconosce che abbiamo definito 
l'integrale di una funzione continua come la differenza tra gli integrali in- 
feriori della sua parte positiva e della sua parte negativa. Tale definizione 
è corretta perché, come mostreremo tra poco (| Prop. 5.5-4), per tutte le 
funzioni continue l'integrale inferiore e quello superiore concidono, vale 
a dire: ogni funzione continua su un intervallo [a. b] è integrabile su tale 
intervallo. © D 


I primi due esempi che seguono sono, in realtà, due esercizi volti a 
ritrovare risultati già noti. 


Sia f(x) := x.0< x < 1. Dato che il trapezoide di f è un triangolo 
avente base e altezza uguali a 1. è ragionevole aspettarsi che l'integrale 
di f valga 1/2: 


1 
fado- 
0 


miu 
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Allo stesso risultato si perviene osservando che la funzione f(x) = x 
ammette la primitiva F(x) = x?/2. 
Per dimostrarlo formalmente, sia 0, la scomposizione di [0,1] in n 
parti uguali: dunque 
k 
tpr== ki=00152 E 
n 
f essendo crescente, si ha 
k-1 k 1 
e=' dpi , Er=ax=-, Th-T-1=—. 
n n n 
Dunque 
A k-11_ 1 
s(fiad=), 3a ed 
k=9 k=1 
_ media _ nel 1 1. 
20 © 2 2 2 
“k1_ 1 
S A n) = —.—_ = — Mie 
(f:0n) sin pr. 
k=1 k=1 
_tn+1) n+1_ 1 1 
—  2n2 2n 2 2n 
Abbiamo utilizzato il fatto che Y}_,(k — 1) è la somma dei numeri 
naturali da 1 a n — 1, mentre YY}_j & è la somma analoga da 1 a n; tali 
somme sono state calcolate nell'esempio 1.6-1. 
Chiaramente si ha 
1 
S(fson) 5 < S(fion): 
d’altra parte la differenza S(f:0n) — s(f:0n) = 1/n tende a zero per 
n= +0. Questo dimostra che f è integrabile e che il suo integrale vale 
1/2 (v. formula (6)). 
|p Esempio 5.5-2. Consideriamo la funzione f(x) := x? ancora sull’intervallo [0, 1). Utiliz- 
zando gli stessi simboli del precedente esempio si ha 
k-1\2 k\2 1 
ansa | E E=s=(-), Ch Ck-1= 
n n n 
Figura 5.5-7. 


L’integrale della funzione 

f(x) := x? sull’intervallo 

[0,1] vale 1/3. Il “segmento 
parabolico” compreso tra l’asse 
delle ascisse, la parabola di 
equazione y = x? e la retta di 
equazione x = 1, ha come area 
1/3 dell’area del quadrato con 


i lati paralleli agli assi che 
racchiude il segmento stesso. 
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Tenendo presente che la somma dei quadrati dei numeri da 1 a n vale 
n(n+1)(2n + n Li problema gua si trova 


E n Gna! 


n(n+1)(2n + 1) _ 
6n3 


S(f;0n) = = FLH- 


__ 23 ia +n 1 1 % 1 
si 6n3 302" 6n2° 


Li 1 


dove l’ultima quantità tra parentesi è > 0, si trova che 


8(f30n) € i = Sf) 


d’altra parte la differenza S(f:0n) — s(f:0n) = 1/n tende a zero per 
n — +00. Questo dimostra che f è integrabile e che il suo integrale 
vale 1/3 (v. formula (6)). Peraltro il risultato è immediato in quanto 
f(x) =? ammette la primitiva F(x) = 73/3 (1 esempio 5.2-2). 


Esempio 5.5-3. Sia f : [0,1] — R definita nel modo seguente 


_ JO, ser éQ, 
fa) { 1, sere Q. 

Dunque se x è razionale la funzione f vale 1, altrimenti essa vale 0: 
la funzione f è già stata considerata nell’esempio 3.3-3. Nel paragrafo 
1.6 (7 Corollario 2 della Prop. 1.6-3) abbiamo dimostrato che ogni inter- 
vallo della retta reale (che non sia ridotto ad un punto) contiene infiniti 
numeri irrazionali ed infiniti numeri razionali. Ne segue che, comunque 
si scomponga l’intervallo [0, 1], si trova ex = 0, Ex = 1, e di conseguenza 


s(fio)= YO ex(2x — xx-1)=0. 


k=1 


n 
S(fio):= YEz(ex-%x-1)=1 

k=i1 
quale che sia o. Gli insiemi delle somme inferiori e superiori sono ri- 
dotti, rispettivamente, a {0} e {1}: tutti i numeri compresi tra 0 e 1 
sono elementi di separazione tra le somme inferiori e le somme supe- 
riori. Utilizzando la terminologia introdotta nell’osservazione che pre- 
cede l’esempio 5.5-1, possiamo dire che l’integrale inferiore di f vale 0 e 
l’integrale superiore vale 1. Conclusione: f non è integrabile. © D 


La condizione di Se si tiene conto del ragionamento che ci ha condotto alla disu- 


integrabilità di Riemann  guaglianza (4) della Proposizione 5.5-1, si riconosce che la proposizione 


seguente (nota come condizione di integrabilità di Riemann) è sostanzial- 
mente una diversa formulazione della Definizione 5.5-2: 


Proposizione 5.5-2. D Sia f : [a,b] — R una funzione limitata; condizione necessaria e suffi- 


ciente affinché f sia integrabile è che, per ogni e > 0, esista una scom- 
posizione o (dipendente da e) tale che 


S(fio)-s(fio)<e. (7) 
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f "I SÈ f(@) de 


Figura 5.5-8. Il procedimento di integrazione di Riemann che stiamo descrivendo in questo paragrafo può 
essere pensato come un'unità che accetta in ingresso funzioni limitate f : [a,b] — Re restituisce in uscita numeri 
reali. Tale metodo di integrazione non è in grado di fornire un numero (l’integrale di f) per ogni funzione limitata 
f: infatti se l'andamento di f è particolarmente “patologico”, ad esempio se f è discontinua in tutti i punti 
dell’intervallo [a, b), l’unità si blocca senza restituire alcun numero in uscita. 


Dimostrazione 9 Chiaramente la condizione (7) è sufficiente a garantire che gli insiemi costituiti 
dalle somme inferiori e superiori sono contigui, dunque è sufficiente a garantire 
l’integrabilità di f. 

Inversamente, se gli insiemi appena considerati sono contigui, allora per 
ogni e > 0 esistono una somma inferiore ed una superiore (non necessariamente 
corrispondenti alla medesima scomposizione) che differiscono tra loro per meno 
di e. Siano s(f:01) e S(f:02) tali somme. In virtù delle formule (3) e (4) si 
ha, per la scomposizione o unione di 01 e 09, 


S(fi0)-s(f:0) < S(f:02) — s(fic1i)<e. © D 


La differenza S(f;0)—s(f;0c) si scrive, utilizzando i simboli consueti, 


S(f;0) — s(fio)=Y  Ex(ex— cx-1) — Do ek(on— 2-1) = 
k=1 k=1 


= D (E — e)(cr=Tk-1): 
k=1 


Ora (Ex — ex)(xcx — xx-1) è l’area del rettangolo avente come base 
l'intervallo [xx-1,r%] e come altezza [ex, Ex]. cioè l’area dell’insieme 
(prodotto cartesiano) 


[2x1 Ck] XxX [ex, Ex]. 


Geometricamente, la condizione di integrabilità di Riemann afferma 
che la funzione limitata f è integrabile se e solo se è possibile ricoprire 
il suo grafico mediante l’unione di un numero finito di rettangoli del 
tipo appena specificato, in modo che l’area complessiva possa rendersi 
“arbitrariamente piccola”. 


[ck-1: Ck] XxX [ex, Ex] 


| 


Figura 5.5-9. 

Una funzione limitata è 
integrabile se e solo se il suo 
grafico può essere ricoperto da 
un numero finito di rettangoli 
con i lati paralleli agli assi a Tei ‘DE b 
coordinati, di area complessiva 
“arbitrariamente piccola”. i 
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In base alla condizione di integrabilità di Riemann possiamo dimo- 
strare l’integrabilità di ogni funzione continua su un intervallo [a,b]: ci 
serve tuttavia un ulteriore risultato, che arricchisce i teoremi che ab- 
biamo dimostrato nel paragrafo 3.8: si tratta del cosiddetto teorema di 
Heine-Cantor (dai nomi del più volte citato G. Cantor e del matematico 
tedesco Heinrich E. Heine, 1821-1881): 


Sia f : [a.b] — R una funzione continua. Per ogni e > 0 si può deter- 
minare una scomposizione dell'intervallo (a, b] tale che l’oscillazione di f 
su ogni intervallo parziale sia < &. 


Ricordiamo che l'oscillazione di una funzione limitata (7 par. 3.1) è la 
differenza tra gli estremi della funzione stessa. Intuitivamente la propo- 
sizione precedente afferma che è possibile suddividere l'intervallo [a, bl 
in modo tale che la funzione, su ciascun intervallo parziale. abbia una 
variazione non superiore ad una tolleranza arbitrariamente prefissata. 


La dimostrazione viene condotta per assurdo: supponiamo che esista un nu- 
mero positivo, diciamo 0, tale che, comunque si operi una scomposizione 
dell'intervallo [a,b], su almeno uno degli intervalli parziali di tale scompo- 
sizione l’oscillazione di f superi “0. Verificheremo che tale ipotesi conduce ad 
una contraddizione col fatto che f è continua in ogni punto di [a, b]. 

Dividiamo [a. b] in due parti uguali mediante il punto medio (a+b)/2: uno 
(almeno) dei due intervalli così ottenuti si deve trovare nella stessa situazione 
dell'intervallo di partenza [a, db]: in caso contrario, scomponendo ciascuno dei 
due intervalli parziali in sottointervalli su ciascuno dei quali l'oscillazione è 
< €0. si verrebbe ad ottenere una scomposizione dell'intero intervallo [a, db] 
proprio del tipo escluso dall’ipotesi in cui ci siamo momentaneamente posti. 

Sia [a1, b] tale intervallo: in particolare l'oscillazione di f su [a1, bi] è > £0. 
Suddividiamo [a1.d1] in due parti uguali mediante il punto medio: ripetendo 
su [a1,b1] il ragionamento fatto su [a,b] si ottiene che uno (almeno) dei due 
intervalli parziali ottenuti, diciamo l’intervallo [a2.b2]. sì trova nella stessa 
situazione dell’intervallo iniziale. In particolare l'oscillazione di f su [a1. di] è 
> Eo. 

Così proseguendo, otteniamo una successione [an,bn]. n = 1,2...., di 
intervalli incapsulati 


[ax,0n] Gorda ni) VS, 


su ciascuno dei quali l’oscillazione di f supera £0. 

In virtù del Corollario 3 della Proposizione 1.6-3, esiste uno ed un solo 
numero ro comune a tutti gli intervalli (an, bn]: l'unicità di tale punto segue 
dal fatto che ogni intervallo ha lunghezza pari alla metà di quella dell’intervallo 
precedente: (b, — an) = (an-1 — bn-1)/2. 

Sfruttiamo ora il fatto che f è continua in ro: scelto e < 20/2, esiste 6 > 0 
tale che, per ogni x appartenente all'intersezione [a, b]N (ro — 6. r0+6), si abbia 


S(ro) — e < f(a) < f(co) +e 


e dunque l’oscillazione di f su tale intersezione è minore o uguale a 2£ < £0. 


D'altra parte, poiché ro è l’estremo superiore dell’insieme dei numeri an (e 
dunque anche il limite della successione n + an, in quanto crescente: | Corol- 
lario della Prop. 3.7-2) ed anche l’estremo inferiore dell’insieme dei numeri 
bn (e dunque anche il limite della successione decrescente n + bn), per n 
abbastanza grande, diciamo n > n(é), si avrà 


[an. bn] C ([a.5]N (20 — 6.20+$)): 
ma questo è assurdo perché l’oscillazione di f sull'insieme a primo membro 


supera 0. mentre sull'insieme (più ampio) a secondo membro l’oscillazione 
stessa è minore di co. © D 


| Se f : [a.b] + Rè una funzione continua su [a, db). essa è ivi integrabile. 
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Dimostrazione SS In virtù del teorema di Heine-Cantor, per ogni e > 0 si può determinare una 
scomposizione o di [a.b] tale che su ciascun intervallo parziale l'oscillazione 
della funzione non superi e: 


Ex -— ex < €, perognik=1,2...., n, 


dove n è il numero degli intervalli parziali che costituiscono la scomposizione 
o. Allora 


n 


S(f:0) — s(f:0) = ) (Ex — en)(2x — 241) £ 


k=1 


n 
“ eY (2 —tre1)= 
k=1 


= (cn — ro) = e(b— a) 


dove l’ultima quantità è arbitraria, data l’arbitrarietà di e. © D 


Figura 5.5-10. Integrabilità delle funzioni continue (a sinistra) e integrabilità delle funzioni monotòne 
(a destra). In entrambi i casi il grafico di f può essere ricoperto con un plurirettangolo di area complessiva 
“arbitrariamente piccola”. 


Integrabilità delle In modo simile si può dimostrare l’integrabilità di ogni funzione 
funzioni monotòne —monotòna. 


Proposizione 5.5-5. D | Se f :[a.b] + Rè una funzione monotòna su [a, db). essa è ivi integrabile. 


Dimostrazione SY Supponiamo, per fissare le idee, che f sia crescente. Scomposto l’intervallo 
[a. b] in n parti uguali. si ha 


Tk Xhk-1= Qua, ek = flar=n), Ex = SITE), 


dunque 


(Ex — ex)(xx — 4-1) = È - 9) [f(2x) — f(en-1)): 


Sommando rispetto all'indice & da 1 a n sì trova 


S(f10) (fto) = YO f(ea) — fan] = 


k=1 
2 a [f(©n) — f(c0)] = 
= 029 (56) - flo). 


dove l’ultima quantità può rendersi arbitrariamente piccola. a patto di scegliere 
n convenientemente grande. @ DO 
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Proposizione 5.5-6. D 


Dimostrazione S 


Figura 5.5-11. 

Se f è una funzione integrabile, 
da un ricoprimento del 

suo grafico mediante un 
plurirettangolo di area 
complessiva < e si possono 
dedurre ricoprimenti analoghi 
per i grafici delle funzioni f*. 


S Ifl. 


Somme di Riemann 
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Abbiamo detto più volte che ogni funzione f può scriversi come dif- 
ferenza di due funzioni non negative: basta porre 


1* (©) := max{f(2),0}, (2) := max{0,-f(2)}, 
per avere f*(x) > 0, f(x) >0e 
f(a)=f*(2)-f(2), |f(a)l= ft) +f 2). (8) 


Nel risultato seguente utilizziamo la condizione di Riemann tanto 
come necessaria quanto come sufficiente per l’integrabilità. 


Se f : [a,b] — Rè una funzione integrabile, allora sono integrabili anche 


PF èJfl. 


Se f è di segno costante (sempre > 0 oppure sempre < 0) non c’è niente da 
dimostrare. 

Supposta dunque f di segno variabile, scelto e > 0 ad arbitrio, ricopriamo 
il grafico di f con un numero finito di rettangoli di area complessiva < e; 
ciò è possibile in quanto f è supposta integrabile. Per ricoprire il grafico di 
f* basta sostituire ogni rettangolo (o parte di rettangolo) che si trova nel 
semipiano y < 0 col tratto corrispondente dell’asse x. L'area complessiva del 
ricoprimento così ottenuto del grafico di f* non supera l’area del ricoprimento 
iniziale, dunque non supera e. Il ragionamento per fT è analogo. 


Per la funzione |f| basta ribaltare da sotto all’asse 7 a sopra tale asse i 
rettangoli (o parti di essi) che si trovano nel semipiano y < 0. @ D 


— 


L’integrale di una funzione limitata f : [a, b) — R può essere definito 
anche in un altro modo, che si dimostra essere equivalente a quello fornito 
in precedenza. Detta o una scomposizione di [a, b], scegliamo ad arbitrio 
un punto &x in ciascun intervallo parziale: 

Choi £ E £ Tk. 


Consideriamo poi la somma (detta somma di Riemann) 


n 
DO f(Ee)(cx — 2-1): (9) 
k=1 
da ex < f(£x) < Ex, moltiplicando per (xx — xx-1) e sommando rispetto 
all'indice £ segue che tale somma è compresa tra s(f;0) e S(f:0) co- 
munque si effettui la scelta dei punti &x: 


s(f;0) <Y_ f(&)(2x — cx-1) £ S(f;0). (10) 
k=1 


Indichiamo col simbolo é(0) la massima lunghezza degli intervalli 
della scomposizione o: 


6(0) — max{ex— Tr; ki= 12,1 n}: 


diremo dunque che f è integrabile se esiste finito il limite 


5.5 — L’integrale di Riemann 
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Figura 5.5-12. 

La somma di Riemann fornisce 
la somma algebrica delle aree 
dei rettangoli aventi come base 


Tk — Tk-1 e come altezza f(£x). 


a Th-1 E Tk b 


6(0) +0 


lim O f(&)(2x — ca_1) = L, (11) 
k=1 


e diremo che L è l’integrale di f. 

Si osservi che se é(0) — 0 allora il numero n degli intervalli parziali 
tende necessariamente a +00, mentre il viceversa è vero solo in casi 
particolari, ad esempio se si divide l’intervallo [a, b] in n parti uguali. 

La relazione di limite (11) richiede un chiarimento: infatti la somma 
(9) non è una funzione di é(0), ma dipende dai singoli punti di scompo- 
sizione rx e dai punti &, scelti in ciascun intervallo parziale. 

Il senso della (11) è il seguente: si dice che sussiste la relazione di 
limite (11) se ad ogni e > 0 si può associare un é = é(£) > 0 tale che 
risulti 


n 
L-e<Y f(6)(cx—ck-1)<L+e 
k=1 
per ogni scomposizione o con é(0) < é e comunque si scelgano i numeri 
Ex € [cx-1; Ck] 
Questa definizione di integrale, che si dimostra essere equivalente 
a quella data precedentemente, rende ragione del simbolo adottato per 
l'integrale di f. Poniamo infatti 


At = Tk — Ck-1} 


la somma (9) si scrive 
DO 5(6)Aax. 
RI 


Per é(0) — 0, il numero degli addendi f(£)Axx (ciascuno dei quali 
fornisce l’area del rettangolo di base Ary e altezza f(£) ) tende all’infi- 
nito, mentre ciascun addendo tende a zero. 

L’integrale è dunque “la somma degli infiniti elementi infinitesimi 
f(x)dx”, ciascuno dei quali fornisce l’area “infinitesima” del rettangolo 
di base “infinitesima” dr (contenente x) ed altezza f(x). 

Abbiamo già detto che il simbolo di integrale, proposto da Leibniz, 
era inizialmente una esse allungata, iniziale della parola latina summa 
(cioè somma); nell’introdurre tale simbolo Leibniz faceva riferimento alla 
concezione di Bonaventura Cavalieri (1598-1647), che vedeva il trape- 


zoide di una funzione non negativa f come la “somma di tutte le linee” 
da (7,0) a (x. f(2)). 
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Figura 5.5-13. 


Secondo Cavalieri il trapezoide di una funzione non negativa f : [a,b] — R viene concepito 


come “somma” di tutti i segmenti congiungenti (x,0) con (x,f(x)), per a < x < è (figura a sinistra). Nel 
“metodo di esaustione”, che considereremo nell’esempio 6.1-6, lo stesso insieme viene concepito come limite di 
una successione di trapezi rettangoli inscritti in esso (figura al centro). Nell’integrale di Riemann il trapezoide 
viene “compresso” tra i trapezoidi di due funzioni a scala (figura a destra). 


È chiaro che tutte le espressioni tra virgolette usate poco sopra non 
hanno un significato preciso: esse, tuttavia, possono essere utilmente 
usate in ragionamenti di tipo euristico che, pur non potendosi considerare 
alla stregua di vere e proprie dimostrazioni, conducono spesso a risultati 
corretti. 


Nella classe delle funzioni integrabili sussistono i risultati che abbia- 
mo stabilito nel paragrafo 5.3, vale a dire la linearità: 


b b b 
n) (cifi(a) +c2fo(c)) de =c1 J fi(a) dx + ca f fo(a) de 


e la monotonia: 


b b 
f(x) < g(a). Ve e [a.b] > J f(x) de </f g(x) dx. 


Il teorema della media integrale (| Prop. 5.3-3). che segue dalla pro- 
prietà di monotonia, sussiste inalterato. salvo considerare gli estremi e ed 
E di f su [a,b] in luogo del minimo e del massimo sullo stesso intervallo 
(il minimo e il massimo potrebbero infatti non esistere): 


1 b 
< —— 9 DA 
“al f(e)dr < E 


Al contrario, il Corollario del Teorema della media integrale non vale. 
in quanto esso sfrutta in modo essenziale una proprietà delle funzioni 
continue su un intervallo. 

Il Teorema fondamentale del calcolo (7 Prop. 5.2-3) vale in senso 
locale: se f è integrabile su [a.b]. e F(x) := f f(t) dt. allora si ha 

F'(2)= f(2) 
in tuttii punti x in cui f è continua. Infatti la dimostrazione del teorema 
in questione sfrutta soltanto la continuità nel punto x e non la continuità 


sull’intero intervallo [a, b). Negli eventuali punti in cui f è discontinua. 
la funzione F può essere non derivabile. 
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Figura 5.5-14. 

La funzione f costante a tratti 
mostrata in figura è discontinua 
nel punto x = l: in tale punto 
la funzione F(a) = fs f(t) dt 
non è derivabile: il suo grafico 
presenta un punto angoloso. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


5.5-1. Siano f,g : [0.2] — R. definite da 


._ SJ 1.per x € [0,1] 
tal a E (1,2] 
._ S1.per x € [h.h+1)]. 
ARIE rat 
dove h è un parametro compreso tra 0 e 1. Indi- 
chiamo con I(f)./(g9) l’integrale su [a, b] delle fun- 
zioni f.g. Si ha I(f) = I(g) = 1 comunque si 
scelga h. 
Si dimostri che, scegliendo opportunamente A, si 
può fare in modo che /(fg) assuma un qualunque 
valore compreso tra 0 e 1. 
Conclusione: dagli integrali di f e g non si può 
dedurre l'integrale di fg. 


5.5-2. Calcolare una somma inferiore ed una som- 
ma superiore per gli integrali 


2 3/2 
1 2 
a) f 7 bf. zii 


in modo che la differenza non superi 1/4 nel primo 
caso e 1/10 nel secondo caso. 

[SUGGERIMENTO. Si divida l’intervallo di integra- 
zione in parti uguali e si calcoli il numero mi- 
nimo di parti necessario per scendere al disotto 
dell'errore ammesso.] 


5.5-3* Al termine dell’Appendice 2 (] esempio 
A.2-6) abbiamo dimostrato che la somma delle po- 
tenze p-esime dei numeri interi da 1 a n. per ogni 
intero p > 0. si scrive sotto forma di polinomio 
nella variabile n il cui termine direttivo (= termine 
di grado più elevato) è nP+1/(p+ 1): 


n 


1 
Do kP = 1P+29+...+nP= 
k=1 p+1 


perl. ..; 


nell’ultima formula i puntini stanno ad indicare i 
termini di grado < p. Si sfrutti il risultato ap- 
pena citato per dimostrare, con una tecnica simi- 
le a quella vista negli esempi 5.5-1 e 5.5-2, che 
l'integrale della funzione 7 + @? sull’intervallo 
(0, 1] vale 1/(p+ 1): 


L 1 
i aPde= —T. 
0 ptil 


5.5-4. Generalizzare il risultato del precedente 
problema dimostrando l’uguaglianza 


a p+1l 
Pi cdi = sa ; 
0 P+ 1 


5.5-5* Si dimostri che se f : [a,b] — R è limitata 
su [a,b] e continua su (a,b), allora essa è integra- 
bile. 


(SUGGERIMENTO. Si cominci col ricoprire le estre- 
mità del grafico di f con due rettangoli del tipo 
[a,a + 6] x [e. E]. [b — 6,6] x [e. E]. con 6 > 0 
abbastanza piccolo.) 


per ogni a > 0. 


5.5-6* Su dimostri che se f.g : [a,b] — R sono 
due funzioni coincidenti su [a, b] tranne un numero 
finito di punti xx, kf = 1,2,.... n, se f è integrabile 
anche g è integrabile e le due funzioni hanno lo 
stesso integrale. 
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5.5-7* Sia f:[-r,r] - R,r >O0, una funzione by 


integrabile; si dimostri che se f è pari allora 


i f(xa)da = i f(a)da, 


mentre se f è dispari, allora l’integrale di f è nullo. 


5.5-8* Sia f una funzione strettamente crescente 
sull’intervallo [0, a], e sia f(0)= 0, f(a) = bd. Sia 
g la funzione inversa di f. g := f7*. Da un esame 
della figura 5.5-15 si deduca che 


b 
0 


J id+ f sd = 


(SUGGERIMENTO. Se o è la scomposizione di [0, a] 
operata dai punti xo :=0<%x1<...<Xn=a, si 
consideri la scomposizione o’ di [0, b] operata dai 


x= g9(y) 


punti vi i=.f(cx);kK= 0,1, snyallora s(fio)= 0 
Soli sa 
Si confronti con il problema 5.3-7.] Figura 5.5-15. La somma delle aree dei trapezoidi 


5.5-9. Combinare il risultato del precedente pro- 


di f e g:= f7* è uguale ad ab. 


blema con quello del problema 3 per dimostrare 


che, per ogni intero p > 1, si ha 


p+l 


1 
J Va da = Dr ASA 
a 


5.6 


Il metodo delle sezioni 
parallele 


ALCUNE APPLICAZIONI DEL CALCOLO INTEGRALE 


In questo paragrafo vogliamo mostrare come si possano calcolare certi 
volumi mediante il calcolo integrale. Non daremo vere e proprie di- 
mostrazioni, ma soltanto giustificazioni di carattere intuitivo. 

Cominciamo dal “metodo delle sezioni parallele” (in termini scher- 
zosi: è il metodo per calcolare il volume di un salame, conoscendo l’area 
di tutte le fette ottenute tagliandolo). 


Sia S C _R3 un solido dello spazio tridimensionale e indichiamo con 
x.y.z le coordinate di un punto generico dello spazio. Per ogni fissato 
x reale, sia P(x) il piano perpendicolare all’asse x passante per il punto 
(2,0,0). Consideriamo l’intersezione P(x) N S; supponiamo che essa sia 
vuota per gli 7 che non appartengono ad un certo intervallo [a, b], mentre 
per gli x di tale intervallo è nota l’area dell’intersezione considerata: 


A(x) := (area di P(2)N S), a<x<b. 


Se S è un parallelepipedo disposto come nella figura 5.6-1 (a sinistra), 
allora A(x) è costante, A(x) = A, per ogni x € [a,b]. Dalla geometria 
elementare sappiamo che il volume V di S è dato da A - (b— a). Una 
situazione analoga si verificherebbe se S fosse un cilindro retto con asse 
di simmetria parallelo all'asse x. Se, al contrario, A(x) non è costante 
(v. figura 5.6-1, a destra), possiamo scomporre l’intervallo [a,b] in un 
numero finito di intervalli parziali mediante i punti 


o —@<Di << Si = de 
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Figura 5.6-1. Calcolo del volume di un solido a partire dalle aree delle sue intersezioni con i piani perpendicolari 


ad una fissata direzione. 


Figura 5.6-2. 

Il prodotto A(xx)- (cx — cx-1) 
è un’approssimazione del 
volume di quella parte di S che 
è compresa tra i piani P(xx-1) 
e P(xx). 


Il prodotto A(xx) - (xx — ©x-1) fornisce un valore approssimato del 
volume di quella parte di S che è compresa tra i piani P(xx-1) e P(xx), 
dunque la somma 


DO Ace) (ca -ck-1) (1) 


k=1 
fornisce un valore approssimato del volume V di S. 


È naturale supporre che l’approssimazione sia tanto migliore quanto 
più gli intervalli rx — rk-1 sono piccoli. Tenendo conto del fatto che la 
somma (1) è una somma di Riemann relativa alla funzione x + A(x) 
sull’intervallo [a, db], siamo indotti a ritenere che sia 


V := (volume di S) = / A(x) da. (2) 


La formula (2) ci presenta V come somma degli infiniti infinitesimi 
A(x) dx, ciascuno dei quali rappresenta il volume della fetta infinitesima 
di S compresa tra P(x) e P(r+dx). Le espressioni in corsivo non hanno 
un senso preciso, ma, come abbiamo già detto nel paragrafo precedente, 
servono per ricordare la formula (2). Esse ci forniscono un altro esempio 
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Figura 5.6-3. 

Nel triangolo rettangolo in 
figura il cateto r sta al cateto h 
come r(x) sta ad x. 


|p Esempio 5.6-1. 
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del linguaggio impreciso. ma spesso efficace. usato dai pionieri del calcolo 
infinitesimale. 


Sia S un cono circolare retto di altezza h e raggio di base r. Fissiamo 
il vertice nell'origine degli assi e il centro della base nel punto (A, 0,0). 
La sezione P(x) N S, per 0 < x < À, è un cerchio di raggio r(z). 
Considerazioni elementari sulla similitudine dei triangoli (7 fig. 5.6-3) 
mostrano che 
ris) r E 
ani Sa ra) = 7% 
dunque 
2 e ca 
A(x)=7rr(x) =. 
La formula (2) fornisce dunque per il volume V del cono 
h lè 22 2 h 
È _ Tn STA SOSIARO, 
v=f A@de= / TT de=m33|5|, ali iu h. 
A parole: 


Il volume del cono è uguale ad un terzo del prodotto dell’area di base 
per l'altezza. 


ZZ/NY 
A 


Figura 5.6-4. Intersezione di due cilindri circolari retti aventi come assi due degli assi coordinati. 
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|p Esempio 5.6-2. Vogliamo calcolare il volume del solido che si ottiene intersecando due 

cilindri circolari retti, che abbiano lo stesso raggio r e gli assi perpendi- 
colari. 

Scegliamo un sistema di riferimento avente tali assi come assi coor- 
dinati x e y. Come mostrano le figure 5.6-4 e 5.6-5, converrà tagliare il 
solido ottenuto utilizzando piani paralleli al piano xy, ottenendo come 
sezioni dei quadrati la cui area è funzione di z: z + A(z),.r<z<r. 

Uno sguardo alla figura 5.6-5 (a destra) ci convince che il lato del 
quadrato intersezione vale 2Vr2 — 22, quindi A(2) = 4(r? — 22). 


gl ZI1N 7 
LEA? Cas a 
LF \\ NÈ 
sue A 
7 
—! 
Figura 5.6-5. Tagliando il solido mostrato nella precedente figura (a destra) con un piano parallelo agli assi 


dei cilindri intersecati si ottiene un quadrato. 


Il volume del solido che ci interessa vale dunque 
Pr P il 
v=4f (72 — 2°) dz -3/ (r° — 2°) dz= Li 
pe 0 3 @® 0 


Solidi di rotazione Generalizziamo il risultato relativo al volume del cono circolare retto. 
Sia f : [a,b] + Runa funzione continua e non negativa: f(x) > 0: imma- 
giniamo che il grafico di f sia tracciato nel piano (x,y), immerso nello 
spazio tridimensionale (x,y. z). Sia S il solido ottenuto facendo ruotare 
il trapezoide di f attorno all'asse x. Allora 


b 
V := (volume di S) = nf [f(x)]? de. (3) 


La (3) segue subito dalla (2) se si osserva che P(x) N S è un cerchio 
di raggio f(x). dunque A(x) = 7[f(x)]?. 

A riprova della correttezza della (3), calcoliamo nuovamente il volume 
del cono circolare retto. Esso può essere generato facendo ruotare attorno 
all'asse x il trapezoide della funzione 


fi) = 2%, 0<x< h; 


dunque 


i 2 pio da 
v=rf [f(2)] d:=7 f 73° de = rr h. 
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Figura 5.6-6. 

Facendo ruotare attorno 
all’asse x il trapezoide di una 
funzione non negativa f, si 
ottiene un solido di rotazione 
le cui sezioni con i piani 
perpendicolari all’asse 7 sono 
cerchi di raggio f(x). 


Figura 5.6-7. 

Grafici delle funzioni i cui 
trapezoidi generano, mediante 
rotazione attorno all’asse x. il 
cono circolare retto (a sinistra) 
e la sfera (a destra). 


|p Esempio 5.6-3. 


|p Esempio 5.6-4. 


Figura 5.6-8. 
Facendo ruotare il ramo di 
iperbole di equazione 


y=b/1+ r2/a? 
attorno all’asse x si ottiene un 
iperboloide di rotazione. 


In figura: a=b=1,r=1.5. 
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Applichiamo la formula (3) al calcolo del volume della sfera di centro 
l'origine dello spazio e raggio r > 0. Questa volta si ha 


five =, rsa 
dunque 
di Sr 2 4 
Var Mii i Mi ie 


Questo risultato era già noto ad Archimede nel terzo secolo a.C. 


L'equazione 


y? x? 


ba? 
rappresenta un’iperbole avente come asintoti le rette di equazione y = 
= +(b/a)x. 


=1 
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Figura 5.6-9. 

Immagine dell’iperboloide di 
rotazione ottenuto a partire 
dal ramo di iperbole della 
precedente figura 


|p Esempio 5.6-5. 


Facendo ruotare tale iperbole di un angolo piatto attorno all’asse x 
(oppure facendo ruotare di un angolo giro il ramo dell’iperbole contenuta 
nel semipiano y > 0) si ottiene un iperboloide di rotazione. 


Vogliamo calcolare il volume racchiuso da tale iperboloide tra i piani 
di equazione 7 = —r e x = r, r > 0. Dobbiamo dunque applicare la 
formula (3) alla funzione 


f(x) =bf1+ 5: 


si ottiene, tenendo conto del fatto che la funzione f è pari (T problema 
5.4-5), 


vanf e(1+E)eza (+) 


Sor 3 
— int =.= PIL 
= 2rb [+ 34 lo 2rb ( + 33) 


[MATURITÀ SCIENTIFICA 1987] “In un sistema di assi cartesiani ortogo- 
nali Oxy si consideri la funzione: 
2-% 
x 


ya 


e se ne disegni il grafico. Considerato l’arco AB della curva, A essendo 
il punto di flesso e B quello a tangente parallela all’asse delle ordinate, 
si determini il volume del solido ottenuto dalla rotazione della regione 
finita di piano compresa tra l’arco AB, la retta OA e l’asse delle ascisse, 
di un intero giro attorno all’asse medesimo”. 


La funzione assegnata è stata studiata in dettaglio nell'esempio A_5-6 
(contenuto nell’appendice 5, al termine del capitolo precedente); sappia- 
mo che il punto di flesso è A = (3/2. v3/3) il punto in cui la tangente 
è parallela all’asse delle ordinate è B = (2,0). Chiamiamo 7 il piede 
della perpendicolare condotta dal punto A all’asse delle ascisse; sarà 
H=.:(3/2,0). 

Il solido di cui si chiede il volume è l’unione del cono circolare retto 
generato dalla rotazione del triangolo QAH e del solido generato dalla 
rotazione del triangolo mistilineo ABH. Il volume del cono è 
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Figura 5.6-10. 
Grafico della funzione 


cu /(2- x)/x, 0 


per 0<x <2. 


ss n 
Quanto al volume del solido generato dalla rotazione del triangolo 
mistilineo ABH, basta applicare la formula (3) alla funzione assegnata, 
relativamente all’intervallo [3/2, 2]. Si trova 


2 2 2 
Di 
nf 2 de=2r / nf de = 
3/2 © 3/2 € 3/2 


Figura 5.6-11. 

Immagine del solido di 
rotazione ottenuto facendo 
ruotare il triangolo mistilineo 
OAB della precedente figura 


T 16 7 L6: 1 
= — ] — — — = — — |] XU. i 
V ani 5 (nz 3 0.76 © D 
Il metodo delle sezioni Passiamo ora ad illustrare il “metodo delle sezioni cilindriche”, par- 


cilindriche tendo ancora da considerazioni di geometria elementare. Da un cilindro 
circolare retto di altezza A e raggio di base ò si toglie un cilindro coassiale 
di altezza f e raggio di base a < b. Il volume del “tubo” che rimane è 
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Figura 5.6-12. 

Il volume di un tubo cilindrico 
di raggio esterno b, raggio 
interno a < b ed altezza h è 
T(b+a)(b — a)h. 


tbh— ma?h = (6° — a?)h = t7(b+a)(b— a)h. 


Supponiamo ora che la differenza d := b—a sia molto piccola, cioè a e 
b siano vicini tra loro. Il tubo di cui stiamo parlando è un tubo a parete 
sottile. La quantità b + a è all’incirca 20 e quindi il risultato precedente 
non è molto diverso da 


2rb-h-d. (4) 


Ora 27b è la lunghezza della circonferenza di base, quindi 27bh è 
l’area della superficie laterale del cilindro avente raggio di base bd e altezza 
h. Il volume del tubo cilindrico a parete sottile è dunque pressappoco 
uguale al prodotto dell’area laterale 27bh per lo spessore d. 


Sia f : [a,b] + R.0 <a, una funzione continua e non negativa, 
f(x) > 0 per ogni x, e sia S il solido ottenuto facendo ruotare il trape- 
zoide di f, che possiamo pensare contenuto nel piano coordinato (x. 2). 
attorno all’asse 2. Per essere precisi. posto 


dove r è la distanza di un generico punto (x,y. z) dall'asse 2, si ha 
S:={(x,9,2) e R°; a<r<b,0<2< f(r)}. 
Se f è costante, S è un cilindro se a = 0 e un tubo cilindrico se a > 0; 
in ogni caso il volume V di S si calcola con il metodo appena visto. Se 


invece f non è costante, possiamo operare una scomposizione di [a, b], 
diciamo quella relativa ai punti 


do @< i) < 9 <a È Cp dj 


e considerare, per ogni & = 0,1...., n, la superficie cilindrica C(xx) 


avente come asse di simmetria l’asse 2 e come raggio di base xy. 
Ciascuna di queste superfici si ottiene semplicemente considerando 
la circonferenza del piano (x,y) di centro l’origine e raggio rx: da ogni 
punto di questa circonferenza si manda la retta parallela all’asse 2. 
Il volume della parte di S compresa tra C(rx-1) e C(xx) è pressap- 
poco uguale al prodotto 


2rexf(ck)(ck — ch-1): (4’) 
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Figura 5.6-13. A destra: rappresentazione del solido S ottenuto facendo ruotare attorno all’asse 2 il trapezoide 
della funzione rappresentata a sinistra. 


Figura 5.6-14. 

Il volume della parte di 

S compresa tra C(xx-1) 

e C(xx) è pressappoco 

uguale al prodotto 
Trkf(cx)(ck — ck-1): 

quest’ultimo rappresenta il 

volume del solido ottenuto 

facendo ruotare attorno 

all’asse 2 il rettangolo 

[cx=1; cx] Xx (0, f(cx)] 

(v. figura a destra). 


|p Esempio 5.6-6. 


confrontando con la formula (4) si vede che f(xx) è al posto di A e 
tk — Xk-1 al posto di d. L’errore sarà tanto più piccolo quanto più 
piccolo è lo spessore xx — xx-1. Un valore approssimato per V è dunque 


27) axf(24) (2% = pai), 
b=1 


ma l’ultima somma scritta è una somma di Riemann relativa alla fun- 
zione r + xf(x) sull’intervallo [a, b). Tutto ciò induce a supporre che 
sia 


V = (volume di S) = 27 Li cf(2)dw: (5) 


La formula scritta è corretta: essa ci presenta V come “somma degli 
infiniti infinitesimi” 2rxf(x)dx, ciascuno dei quali è il prodotto dell’area 
laterale della superficie cilindrica avente raggio di base x e altezza f(x) 
per lo “spessore infinitesimo” dr. 


Consideriamo il cosiddetto toro; si tratta del solido generato da un cer- 
chio che ruota attorno ad una retta contenuta nel suo piano, che non 
interseca il cerchio stesso. Possiamo collocare il nostro cerchio nel piano 
(x, 2), col centro nel punto (R,0) e con raggio r < A. 


Con le convenzioni fatte, l'equazione della circonferenza che delimita 
il cerchio si scrive 


(cx - BR} 42° =r?: 
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| 
0 | x 
Figura 5.6-15. Il toro è il solido generato dalla rotazione di un cerchio attorno ad una retta contenuta nel 


suo piano e disgiunta dal cerchio stesso. 


possiamo evidentemente limitarci a calcolare il volume del solido gene- 
rato dalla rotazione del semicerchio superiore, cioè dal trapezoide della 
funzione 


z= f(a):= vr? -(e- RR), R-r<cx<R+r. 


Il volume del toro sarà dunque il doppio di quello fornito dalla for- 
mula (5) applicata a tale funzione, cioè sarà 


R+r 


V=4r xVr?— (a — R)? da. (6) 


R-r 
Operando il cambiamento di variabile x - R=:t «> r=R+t, 
l’integrale precedente diventa 


fe chi chi 
(R+t)vr2 —t? dt = R ve-Bd+ | tvr2-—t2 dt. 
-r =r =r 
L’ultimo integrale scritto è nullo, in quanto la funzione integranda 


è dispari (] problema 5.4-5): quanto al primo, esso coincide con quello 
calcolato nell’esempio 5.4-3 (area del cerchio) e pertanto si ha 


RI] vr?-t#d=R LI r2. 


Sostituendo nella (6) si ottiene 
V=2rR-nr°. 
A parole: il volume del toro è uguale alla lunghezza della circon- 


ferenza descritta dal centro del cerchio moltiplicata per l’area di quest’ul- 
timo. © D 


Il teorema di Guldino Il risultato ottenuto per il volume del toro è un caso particolare del 
cosiddetto teorema di Guldino (dal nome latinizzato dello svizzero Paul 
Guldin, 1577-1643): 


Se una figura piana viene fatta ruotare attorno ad una retta con- 
tenuta nel suo piano, e disgiunta da essa, il volume del solido gene- 


rato è uguale al prodotto dell’area della figura per la lunghezza della 
circonferenza descritta dal suo baricentro. 


|b Esempio 5.6-7. Sia 2 = f(x) := exp(-x?),0< x < r. Sia V(r) il volume del solido 
ottenuto facendo ruotare il trapezoide di f attorno all'asse z. Dunque 
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V(r)= 2rf rexp(—x°) de = mal (-2x)exp(-x?) dr = 
0 0 


= —alexp(-22)] = a(1- exp(-r9)). 


ZIN 


TW 


Figura 5.6-16. Grafico della funzione 2 = ge, perr= /r°+y? < 2. 


Lunghezza di una curva 


Facendo ora tendere r all’infinito otteniamo 
a TE Ra GEN) = 
Via lim V(r)= Lim (1 exp(-r°)) = 7. 


Si osservi che la superficie ottenuta facendo ruotare il grafico della 
funzione 2 = exp(—x?) attorno all’asse 2 è semplicemente il grafico della 
funzione di due variabili 


z=@(x,y) = exp(-x° — y°), xc,y,€e R. 


Infatti il punto (x,y.2z) appartiene a tale superficie se e solo se 2 = 
= f(r). dove r, come in precedenza, rappresenta la distanza di (x,y) 
dall'origine. 

Conclusione: il volume dell'insieme illimitato compreso tra il piano 
x,y ed il grafico della funzione (x.y) + exp(—x? — y?) vale 7. © D 


Sia f : [a.b] — Runa funzione continua con derivata prima continua: 
ci proponiamo di trovare un'espressione per la lunghezza della curva C 
che ne fornisce il grafico in coordinate cartesiane. Decomponiamo, nel 
modo solito. l’intervallo di base mediante un numero finito di punti 


To = A< di <.< oe Da = di 


un’approssimazione della lunghezza del tratto di C compreso tra i punti 
di ascissa rx-1 e xx si ottiene considerando il tratto corrispondente sulla 
tangente alla stessa C in un punto di ascissa compresa tra xx-1 e Tk. 
Ad esempio, se si prende la tangente nel punto di ascissa xx-1, avremo 
una retta di coefficiente angolare f'(xx-1): posto. per brevità, 

At = Tr Dea 
la corrispondente variazione dell’ordinata sulla tangente sarà 

LÀ 
Aux = f(cx-1)Acx 


e dunque la lunghezza del tratto di tangente in questione sarà 
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Figura 5.6-17. 

La lunghezza del tratto di 
tangente al grafico di f 

nel punto di ascissa rx-1, 
corrispondente ad un 
incremento dell’ascissa della 
quantità Ax, è dato da 


Azxy/1+[f(@x)P. 


Da Esempio 5.6-8. 


|p Esempio 5.6-9. 


f 


VA)? + (Aya)? = V(Azx)? + (f (2x1) Ac) = 
= Axp\/1+ (f(c#-1)). 


Sommando rispetto all'indice k. si ottiene il seguente valore approssi- 
mato per la lunghezza di C 


YO V1+ (#"(cn-1)) (ae — cea). 
k=1 


Abbiamo ottenuto una somma di Riemann relativa all’integrale 


[rota 


per cui siamo indotti a ritenere che sia 


b 
(lunghezza del grafico di f) = ; V1+ (f(x)? dx. (7) 


Sia data la funzione (cfr. problemi 4.7-16, 4.7-17) 
een 
2 


Vogliamo calcolare la lunghezza del grafico di f corrispondente all’in- 
tervallo [0,r]. In base alla (7), tale lunghezza è data da 


i Vi+sinbizde= / cosh a de = [sinh x]; = sinhr. 
Jo 0 


Abbiamo tenuto conto dell’identità cosh? x — sinh” x = 1 (7 problema 
4.7-17) e del fatto che cosh x > 0. L’uguaglianza tra i due integrali scritti 
ammette la seguente interpretazione geometrica: la lunghezza del grafico 
della funzione x + cosh x, relativo all'intervallo [0, r]. è uguale all’area 
del trapezoide della stessa funzione. Il risultato sussiste inalterato anche 
se sì sostituisce l’intervallo [0, r] con un qualsivoglia intervallo [a, b). 


f(x) := coshe = 


Vogliamo calcolare la lunghezza dell’arco di parabola di equazione y = 
= 12/2, relativo all'intervallo 0 < x < 1. La formula (7) fornisce per tale 
lunghezza 


1 
L= f V1l+a2da. 
0 


Poniamo x := sinht, e indichiamo con a il numero (esistente e unico 
data la continuità e la monotonia della funzione seno iperbolico) tale che 
sinha = 1. Allora 


bei VI + sinh?1 coshtdt= / cosh? # dt. 
0 0 
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Figura 5.6-18. | 
L’area sottesa da un tratto 
del grafico della funzione 

Tt + coshx è uguale alla -1 0 1 
lunghezza dello stesso tratto di 
curva. 


Mediante un’integrazione per parti, si trova una primitiva della fun- 
zione t + cosh? t del tipo 


t + sinht cosht 
fe —__ °_° - : 


2 
dunque 
È a+ sinha cosha 
2 
Ma sinha = 1, cosha = V1+ sinh? a = V2, dunque 
1 
L=5(a+ v2). 


Resta da valutare a. L'equazione che definisce a si scrive 


—grrbe #ai el —2e"-1=0 
dove l’ultimo passaggio è stato ottenuto moltiplicando ambo i membri 
per la quantità positiva e*. L'ultima uguaglianza è un'equazione di se- 
condo grado nell’incognita e®, avente come radice positiva 


e=1+v2 & a=1n(1+v2). 
In definitiva 


* i 
L= >4%-<ln(14x98)j 8 1147. 
vo 2 ( ) 


|p Esempio 5.6-10. Il calcolo della lunghezza dell’arco di sinusoide di equazione y = sine 
per x € [0, 7] conduce all’integrale 


i V1+ cos? x dx. 
0 


La funzione r + V1+ cos? x non è integrabile elementarmente, nel 
senso che abbiamo spiegato nel paragrafo 5.2 a proposito della Tabella 1. 
Ciò non significa che l’integrale scritto non possa essere valutato. Con i 
metodi che introdurremo nel prossimo paragrafo si trova 


NI V1+ cos? 7 dr = 3.82. © D 
(0) 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


5.6-1. Calcolare il volume del cono con il metodo 
delle sezioni cilindriche. A questo scopo si può 
ruotare attorno all’asse y il trapezoide della fun- 
zione 


h 
pnecuth Vea St 


5.6-2. Determinare il volume del solido ottenuto 
facendo ruotare il trapezoide della funzione y = 
e”, 0 < x < 1, attorno all’asse x; calcolo analogo 
facendolo ruotare attorno all’asse y. 


5.6-3. Esercizio analogo al precedente, con y = 
=1/a,U<a<az db. 


5.6-4. Esercizio analogo ai due precedenti: questa 
volta ruota l'insieme compreso tra i grafici di y = 
=xyNe ya, 0<2<1 


5.6-5. L’equazione dell’ellisse (riferita agli assi) è 


Calcolare il volume dell’ellissoide di rotazione, cioè 
del solido generato dalla rotazione del trapezoide 
della funzione 


yi=bV1-x2/a, -a<x <a. 


Figura 5-6.19. Superficie generata dalla rotazione 
di un quarto di ellisse. 


5.6-6* La funzione y = arcsinh x (arcoseno iper- 
bolico di x), è, per definizione, l’inversa della fun- 
zione x = sinhy, vale a dire y è l’unica soluzione 
dell’equazione 

e — 4 

2 

Ripetendo il ragionamento dell'esempio 5.6-9, ve- 
rificare che l'equazione scritta ha l’unica soluzione 


=I. 


y=Iln(cr+ve?+1), 
cioè 


arcsinhe = In(r+Ver?+1). 


5.7 INTEGRAZIONE NUMERICA 


Abbiamo già osservato che la conoscenza di una primitiva della fun- 
zione f : [a,b] — KR consente il calcolo immediato dell’integrale di f 
sull’intervallo considerato. Abbiamo anche osservato che non è sempre 
facile, o addirittura possibile, esprimere una primitiva di f componendo 
funzioni elementari, anche se f è esprimibile mediante tali funzioni. Ad 
esempio tale impossibilità è dimostrata relativamente alla funzione 


f(x)= "audi 


Si può allora ricorrere al calcolo approssimato degli integrali. L’idea 
di base è quella di approssimare f su [a, b] mediante una funzione g di cui 
si sa calcolare l'integrale mediante una primitiva, ed assumere l’integrale 
di g come valore approssimato dell’integrale di f. 


La scelta più semplice consiste nell’utilizzare come g un polinomio di 
grado < n che interpoli f in n +1 punti di [a,b]. In altri termini, scelti 
I punti tp,k=:0,1,....;7ì, Cn 


do ai dio È > ib; 
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Figura 5.7-1. 

L’integrale di p; è l’area del 
trapezio rettangolo avente 
come altezza x; — r;-1 e come 
basi fi e fa 

Esso può essere considerato 
anche come l’area del 
rettangolo di base x; — x;-1 e 
altezza [fi-1+ fi]/2 . 
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si sceglie come funzione g la funzione polinomiale pn, di grado non su- 
periore a n, tale che 


balsa) = fl), Dperbk=0,1,...,%, 


e sì pone 


[5 da = fm) dx + Rn, 


dove R, è l'errore commesso nella sostituzione dell’integrale di f con 
l'integrale di g. 

Noi abbiamo già esaminato il problema della costruzione del poli- 
nomio pn, che sappiamo esistere ed essere unico, nel paragrafo 2.2. 


Per ottenere formule semplici è opportuno scegliere polinomi di grado 
basso (noi ci limiteremo ai casi n = 1, n = 2, cioè approssimeremo 
il grafico di f mediante segmenti ed archi di parabola): è chiaro però 
che non si otterranno buoni risultati se l'ampiezza bd — a dell’intervallo 
d'integrazione non è abbastanza piccola. Poiché tale ampiezza non è 
modificabile, ma è un dato del problema, si preferisce scrivere l’integrale 
di f come somma di integrali, ciascuno relativo ad un sottointervallo 


[ci-1.r:] di [a, db), dove 
Une <in <0< 0 Ba E 


cioè scrivere 


b N pai 
J {@)de=Y f {(@)da 


e valutare in modo approssimato ciascuno degli integrali a secondo mem- 
bro sostituendo f con un polinomio interpolatore di grado basso. 
Naturalmente ci sarà un polinomio interpolatore per ciascuno dei 
diversi intervalli [x;-1, x;] considerati. 
Cominciamo dai polinomi di primo grado, per cui n = 1. Il polinomio 
pi che interpola f negli estremi dell'intervallo [r;-1, 7;] è quello rappre- 
sentato dalla secante passante per i punti (sa Fer), (1, f(c.)). 


L’integrale di pi su [r;-1, 7;] vale 


i pi(x) da = first (zi —Ci1); 


el 


dove abbiamo posto per brevità 


f-i= f(ci1) fie=f(c1): 
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m_ Laboratorio 5.7.1 


Figura 5.7-2. 

La formula dei trapezi 
approssima il trapezoide di 

f mediante l’unione dei 
trapezi generati dalla spezzata 
congiungente i punti (Cf) 
per è.= 0, 1,2,--..N. 


Proposizione 5.7-1. D 


Supponiamo di avere diviso [a,b] in N parti uguali, cioè di avere 
posto 


Allora 


J i pie) dr = feat fin, 


e sommando rispetto all’indice è da 1 a N si ottiene il seguente valore 
approssimato per l’integrale di f su [a,b]: 


T(fi:h) = 3 (fo +21 +22 ++ 2fn1 + fu). (1) 


Si tratta della cosiddetta formula dei trapezi: in sostanza abbiamo 
sostituito al grafico di f la spezzata congiungente i punti (x;, fi) per 
= LZ N. 


Dobbiamo ora valutare l’errore 
Ti 
Riii= | (@)-p(0)]de 
Ti-1 


dove l’indice 1 sta a ricordare che stiamo utilizzando dei polinomi di 
primo grado, mentre il secondo indice è corrisponde al fatto che stiamo 
approssimando l’integrale di f sull’intervallo [x;-1, xi]. 

Per fare ciò dobbiamo fare un passo indietro, e dare un risultato 
relativo all'errore che si commette quando si sostituisce una funzione f 
derivabile un numero sufficiente di volte mediante un polinomio interpo- 
latore pn di grado < n. 


Sia f : I — KR una funzione n + 1 volte derivabile con continuità sul- 
l’intervallo /, e siano x0, 1,...2n, n +1 punti distinti di /. Detto py il 
polinomio di grado < n che interpola f nei punti indicati, per ogni x € I 
esiste un punto € € I tale che 


DITO) 
f(x) — pn(e) = w(2) Te 
avendo posto w(x) := (x — xo)(r — r1)...(r- x.) =II{o(er-;). Il 
punto £ è interno al più piccolo sottointervallo di I che contiene tanto x 
quanto i punti x;. 


Non daremo i dettagli della dimostrazione della proposizione enun- 
ciata; tale dimostrazione si può ottenere applicando ripetutamente il 
teorema di Rolle alla fumzione 
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Figura 5.7-3. 
Grafico del polinomio cubico 
w(a) = (x — 7/4)(x — 7/2). 


© 88-08-1148 
ti f(t) — pn(t) - kw(t), 
dove s'intende che il punto x è fissato mentre t è variabile, e la costante & 
(costante rispetto a t, ma dipendente dalla scelta di 7) viene determinata 
in modo che la funzione considerata si annulli per t = x. 

Si osservi che, per n = 0, la proposizione enunciata si riduce al 
teorema del valor medio di Lagrange. Si tenga presente che w(r) è un 
polinomio di grado n + 1 che si annulla nei punti ro, 71,.... Cn. 

Evidentemente non è restrittivo supporre che sia ro < T1 < ... < Tn: 
Se To < X < n, allora anche xo < £ < €n. In tal caso l’utilizzo di pn(x) 
come valore approssimato di f(x) costituisce una vera e propria interpo- 
lazione dei punti (x;. f(;)): se invece x è esterno all'intervallo [x0, tn] 
si parla di estrapolazione; come abbiamo già osservato nel paragrafo 2.2, 
questo secondo caso va trattato con molta cautela. 

Mettiamo in guardia il lettore dal credere ingenuamente che aumen- 
tando il numero n dei punti d’interpolazione aumenti la bontà dell’ap- 
prossimazione di f ad opera di pn: al contrario, a meno che i punti x; 
non siano scelti in modo opportuno (non necessariamente equispaziati), 
il comportamento di p, può discostarsi sempre più da quello di f al 
crescere di n. 

Un'utilizzazione della proposizione 5.7-1 è mostrata dal seguente 


Sia f(x) := sinx, 0 < x < 7/2. Dividiamo l’intervallo considerato 
in due parti uguali, cioè scegliamo xo := 0, x1 := 7/4, x2 := 7/2, e 
consideriamo p2(x) al posto di f(x). L’errore commesso sostituendo f 
con p2 è dato, in virtù della proposizione applicata con n = 2, da 
1 1, 
sinx — pa(c)|= =|w(r) cos] <= max |w()|. 
[sine — pa(w)] = 7 ke(e) cosg] < 7 max, lo(a)] 
Non è difficile valutare il massimo del valore assoluto di w(x) = 
= a(x — 7/4)(x — 7/2) sull’intervallo [0, 7/2]: esso vale 
3 
3 
n° <0.2; 
288 
dunque l’errore in questione non supera 1/30 = 0.0333..... 

Se si esamina il grafico di w si riconosce che il suo valore assoluto 
cresce rapidamente quando x si allontana dagli estremi dell’intervallo 
{0,7/2]: altrettanto può dirsi dell’errore che si commette sostituendo 
sinx con po(x). © D 


Torniamo al problema di valutare l’errore relativo alla formula dei 
trapezi. Per valutare l’errore 


Rii= fl - pad 
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La formula 
di Cavalieri-Simpson 


possiamo utilizzare la proposizione precedente. L’integrando si scrive, in 
virtù della proposizione citata 
L"(&) L"(K&) 
f@) = p(@) = (0) TE a (0-2) n) E 
dove € (dipendente da x) è un punto opportuno con x;-1 < & < %i. 
Tutto ciò è vero a condizione che f sia una funzione due volte derivabile 
con continuità. Avremo dunque 


Ri. = n i (È = Ci-1)(£ = ci)f"(£) da. 


Per valutare l’integrale scritto possiamo utilizzare il teorema della 
media integrale nella sua forma generalizzata (î problema 5.3-6), in 
quanto la funzione w(x)/2 = (x — x;-1)(x — x;)/2, che funge da “peso”, 
ha segno costante (negativo) sull’intervallo d’integrazione. Si ha dunque 

Ri. 
ma S Ti - 
(1/2) fc (@-xi1)(e- 2) de 


Ti 


< Ma, 


dove ma e M> sono il minimo e il massimo di f” nell’intervallo d’integra- 
zione. In virtù della Proposizione 3.8-3, ogni valore compreso tra il 
minimo e il massimo della funzione continua x + f"”(x) è un valore 
assunto dalla funzione stessa, quindi esiste un punto, diciamo £!, tale che 
f"(£) coincide con il rapporto scritto. L’integrale di w(x)/2 si calcola 
facilmente (| problema 5.7-1): esso vale —h3/12, e dunque 


3 
Bua= DIE). @ 


Si osservi che se f è convessa (f” > 0) la formula dei trapezi fornisce 
una stima per eccesso dell’integrale, mentre accade il contrario se f è 
concava (7 figura 5.7-2). 

Se indichiamo con C3 > 0 una quantità che maggiora il valore asso- 
luto di f”: 


|f"(x)| < Ca, per x € [a,b], 


allora 
C3,3 
|Ra.l < ml i 
e, sommando rispetto all’indice i, si ha finalmente 
È Ca C2 
i f(a)de — T(f;h)l< =©Nh8 = =%(b—- a)h?, (3) 
i; 12 12 


dove l’ultima uguaglianza segue dal fatto che Nh = b— a. 

Come si vede, per & + 0 l'errore relativo alla formula dei trapezi 
tende a 0 come Ah? e si dice che la formula in esame fornisce un metodo 
del secondo ordine (per h + 0) per l’approssimazione dell’integrale di f. 

Passiamo ora all’interpolazione mediante polinomi di secondo grado, 
dunque al caso n = 2. È conveniente suddividere l’intervallo [a, b] in un 
numero pari, sia 2/V, di intervalli di ugual ampiezza, cioè porre 

b—-a 
2N 
Coi=@ tie +h=W +4 la = LIa42N > L2N. 


hi= 


Risulta dunque r2y = bd. Su ognuno degli N intervalli [x2;-2, 22;] 
possiamo sostituire f con il polinomio pa che interpola f stessa nei tre 
punti x2;-2, T2i-1, Tai. 

Esaminiamo, ad esempio, il primo intervallo [xo. 2]; utilizzando la 
formula d’interpolazione di Lagrange (7 Prop. 2.2-6) si trova facilmente 
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Figura 5.7-4. 

La formula d’integrazione di 
Cavalieri-Simpson approssima 
l'integrale di f con una media 
pesata dei valori che la 
stessa funzione assume nei 
punti di una scomposizione 
dell’intervallo d'integrazione 
in un numero pari di 
sottointervalli. 
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pa (e) = palfole = 21)(£ — 22) — 2fi (1 — ro)(e — 22)+ 
+fa(£ — ro)(r — 21): 


per l'integrale di pa si trova allora (| problema 5.7-2) 


ZI REATETTESO) 


0 
Se il calcolo precedente viene ripetuto su tutti gli intervalli [x2;-2, t2;] 
e si fa la somma dei risultati per è da 1 a N, si ottiene il seguente valore 
approssimato per l'integrale di f su [a. bl: 


S(f;h):= 3 (FotAfi+2f244f9+. ..+2fon-2+4fan-1+fan).(4) 


Si tratta della cosiddetta formula di Cavalieri-Simpson, dai nomi di 
Bonaventura Cavalieri, che già abbiamo citato in questo stesso capitolo, 
e dell'inglese Thomas Simpson (1710-1761). 


i; 


| To Ti T2 XT3 Ta T5 Te T7 Tg 
La valutazione dell’errore 5; nella formula 
T2i h 
J f(x)da = 3 (fai-2 +4fci-1+ foi) + Ra. (5) 
T2i-2 


non può essere eseguita con la stessa tecnica che abbiamo usato nel caso 
n = 1, in quanto adesso la funzione 


w(x) = (€ — r2:-2)(1 — ca;-1)(c - cai) 
non ha segno costante sull’intervallo d'integrazione (1 fig. 5.7-3). 


Con un'analisi accurata si può dimostrare che, se f è quattro volte 
derivabile con continuità sull’intervallo d’integrazione, si ha 
h> 


Ro. = un; D' f(é), (6) 


dove £; è un punto opportuno interno all’intervallo [r2;-2, t2;]. 

Se si confronta la (6) con l’espressione (2) ottenuta in precedenza, il 
risultato ottenuto è piuttosto sorprendente: dato che il grado dei poli- 
nomi interpolatori è passato da 1 a 2, ci si aspetterebbe un incremento 
di un’unità tanto nell’esponente di = quanto nell’ordine della derivata 
che compare a secondo membro. Tra l’altro. il risultato ottenuto implica 
che la formula di Cavalieri-Simpson è esatta non soltanto se f è un poli- 
nomio di secondo grado (come è ovvio perché in tal caso si ha f = pa). 
ma anche se f è un polinomio di terzo grado, perché in tal caso si ha 
(D*f)(x) = 0 per ogni x. Peraltro questo risultato può essere verificato 
direttamente (| problema 5.7-3). 
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Se f è un polinomio di terzo grado e p2 è il polinomio di secondo grado che 
interpola f in tre punti equispaziati, siano 7 — h, TeT+hconh>0, allora 
la differenza f — p2 è un polinomio di terzo grado che si annulla nei tre punti 
indicati. 

Tale polinomio differenza si scriverà dunque (] formula (22), par. 2.5) 


f(x) - p2(2)=a(r-(T-h)(r-T)(r-(7+h)). 


dove a, che è il termine direttivo, ha un valore opportuno. 


zi 


Pai 4 


o. 
a 
1 
Î 3 3 


-1l 


po 
/ 


1i 
1l 


i | 


Figura 5.7-5. A sinistra viene mostrato un polinomio cubico ed il polinomio quadratico che lo interpola nei 
punti x = 1, x =2,x=3:a destra viene mostrato il polinomio (cubico) che è la differenza tra i due precedenti. 
L’integrale di tale differenza sull’intervallo [1,3] è nullo. 


Se si introduce la variabile #t = x — 7 (geometricamente: si traslano 
gli assi in modo da portare la nuova origine nel punto di ascissa 7), il 
polinomio ottenuto si scrive 


a(t+h)t(t — h) = at(t° — h?); 
si tratta di un polinomio dispari, il cui grafico è simmetrico rispetto 
all’origine, in cui esso presenta un punto di flesso. Ciò significa che il 
grafico del polinomio f — pa è simmetrico rispetto al punto x = 7, in cui 
esso presenta un punto di flesso. 
L’integrale di f — po sull’intervallo [®7 — h.T + A] è nullo, dunque su 
tale intervallo f e po hanno il medesimo integrale. 
| 


La formula del 
punto medio 


Se nella formula (5) si somma rispetto all’indice è da 1 a N e si tien 
conto della (6), si trova 


C4 


b ; 
f sar st:h) <= Nh°= = (b— a)h* (7) 


900° © 180 


dove C4 è una quantità che maggiora il valore assoluto della derivata 
quarta di f. 


|D' f(x)| < Ca, Va € [a,b]. 


Nell'ultimo passaggio si è tenuto conto del fatto che si ha 2Nh = b—a. 
Dunque la formula di Cavalieri-Simpson fornisce un metodo del quarto 
ordine (per h + 0) per l’approssimazione dell’integrale di f. 

Tanto T(f:h) quanto S(f:A) sostituiscono all’integrale di f una com- 
binazione lineare di valori della stessa f in certi punti dell'intervallo 
d’integrazione, dove ciascun valore è “pesato” opportunamente. Possia- 
mo anche pensare di utilizzare una somma di Riemann (] formula (9). 
par. 5.5), cioè un’espressione del tipo 
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vi Laboratorio 5.7-3 


Figura 5.7-6. 

La quantità hf(z;) è 

uguale all’integrale su 
[ri-1,;] del polinomio 

pi(x) = f(zi) + f(2i)(1— zi), 
rappresentato dalla tangente 
al grafico di f nel punto 


(2/2). 


© 88-08-1148 
N 
DO f(2)(2i — 21). 
= 


Il modo più semplice di procedere consiste nello scomporre [a, b] in 
N parti uguali, esattamente come per il metodo dei trapezi, e scegliere 
poi come 2; il punto medio di ogni sottointervallo: z; := (xj-1 + z;)/2. 

Ciò conduce alla formula del punto medio, che assume come valore 
approssimato dell’integrale di f su [a,b] la somma 


M(f;h):= nh) S(%), (8) 


dove z; := ro +h/2+(i—1)h, i=1,2,...,N. 

Ciascun addendo può essere considerato tanto come l’area del rettan- 
golo di base A e altezza f(z;), quanto come l’area del trapezio rettangolo 
avente come lato obliquo un qualunque segmento (non parallelo all’asse 
delle ordinate) passante per il punto (z;, f(z;)). In particolare possia- 
mo considerare il segmento appartenente alla retta tangente al grafico 
della funzione f nel punto (z;, f(z;)). In definitiva abbiamo sostituito 
ad f, su ciascuno degli intervalli [x;-1.;]. il polinomio p1(x), di grado 
< 1, avente come grafico la tangente al grafico di f nel punto (zi, f(zi)). 
Per questa ragione la (8) viene chiamata anche formula delle tangenti, 
mentre la formula dei trapezi viene anche chiamata formula delle secanti. 

Nel capitolo 7 (| Prop. 7.3-2) troveremo un modo per esprimere 
l'errore che si commette nella sostituzione di f con il polinomio pi: tro- 
veremo che si ha 

2 
f(2) = pe) + ETA pre), 
dove É è un punto opportuno, interno all’intervallo di estremi z; e ©. 
Integrando l'uguaglianza precedente si trova 
Ti 


f s@ae=tie)+3 f @-ai 


i-1 


Se f è derivabile due volte con continuità, l’ultimo integrale si può 
valutare con il teorema della media integrale (7 Prop. 5.3-3), esattamente 
come abbiamo fatto per la formula dei trapezi. Per l'integrale della 
funzione x + (x — 2;)?, evidentemente di segno > 0, si trova il valore 
h3/12 (1 problema 5.7-4), dunque 


T 


i h3 n 
f(c) de = hf(4)+ 371"); (9) 


Ti-1 


dove, al solito, É&; è un punto opportuno interno all’intervallo [x;-1, xi]. 
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Come si vede, se f è convessa (f” > 0) la formula del punto medio 
fornisce stime per difetto dell’integrale di f, mentre se f è concava essa 
fornisce stime per eccesso, esattamente al contrario di quanto accade per 
la regola dei trapezi. 


La formula dei trapezi e quella del punto medio possono dunque 
essere combinate tra loro, per avere tanto stime per difetto quanto 
stime per eccesso dell’integrale di f. Infine sommando nella formula 
(9) rispetto all’indice i da 1 a N, si ottiene 


b 
|f f(x) de — M(f:h)|< Ca vp? = Ca (5 a)h? (10) 


dove C5 è una costante che maggiora il valore assoluto di f”, |f"(x)| < 
< C2, Va € [a,b]. Al pari della formula dei trapezi, la formula del punto 
medio fornisce dunque un metodo del secondo ordine (per & + 0) per 
l’approssimazione dell’integrale di f. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


5.7-1. Con riferimento alla formula dei trapezi, si 
verifichi che 
Ti h3 
J lai, 
A 6 


i-1l 
essendo h = x; — Xj-1. 
(SUGGERIMENTO. Si effettui il cambiamento di 
variabile t := (cr — ci_1)/h > c=%;-1+th,] 
5.7-2. Con riferimento alla formula d’integra- 
zione di Cavalieri-Simpson, si verifichi che se 


Xoi-1 = C2i-2+h, x2;=%2;-2+2h, 


allora 
T2i 
J (e — x2;-1)(c — c2;) de = 
T2i-2 
c2i 2h3 
[li (e — r2;-2)(£r — eai1)de = pi 
T2i-2 
mentre 
T2i 4h3 
; (x — x2;-2)(r — c2;) dr = aa 
T2i-2 


5.7-3. Vogliamo verificare che la formula di Cava- 
lieri-Simpson fornisce un valore esatto per l’inte- 
grale di f anche se quest’ultima è un polinomio di 
terzo grado. Si tenga presente che la formula in 
questione, al pari di quella dei trapezi e del punto 
medio, è lineare rispetto alla funzione integranda, 
nel senso che 


S(cifi + cofo;h)=c1S(fi:h) +coS(fo;h), 


per ogni coppia di funzioni fi, fo e per ogni cop- 
pia di costanti c1, co. Poiché un polinomio cubico 
si scrive nella forma a3r3 + p2(7), dove pa è di 


grado < 2, si tratta di dimostrare che la formula 
in esame è esatta per la funzione x + x3; in defini- 
tiva si tratta di verificare l’uguaglianza 


fatato) = st 
TOTI 


quale che sia l’intervallo [a, dl. 


b-a 
a) 


5.7-4. Con riferimento alla formula del punto 
medio, si verifichi che 


Ti h3 
J (er - zi) der=—, 
PO 12 


dove z; è il punto medio dell’intervallo [x;-1, xi]. 


5.7-5. Per le funzioni definite sull’intervallo [0, 2] 
vogliamo trovare una formula d’integrazione ap- 
prossimata del tipo 


2 
J f(x) da = wof(0) + w1f(1) + wsf(2). 


dove si cerca di determinare i “pesi” wo, w1, wo in 
modo che la formula sia esatta per le funzioni poli- 
nomiali di grado < 2. Imponendo tale condizione 
per le funzioni 1, x e x, si ottenga il sistema 
Wo+Wwi + wo = 2 

wi + 2Wwo = 2 

wi + 4w9 = 8/3, 
da cui wo = w2 = 1/3, wi = 4/3. Confrontare il 
risultato con la formula di Cavalieri-Simpson. 
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5.8 


Integrale su un 
intervallo illimitato 


Esempio 5.8-1. 


Esempio 5.8-2. 


Esempio 5.8-3. 


Esempio 5.8-4. 
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INTEGRALI GENERALIZZATI 


Per definire l’integrale della funzione f sull’intervallo [a, b] abbiamo sup- 
posto che essa sia limitata sullo stesso intervallo. In molti casi è neces- 
sario cercare di definire l'integrale di f anche se essa non è limitata sul 
proprio dominio, oppure se f è limitata ma il dominio su cui vogliamo 
integrarla è un insieme illimitato. 

Cominciamo dal caso in cui f è definita su un intervallo illimitato, ed 
è integrabile su ogni sottointervallo limitato del precedente. Ad esempio, 
sia f : [a. +00) — Red esista, per ogni ò > a, l'integrale 


b 
I(b) = f(x) de. 


Se I(b) ha limite finito per db + +cc, diremo che f è integrabile in 
senso generalizzato su [a, +00) e porremo 


+00 
J f(x) da:= sim I(b). 


Si dice anche che l’integrale generalizzato (0 improprio) appena con- 
siderato è convergente. 

Si osservi che se f. come accade in molti casi di interesse pratico, è 
non negativa, cioè f(x) > 0 per ogni x, la funzione b+ I(b) è crescente, 
vale a dire 

(br < bo) > (I(b)<I(b2)). 


in quanto 
ba 
I(bo)- I(b1) = f(a)da > 0. 


bi 
In tal caso il limite di /I(b) per db + +00 esiste certamente, finito o 
infinito. 


Sia f(x) =c #0 per x € [a.+0c): con i simboli usati poco sopra si ha 
I(b) = c(b— a). Dunque f non è integrabile in senso generalizzato su 
[a. +00), in quanto il limp__+-0 c(b — a) è +00 se c > 0, —00 se c < 0. 


Sia f(xr)=e7%,x>0;si ha 
b 
I(b) = i. e*dsr=s1-e, 
0 


Poiché limp__ix e? = 0, f è integrabile su [0. +00) e il suo integrale 
vale 1. 


Sia f(x) = 1/(1+ x). a > 0. Poiché f ammette la primitiva F(r) = 
= arctan 2, si ha 


b 
1 
I(b) Sr arctan 


che tende a 7/2 per d + +00. 


Si osservi che l’integrale di f sull’intervallo [0, 1] vale 7/4; dunque la 
retta di equazione x = 1 divide il trapezoide di f relativo all’intervallo 
[0, +00) in due parti di uguale area. 

La parte del trapezoide in questione che giace a destra della retta 
x = lè un insieme illimitato: la sua area va intesa come limite dell’area 
relativa all’intervallo [1, 6] per d + +00. 


Sia f(xr)=x75,x>1,s>O0. Siha 
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Figura 5.8-1. 
Grafico della funzione 
f(x) = 1/(1+x?) per x > 0. 


Integrale di una 
funzione illimitata 


Figura 5.8-2. 
Grafico della funzione 
f(a)=1/Va per 0<x<1. 


7-1 
b 3 ———, , ses#1 
16 = f dad Ta 
D 
È Inb, ses= 1. 
I(b) diverge se s < 1 e converge al valore 1/(s—1) se s > 1. Soltanto 
in quest’ultimo caso f è integrabile in senso generalizzato sull’intervallo 


[1, +00). © D 


Gli integrali fin qui considerati vengono chiamati di prima specie; 
possiamo considerare integrali generalizzati di seconda specie, vale a dire 
quelli relativi al caso in cui f è definita in un intervallo limitato ma 
non chiuso, ad esempio (a, b], ed è illimitata in ogni intorno dell’estremo 
in cui non è definita (nel caso in esame in ogni intorno di a). Se f è 
integrabile su ogni intervallo [a,b] con a < a' < db, si pone 


[5 di= dio / f(a)da 


a patto che il limite appena scritto esista finito. 
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|D Esempio 5.8-5. 


Proposizione 5.8-1. D 


Un teorema 
di confronto 


Proposizione 5.8-2. D 


Dimostrazione S 


Uguaglianza asintotica 


Definizione 5.8-1. D 
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Sia f(x) =x75,0<x<1,s>0. Abbiamo, per a > 0, 
Ti: = al=5 
1 —_—__, ql 
F) 1 a ma se s # 
a x° 
— Ina, ses= 1; 


per a — 0 l'integrale diverge se s > 1 e converge al valore 1/(1— s) se 
s < 1. Soltanto in quest’ultimo caso f è integrabile in senso generalizzato 
su (0,1). 

Ad esempio, se s = 1/2 si ha (T fig. 5.8-2) 


3 
1 
—=dr=2. © D 
LE 


Presentiamo ora alcuni risultati che, per brevità, formuliamo nel caso 
di integrali di prima specie, con l’intesa che essi sussistono anche per 
quelli di seconda specie: i relativi enunciati vengono lasciati a titolo di 
esercizio. 


Se f,9 : [a.+0) — R sono funzioni continue e integrabili in senso 
generalizzato, tale è anche ogni loro combinazione lineare ci f + c29. 


Il risultato è immediata conseguenza delle definizioni e dei teoremi 
sui limiti (7 Prop. 3.5-1). 

Il risultato seguente, e il relativo corollario, sono utili nel caso in cui 
non interessi tanto calcolare un integrale generalizzato, quanto piuttosto 
stabilire se esso è convergente o meno. 


Se f,g : [a, +00) — R sono funzioni continue e non negative, ed esiste 
una costante positiva c tale che f(x) < cg(x) per ogni x, allora se g è 
integrabile in senso generalizzato, tale è anche f; se f non è integrabile 
in senso generalizzato, nemmeno g lo è. 


Se g è integrabile in senso generalizzato, allora la funzione 
b 
b- | fear. 


che è crescente, è limitata superiormente dal numero c fee 9(x) dx, cosicché 
(T Prop. 3.6-4) essa ammette limite finito per db + +00. Ma ciò significa che 
esiste finito l’integrale di f sull’intervallo [a, +00). 

Di qui discende che se f non è integrabile in senso generalizzato, neppure 
glo è. © D 


Si osservi che per stabilire la convergenza o la divergenza dell’inte- 
grale generalizzato basta che una disuguaglianza del tipo f(x) < cg(2) 
sussista per x abbastanza grande, diciamo per x > é. Infatti l’integrale 
sull’intervallo [a, é] esiste finito per ipotesi, e quindi l’integrale su [a, +00) 
esiste finito oppure infinito secondo che tale è l’integrale sull’intervallo 
[6 +00). 

In particolare, se f e g sono due funzioni positive che “si comportano 
allo stesso modo” per x + +00, allora gli integrali di f e 9g o sono 
entrambi convergenti oppure sono entrambi divergenti. 

Al riguardo conviene introdurre un simbolo opportuno. 


Siano f,g : [a, +00) — R due funzioni, con g(x) # 0; se 


fa) _ 
leo | 


scriveremo 
f(x) = g(x), x + +00 


e diremo che f e g sono asintoticamente uguali per x + +00. 
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Corollario. 


|p 


|p 


Dimostrazione 


Esempio 5.8-6. 


Esempio 5.8-7. 


A questo punto possiamo dimostrare il 


Se f,g : [a, +00) + R sono continue, positive e risulta f(x) — g(x) per 
x —+ +oc, allora gli integrali Pigna f(x)da, de g(x) dx sono entrambi 
convergenti oppure entrambi divergenti. 


Infatti, se limz-.+c0 f(x)/9(x) = 1, sarà, ad esempio, 
1-1/2< f(x)/g(x)<1+1/2 


e quindi g(x) < 2f(x) e f(x) < (3/2)g(x) almeno per tutti gli x abbastanza 
grandi: da queste disuguaglianze è immediato dedurre il risultato, applicando 
ripetutamente la Proposizione 5.8-2. @ D 


Si può osservare che se limz_.+-0 f(x)/g(x) = L # 1, il risultato 
sussiste ancora se L > 0, potendosi confrontare l’integrale di f su [a, +00) 
con l’analogo integrale di Lg; se infine L = 0 si applica direttamente la 
Proposizione 5.8-2. 


Nell'esempio 2 abbiamo visto che per e" da = 1. Vogliamo generaliz- 
zare tale risultato e dimostrare la convergenza dell’integrale 


+00 
la = J e x" da 
0 


per ogni numero naturale n. 


Con i simboli appena introdotti si scrive Jo = 1. L’integrale In è 
convergente: posto infatti f(x) := e7"xr", g(x) := 1/22, si ha 


No—T n+2 
ne ; È 
— gl bios =0 


18 (1 ie 
T-++00 1/x? Tt-+00 er 


e la funzione x + 1/2? è integrabile in senso generalizzato sull’intervallo 
[1,+00) per quanto si è visto nell’esempio 4. 
Poiché l’integrale sull’intervallo [0,+00) si spezza nell’integrale su 
(0, 1] più l’integrale su [1, +00), la convergenza di I, è dimostrata. 
Peraltro è facile anche calcolare esplicitamente I. Infatti da 


b b 
J ex" de = [-e"x"]} + nf e x"! da 
0 0 
per db + +00 si deduce 


In= nIn-1; 


dove abbiamo tenuto conto del fatto che e-?b” tende a 0 per d — +00. 


Poiché Io = 1, si trae successivamente /} = 1, L=2-1=2,/I53= 
= 92= 6a = DL 


Dei due integrali 


#9 14 a 1 
—— dx, ——- da, 

J 1+a2 Loi VI+24 
il primo è divergente mentre il secondo è convergente, come conseguenza 
del fatto che 

l+x 1 

1+r2. 0° 
e rispettivamente 

1 1 
VIP 2? 


sempre in virtù di quanto abbiamo dimostrato nell’esempio 4. 


« —* SO, 


In modo analogo, utilizzando l’esempio 5, è facile riconoscere che dei 
due integrali di seconda specie 
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1/2 1 2 1 
——- da, J ——-= da, 
o Va(1-2) o t(3- va) 
il primo è convergente, il secondo è divergente, perché si ha, rispettiva- 
mente, 


1 1 1 1 
0: n , cr_-0. © D 


ved=a ve 0° t163-Vv590 3a 


Vogliamo ora calcolare un integrale generalizzato che è notevole so- 
prattutto per le applicazioni al Calcolo delle Probabilità e alla Statistica: 
si tratta dell’integrale della funzione f(x) = e -* sull’intervallo [0, +00). 


Prima di affrontare l’esempio seguente è bene che il lettore rilegga 
attentamente l’esempio 5.6-7. 


|p Esempio 5.8-8. Vogliamo calcolare l’integrale generalizzato 


+00 > 
J e * da; 
0 


poiché l’integrale 


b 2 
I(b) "i e® da 
0 


non è calcolabile elementarmente, ricorriamo al seguente artificio. Con- 
sideriamo la funzione di due variabili 2 = @(x,y) := e -Y° e poniamoci 
l'obbiettivo di calcolare il volume W(b) del solido compreso tra il piano 
x,y e il grafico cartesiano di tale funzione, in corrispondenza dei punti 
(x,y) appartenenti al quadrato 


Q(0) = {(2,y) € R?; Je| <b. ly <b}. 


_9997//] Ò 
ZZZ 


0 SETS 7 
I SEZ 
-1 ì ZZZ 


Figura 5.8-3. Grafico della funzione 2 = ey? per |x| < 2, |y| < 2. 


In altri termini 
W (6) = (volume di {(x,y,2) € R?: |e| <b, |y|< bd. 
2 2 
be se DL 


Ora, W (b) può essere calcolato con il “metodo delle sezioni parallele” 
visto nel paragrafo precedente: 
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b 
W(b) = J A(x) de, 


-b 
dove A(x), a sua volta, è dato da 


b b b 
sa=f taz eye [ya 


-b b -b 
=2e-" I(b). 
Abbiamo sfruttato le proprietà della funzione esponenziale, la parità 
della funzione y + e” (] problema 5.4-5) ed il fatto che il valore di 


un integrale (nel nostro caso /(b)) non dipende dalla lettera usata per 
indicare la variabile di integrazione. 


Dunque 


Wo) = i ° A@)dr =21(5) J °° da = A[I0)P. 


-b -b 
Nell'esempio 5.6-7 abbiamo calcolato il volume del solido di rotazione 
compreso tra il piano x, y e il grafico cartesiano della funzione @(x,y) = 
= e7T°-4° relativo ai punti (x,y) appartenenti al cerchio di centro l’ori- 
gine e raggio bi abbiamo indicato con V(b) tale volume ed abbiamo 
trovato 
V(6) = 7[1 — exp(—-b°)]. 


Per r = b il cerchio di centro l’origine e raggio d è contenuto nel 
quadrato Q(b); se poniamo r = bv2 otteniamo un cerchio contenente lo 
stesso quadrato. Dunque 


V(b) < W(b) < W(bv2), 
cioè 
[1 — exp(-b2)] < AlZ(0)]? < [1 — exp(-22)]. 

Passando al limite per db + +o0c, il primo e il terzo termine della 
doppia disuguaglianza ottenuta convergono a 7, quindi lo stesso accade 
per 4[I(b)]?. 

Se ne conclude che 


+00 
J Fare im Met. 
0 b-+00 2 


Ovviamente, per la parità della funzione integranda, si ha 


+00 A 
i e? de = vr. © D 
— 00 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 
5.8-1. Si studi la convergenza degli integrali gene- J t° 14+sins +00 J ch Ina dae 
ralizzati: 1 l+ax Calh ga 
+00 +00 
e e Lv ga = 2, een di 
Vx(1+ 22) 1 VI+a? i «ee 


1 cost 3 1 
dx; ———- dx: 
J vr si [a là 


/ Page dx; J Ì da 
0 x-1 i 0 Va(2- x) 


Nell'ultimo esempio, si calcoli l'integrale mediante 
la sostituzione t = V/7/(2— x), cioò r=.... 


5.8-2. Si studi la convergenza degli integrali gene- 
ralizzati: 


(SUGGERIMENTO. Nel secondo integrale si tenga 
conto del fatto che In x/v7 tende a 0 per x + +00 
e quindi il rapporto (In x)/x? = ... . Nel terzo 
integrale, conviene moltiplicare e dividere la fun- 
zione integranda per 2 + vr; nel quarto integrale 
è facile calcolare una primitiva della funzione in- 
tegranda. |] 


Appendice 6 


FRATTE 


INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI RAZIONALI 


I risultati del paragrafo 5.2 dimostrano che la conoscenza di una primitiva 
della funzione continua f risolve il problema del calcolo dell’integrale di 
f su un qualunque intervallo contenuto nell’insieme di definizione della 
stessa funzione. Noi sappiamo che la funzione polinomiale 


firbao+a:r+a2r+... 


ammette la primitiva 


% 
Firm aorta3+.. -+an—— 


+ ana” 


2 pr - 


n+l' 


il problema dell’integrazione delle funzioni polinomiali (dette anche fun- 
zioni razionali intere) è così completamente risolto. 


Vogliamo accennare al problema dell’integrazione delle funzioni razio- 
nali fratte, cioè le funzioni esprimibili come rapporti tra funzioni polino- 


miali: 


fase a 


dove p e q sono funzioni polinomiali a coefficienti reali; la funzione f 
è definita su R_ privato degli (eventuali) zeri reali della funzione q a 


denominatore. 


Premesso che una trattazione completa del problema dell’integra- 
zione delle funzioni razionali fratte supera il livello di questo libro, voglia- 
mo mostrare come il problema sia risolubile almeno nei casi più semplici. 
Per fare questo abbiamo bisogno di alcuni risultati esposti nel paragrafo 


22: 


Sia dunque f una funzione razionale fratta 


f(e) = 


P(x) _ 
g(2) 


Und” Pagg +4 


— bn£ + bm101+...+ do 
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Il caso degli zeri semplici 


dove supponiamo che sia an # 0, bm # 0. Se il grado n del polinomio 
a numeratore è > del grado m del polinomio a denominatore, possiamo 
dividere p per qg (7 Prop. 2.2-1), cioè calcolare un polinomio quoziente s 
, di grado n — m, ed un resto di grado < m, tali che 


p(x) = s(x)g(x) +r(2), 


quindi 
- p(e) _ re) 
TA = Ta) TT) 
Conclusione: 


Ogni funzione razionale fratta, se già non è propria (cioè ha a numera- 
tore un polinomio di grado inferiore a quello del denominatore) si può 


scrivere come somma di una funzione polinomiale più una funzione 
razionale fratta propria. 


Poiché una primitiva della somma di due funzioni si ottiene som- 
mando due primitive, e poiché sappiamo come trovare una primitiva del 
polinomio s, ci siamo ricondotti al problema di trovare una primitiva di 


una funzione razionale fratta propria. 

Ci limiteremo a considerare il caso in cui gli zeri del polinomio a 
denominatore sono tutti semplici. Supponiamo dapprima che tali zeri 
siano tutti reali e semplici, diciamo 21, 2...., Um: qammetterà allora 


una fattorizzazione del tipo (7 formula (22), paragrafo 2.5) 
q(x) = bm(cr — c1)(c — c2)...(r- tm), 
dove si suppone che i numeri x1, 2, ..., Tm Siano tutti distinti. 


Si può dimostrare la possibilità di esprimere p/q sotto forma di 
somma di fratti semplici, cioè come 


A A Az 
q(a) x-x1 x-x2 T- Tm 


(1) 


dove i coefficienti A1, A9,..., Am sono univocamente determinati. 


Tali coefficienti possono essere calcolati scrivendo il secondo mem- 
bro sotto forma di frazione con denominatore q, ed uguagliando a p il 
numeratore ottenuto, come mostreremo tra un istante su un esempio. 
Alternativamente, si può moltiplicare primo e secondo membro della (1) 
per (x — xx), k= 1,2,...,m, e fare il limite per x —> xx: 

p(2) (2) 


lim (cr - e) E = Ar. 
ilo 


Ammessa la validità della (1), poiché la funzione 


1 


CH 5 
L_- Lk 


ammette la primitiva x + In|c — xx| su un qualunque intervallo che 
non contenga rx, per la funzione p/q si trova la primitiva 
F(x):= Axln|e — 21]+ Aoln|e — 22|+...+ Amln]e- cm] (8) 


su un qualunque intervallo della retta reale che non contenga alcuno degli 
zeri di g. In forma equivalente possiamo scrivere 


pa) 
[a e= 


= A1lnje— x;]+ Aolnje — co] +...+ Amlnje- mt 
+ cost. 


(3') 
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Si voglia trovare una primitiva della funzione 
3x—1 
fr) = 2x2 —- x-1 


Si tratta di una funzione razionale fratta propria, con zeri 1 e —1/2 
per il polinomio a denominatore. Cerchiamo dunque una decomposizione 
del tipo (1), cioè, scrivendo A e B in luogo di A; e Ao, 

mecbr — # a DI 
2x2 -x-1 x-1 x+1/2° 
esprimendo il secondo membro sotto forma di frazione con denomina- 
tore (x — 1)(x + 1/2) e poi moltiplicando e dividendo per 2 (coefficiente 
direttivo del polinomio a denominatore), si ottiene 
de-1 _A(5+1/2)+B(e-1) 2(A+B)e+A4-2B 
2x2-x-10 (e-10)(e+1/2) 2x2 -x-1 i 

Se vogliamo che l’uguaglianza scritta sussista, è necessario (e suf- 
ficiente) che siano uguali i numeratori delle due diverse espressioni ot- 
tenute per la funzione f, cioè 


3xr - 1=2(A+B)x +A-2B. 
In virtù del principio di identità dei polinomi (] Prop. 2.2-5) l’ugua- 
glianza appena scritta si traduce nel sistema 
2A+2B=3 
A-2B=-1, 


ottenuto uguagliando a primo e a secondo membro i coefficienti dei ter- 
mini simili. Il sistema scritto ammette le soluzioni A = 2/3, B = 5/6. 
In definitiva 


Î@)=3 


si ha dunque 


alto 
6r+1/2° 


x-1 


J i dx Ztafe 11+î in[e+3|+ ost 
———_ dx = + - - Ing +2|+ cost. 
2x2 — x-1 3 6 2 


Vogliamo trovare una primitiva della funzione 


2 
tele = 


La funzione a denominatore ammette gli zeri 1 e 2. Tuttavia il grado 
del numeratore è uguale a quello del denominatore; è dunque necessario 
procedere alla divisione di x? per x? — 3x + 2; poiché 


x°=1-(2°-3c+2)+3r-2, 
quello che sappiamo dal paragrafo 2.2 ci assicura che il quoziente è 1 e 
il resto è 3rx — 2. Dunque 
3x — 2 
f(a)=1+ Pa 
Per la funzione razionale fratta propria che abbiamo appena scritto 
cerchiamo una decomposizione in fratti semplici del tipo 
3x — 2 A B 
Panel al ot 
Questa volta preferiamo applicare la (2); poiché il denominatore si 
fattorizza come (x — 1)(x — 2), abbiamo 


3 3x — 2 Do 
seg peg a 
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) dx — 2 Li: _ 
PE ardea 1 
Dunque 
dr — 2 1 4 


re + d 
a? -—3r+2 xax-1 x-2 
In definitiva, per la funzione assegnata f si trova 


2 
Saf dentale -1|+ 4ln]e -2]+ cost. © D 


Supponiamo ora che il polinomio q a denominatore, di grado m > 2, 
ammetta anche zeri complessi, ma sempre semplici. Come abbiamo visto 
nel paragrafo 2.5, se un polinomio a coefficienti reali ammette uno zero 
complesso, esso ammette necessariamente anche il suo coniugato. Siano 
dunque 1, 72....,r gli (eventuali) zeri reali di g, e 


Zia Zia Dr ld aes gi 


le coppie di zeri complessi coniugati. Per q si avrà dunque la fattoriz- 


zazione 
g(a) = (4) 
= bm(£-x1)...(e- cr) -z:)(r -Zz)...(c- 20)(e-Z3)= 
=bm(x-x1)...(r-xr)(r+a1rx+01)...(r° +asr +6), 
dove ciascuno degli s trinomi x°+a1r+1.....r°+asr+4; ha coefficienti 


reali e discriminante < 0. 
Si può dimostrare la possibilità di fattorizzare f nella forma 


A Ar 
f(x) = ICUDIRE ROE de 
q(a) x-x; d- Tr 
Bix+C1 Bit G 


— TW. rr 

L+a3x + r+ast+9; 
dove i coefficienti A1..... Ax Bisesa BaCircsss Cs si possono deter- 
minare con la stessa tecnica che abbiamo visto nel caso precedente, in 
cui tutti gli zeri del denominatore sono reali. 


Per ciascuno dei rapporti Ax/(x — xx), & = 1,2,...,r, conosciamo 
già una primitiva. Resta da determinare una primitiva per una funzione 
del tipo 

Be + C 


(5) 


dHW —___,. 
ra? +ax +3 
dove il polinomio a denominatore, privo di zeri reali, è sempre > 0. 
Noi conosciamo due casi particolari di funzioni del tipo indicato, 
di cui sappiamo determinare una primitiva. Il primo caso si presenta 
quando il polinomio a numeratore è la derivata di quello a denominatore: 
2x+a 
a+ax+8° 
che ammette la primitiva 


tw nr +ar+0), re R. (6) 


xr_ 


Ora, per la funzione (5) si può sempre scrivere 
Bxr+C B  2x+a C — Ba/2 
a+orx+93 2x2+axr+83 x+ax+6 
Il primo addendo a secondo membro ammette la primitiva 


B 
T7 In]e? + ar + bl. 
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mentre mostreremo tra un istante che il secondo addendo, a meno della 
costante moltiplicativa C' — Ba/2, si scrive 
1 
races: 
x +ax + 


e dunque può essere ricondotto ad una funzione del tipo x + 1/(x? +1), 
di cui è nota la primitiva x — arctan x. 


Infatti il polinomio a denominatore x? + ax + 8, essendo un prodotto 
del tipo 


(a - 2)(e - z), 
dove 2 = É + în è uno zero del polinomio q , si può scrivere 


e+ar+8=(x-2)(r-2)=(e-&-in(e-E&+im)= 
= e-9+P=rf+ (=). 


Ora la funzione 
1 1 


2+ar+8 n [1+ (28) ] 


TL 


ammette la primitiva 


x E 


1 
x — arctan (7) 
n 
come subito si verifica in base alla regola per la derivazione delle funzioni 
composte. 
|p Esempio A.6.3. Vogliamo determinare una primitiva della funzione 
n.1 
Ie) = tati 
Il trinomio x? + x + 1 ammette gli zeri complessi coniugati 
= bp %Zo=%, = 133 
i, — 9 9° pig 9 9° 


dunque, nella formula (7) si ha £ = —1/2, n= v3/2. 

Possiamo scrivere 

— _ el _1 252 _l2op1-3 

fe= eri — 2x2+r+1 2r2+x+10 
1 2x+1 3 I 
2x2+rx+1 2r2+x+1° 

La prima delle due funzioni a ultimo membro ha a numeratore la 
derivata del denominatore, dunque essa ammette la primitiva 


il i] 
Fia) 5 In|e2+x+1|= 5 In(e2 +2+1). 


Quanto all'ultima funzione, possiamo applicare la formula (7) ed 
ottenere la primitiva 


2 1 
= —v3 arctan (53 (ce + 5)] 
vV3 2 
In conclusione: 
xcr_-1 1 2 - 2 1 
SEGe = g ne +x+1)- V3arctan ga (e+ 3)|+ 


+ cost. 
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|p Esempio A.6.4. Vogliamo determinare una primitiva della funzione 
1 
fal= De ++): 
Il denominatore ha gli zeri reali e semplici 0 e 1 e gli zeri complessi co- 
niugati dell’esempio precedente. Cerchiamo dunque una decomposizione 
del tipo 


1 PA Ai 4 Ao + Br+C 
x(r+1)(r2+r+1) x x+1 x+x+1 
Scrivendo il secondo membro sotto forma di frazione ed uguagliando 
i numeratori delle due diverse espressioni ottenute per la funzione f, 
siamo condotti all’uguaglianza tra polinomi nella variabile x 


1=(A1+A2+B)x3+(241+A2+B+C)x°+(2A41+A2+C)x+A1, 
da cui, uguagliando i coefficienti delle potenze simili, si ottiene il sistema 
A+ A9+B =0 
2A41+ Ap+B+C=0 
2A,1+A2 +C=0 
Ai h 
che fornisce Aj = 1, Ag = —-1, B=0,C=-1. Dunque 
1 I DI 1 
x(c+1)(e2+r+1) x cr+1 a2+r+1 
Tenendo presente il risultato dell’esempio precedente, si ottiene 


1 
da=1]l —l 1 
lena militi ci 


2 2 1 
— —r arctan La (e + 5)] + cost., 
v3 v3\ 2 
risultato valido su un qualunque intervallo della retta reale che non con- 
tenga i punti 0 e —1. © D 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


A.6-1. Verificare che la funzione A.6-4. Con la tecnica vista nell’esempio 5.4-4, 
calcolare gli integrali 
TU +32 sli 
ammette la primitiva F(x) := 1 arctan® . Ò Rigi 1 : 5 i 1 n 
A.6-2. Si calcoli una primitiva delle funzioni ra- O SE o 2+sinx 
zionali fratte 
a) f(x) := SR r40,£# +2; A.6-5. Calcolare l’integrale 
a(a2 — 4) 
1 RI 
b) f = 4 21. —— dx 
@el= rex: *7 J e +1 
A.6-3. Calcol li integrali ti: 
i ùi we ica da psi i [SUGGERIMENTO. Ricondursi all’integrale di una 
) x da ) J + ie funzione razionale fratta mediante la sostituzione 
o +10 1410" e = 


9 J hi n° dm / x + Là Determinare poi una primitiva della funzione a + 
102-3r+2 Ewa j 1/(e +1). 
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COSTRUZIONE DELLA FUNZIONE LOGARITMO 
MEDIANTE L’INTEGRALE 


Nel Capitolo 2 abbiamo definito la funzione logaritmo naturale x + 
Inx, r > 0, come l’inversa della funzione esponenziale x + e”, r € R. 
Naturalmente si sarebbe potuto procedere al contrario, definendo prima 
la funzione logaritmo e successivamente l’esponenziale come inversa del 
logaritmo. 

Vogliamo mostrare come si possa costruire una funzione logaritmica 
utilizzando il Teorema fondamentale del calcolo integrale. Dalla pro- 
prietà fondamentale della funzione logaritmica, cioè 


Inxy=lnx+Iny, x,y>0 


combinata con la definizione del numero e, abbiamo dedotto che la 
derivata della funzione stessa vale 1/x (7 esempio 4.1-4). 

Definiamo la funzione f(x) come la primitiva di 1/r che si annulla 
per x.= l: 


f(e) = fia 20 


Questa funzione è, per costruzione, derivabile con derivata 1/r, dunque 
a più forte ragione continua (7 Prop. 4.1-1). Avendo derivata positiva, 
essa è crescente ed avendo derivata seconda negativa (uguale a —1/x?) 
essa è concava. 


Verifichiamo che f trasforma i prodotti in somme: 


f@)=f@+f > fia=fia+ fia 


In virtù dell’additività dell’integrale rispetto all’intervallo d’integra- 
zione (f Prop. 5.2-2) abbiamo 


mi at! 1 
J — dt = J sd+ |: — dt; 
1 t 1 t T 


in definitiva si tratta di dimostrare che 


Y1 CY 1 
fia- Pe lai 
1 t % 


A questo proposito operiamo la sostituzione t = xs, dove x è fissato. 
Allora 


cy Yy 
Li 1 a fia6=] = ds 
1 


che è quanto volevamo dimostrare, salvo il fatto che la variabile d’integra- 
zione si chiama s anziché t. La (*) è così provata. 

Dunque f è una funzione logaritmica. Per verificare che si tratta 
proprio del logaritmo naturale, cioè per verificare che f(x) = In x, basta 
dimostrare che 


s=f jar 


Poiché f è continua e il numero e si può ottenere come limite della 
successione an = (1+ 1/n)” (] esempio 3.7-2), basta dimostrare che 
lima f(aa)= 1 

D'altra parte, dalla legge fondamentale (*), ponendo y = 2 si trova 
f(x?) =2f(x) e, procedendo per induzione rispetto a n, f(x”) =nf(x) 
per ogni n > 0. 
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Dunque 
f(an)=f((1+1/n)")=nf(1+1/n). 
In definitiva si tratta di dimostrare che 


1+1/n 1 


nf0+1/n)=n f 7% 


1 
tende a 1 per n + co. 


Ora la funzione t + 1/t è decrescente: nell’intervallo [1,1+1/n] essa 
ammette 1 come massimo (valore assunto nell’estremo sinistro) e come 
minimo n/(n + 1) (valore assunto nell’estremo destro). 


Lo stesso ragionamento che ci ha condotto al teorema della media 
integrale (f Prop. 5.3-3) ci assicura che 


1 ; 1+1/n ] 
ani <f gala, 
ma 1 1 t n 


da cui, moltiplicando per n, 


1+1/n j 
<nf -— dt < 1. 
n+1 1 t 


La tesi segue dal teorema dei due carabinieri (T Prop. 3.6-3). 

Una volta definita la funzione logaritmo mediante un integrale si può 
procedere alla sua valutazione numerica approssimata (costruzione delle 
tavole dei logaritmi) mediante i metodi di integrazione numerica esposti 
nel paragrafo 5.7. Si veda in proposito l’unità di Laboratorio 5.7-2. 


Capitolo 6 


Definizione 6.1-1. D 


SERIE 


Risale alla matematica greca l’idea che si possa determinare l’area di una 
regione piana dividendola in un numero infinito di parti e sommando le 
aree di tali parti: vedremo come Archimede abbia applicato con successo 
tale metodo per determinare l’area del cosiddetto segmento parabolico, 
cioè la regione di piano racchiusa da un arco di parabola e dalla relativa 
corda (| esempio 6.1-6). 

Un'idea non dissimile è implicita nella rappresentazione decimale dei 
numeri razionali (7 par. 1.2): quando diciamo che il numero razionale 
4/3 ammette la rappresentazione decimale 
3 =;1.3:= 1333333333... 
siamo tentati di dire che 4/3 è la somma degli infiniti addendi 
3 3 3 
10° 10° 105 

Questo Capitolo è dedicato alla sistemazione rigorosa delle idee a cui 
abbiamo appena accennato, sulle orme dei matematici del diciassette- 
simo secolo, primo tra tutti I. Newton. 


L4 cinte 


LA NOZIONE DI SERIE 


Strettamente legato alla nozione di successione di numeri è il concetto di 
serie. Esso scaturisce dalla possibilità di rappresentare una qualsivoglia 
successione assegnandone il primo termine ed i valori delle differenze 
tra ciascun termine (tranne il primo) e il termine precedente. Se (sn). 
ne N, è un’assegnata successione di numeri, possiamo scrivere infatti 


S1 =:S0+ (Sì cs So). 
s29= S0+(51— s0)+(s2— s1). 


e così via. Se è noto so e sono note tutte le quantità entro parentesi tonde. 
la successione (sn) è univocamente determinata. In modo formale: 


Siano (an) e (Sn). n € N. due successioni di numeri reali; diremo che 
esse costituiscono una serie se sono legate dalle relazioni 


So = do Ao = So 
S1=aA0+a] Q1= $S1— SO 
s2=aA0 +01 + 2 a2=s2— Sì 
è age > bre era se 
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Termini, somme parziali 


Figura 6.1-1. 

La somma 
1+1/2+1/4+...+1/2"+... 
è uguale a 2 (figura 

a sinistra): la somma 

L/Z+- MAL Li 
uguale a 1 (figura a destra). 


© 88-08-1148 
Una serie è data, di solito, assegnando i numeri an, mentre sn viene 
calcolato mediante la formula 


n 
Sn = ) Ak. 
k=0 


Attenzione dunque: 


Una serie non è una particolare successione, ma piuttosto un modo 


particolare per assegnare una successione. 


Per le serie è in uso una terminologia speciale che è bene tenere sem- 
pre presente. I numeri a, si dicono termini della serie, mentre si riserva 
il nome di somme parziali (oppure ridotte) alle somme sn. Quando gli 
aggettivi convergente, divergente, irregolare (o indeterminata) vengono 
applicati ad una serie, essi si intendono sempre riferiti alla successione 
(sn) delle somme parziali. 

Ad esempio, le locuzioni “la serie converge al numero s”, oppure “la 
serie diverge positivamente”, significano rispettivamente 


lim: Sa =4& lim sn = +00. 
n++00 n++00 


I limiti indicati vengono scritti simbolicamente 


(o.°i 
Yar=a0+a,+...+an+...=5, 
k=0 

(o.©) 

D'ar=a0+01+...+@n+...= +00. 


k=0 
Ad esempio, la progressione geometrica 


1 pi 
Ddl 
cioè la successione (an) con an := 1/2”, n € N, genera la successione 
1 1 1 1 1 1 
= less =hoi, 
L dia l+sta lagtorta 
e così via. 
2 
ti 
i Casi 
1/2 à 
1 
1/2 
/ 1/8 
1/4 
1/8 
lele 0 


Se si esamina la figura 6.1-1, si è indotti a ritenere che il limite 
dell'ultima successione scritta sia 2, circostanza che viene indicata sim- 
bolicamente scrivendo 
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|P 


|p 


Somma 


Esempio 6.1-1. 


Esempio 6.1-2. 


(o.°) 
1 1 1 
— =1+-+-+...=2. 1 
O ad i A Ù 
Con ciò s'intende affermare che vale la relazione di limite 
1 1 1 
i -—+-+...+—)=2. th; 
pp +3t7t +) ( ) 


Vedremo tra un istante che la relazione scritta sussiste effettivamente. 


Il numero s, limite (se esiste) della successione sn, viene chiamato 
somma della serie. Questa terminologia ed i simboli relativi non sono 
quanto di meglio si potrebbe desiderare: essi sono, d’altra parte, così 
radicati nell’uso che non ha senso cercare di modificarli. 

Una possibile spiegazione di questa situazione sta nel fatto che la 
nozione di serie è scaturita dal tentativo di dare una definizione precisa 
dell'operazione di “somma di infiniti termini”; il solo modo ragionevole di 
procedere consiste nel sommare un numero finito di essi (è la costruzione 
di sn) e nel cercare il limite (se esiste) della somma ottenuta, quando il 
numero degli addendi cresce indefinitamente. 

La situazione è ancora peggiorata dal fatto che il simbolo a Cr 
viene usato indifferentemente per indicare la serie oppure la sua somma 
(cosa che già abbiamo fatto). Ad esempio, si dice: consideriamo la serie 
Yo 1/2”, intendendo considerare la serie per cui an = 1/2"; ma si 
scrive anche (7 formula (1)) Y}}_, 1/2” = 2 per indicare che sussiste la 
relazione di limite (1’). In generale il significato è chiaro dal contesto. 

Osserviamo ancora che, in analogia con quanto abbiamo visto per le 
successioni, in molti casi è preferibile scrivere la successione dei termini 
a partire dall’indice 1 anziché dall’indice 0, cioè scrivere i termini nella 
forma aj, @9, ..., QGn. ... : in tal caso anche la successione delle somme 
parziali si scriverà a partire dall’indice 1. 


Consideriamo la serie Y}®C_, 1, cioè quella avente tutti i termini uguali a 
1. Chiaramente essa diverge positivamente in quanto sn = n, Vn. 


Consideriamo la serie 
» ACORE SEN: DEE DE 
— n(n+1) ILA do da 
Anche in questo caso è possibile ottenere una forma esplicita per la 
somma parziale sn. Osserviamo infatti che 


1 —_ WwePl)-se 1 1 


n(n+1) n(n+1) n n+1l 
dunque 


Sn=01tG3+... + Gn = 


abbiamo semplificato tutti i termini tranne il primo e l’ultimo. Dunque 
Sn + 1pern + +coc. e pertanto si ha 
= 1 
ao=! 
nn+1) 
La serie considerata fu studiata da P. Mengoli (1625-1686). Per 


un'interpretazione geometrica del risultato ottenuto si osservi la figura 
6.1-2. 
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= cm l/x 
35 
1 
0.5L 
| 
sl 2) 3 4 5 


Figura 6.1-2. 

Nell'intervallo n <x <n+1, 
il grafico della funzione 

x + 1/x è contenuto in 

un rettangolo di area 
1/n-1/(n+1)=1/(n(n+1)). 
La somma delle aree dei 
rettangoli in grigio vale 1. 


|p Esempio 6.1-3. 


LA SERIE GEOMETRICA 


Sia 7 un numero reale: consideriamo la serie generata dalla progressione 
geometrica di primo elemento 1 e ragione x: 


i.e) 
bi, =l+r+e+28+,. +4, 
n=0 
Diremo che si tratta della serie geometrica, di primo elemento 1 
e ragione tr. La somma parziale s, di tale serie è già stata calcolata 
nell'esempio 1.6-3 (cfr. formula (3”)): se x = 1 si ha sn = n+ 1, e se 
a #1siha 
L=-ateA 
1-x 
Dunque per x = 1 la serie geometrica diverge positivamente: tenendo 
conto che per x > 1 si ha x” > 1, per gli stessi 7 si trova sn >n + 1. e 
dunque la serie geometrica diverge positivamente per ogni x > 1. 


Sn 3 


Allo stesso risultato saremmo giunti anche studiando il comporta- 
mento della successione x + r"*! che compare a secondo membro della 
formula ottenuta per sn: tenendo conto che tale successione si comporta 
come la successione 7 + x” (in sostanza è la stessa successione, a meno 
del primo termine) e che quest’ultima è stata completamente studiata 
nell'esempio 3.6-4 (si veda anche il problema 3.6-10). si trova che la suc- 
cessione delle somme parziali sn converge se e solo se |r| < 1, e per tali 
x si ha 


In sintesi si ha 


= 1 
dg = > al (2) 
nr 1-2 
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c=0.5 x= 1.02 
21 80 
60 
1 40 
20 
10° 20 30 40 50 10° 20 30 40 50 
xc=—-0.6 


o e © _@ 
N _»b AMA DO Hr 


10 20 30 40 50 


Figura 6.1-3. Idiagrammi a barre mostrano le prime 50 somme parziali della serie geometrica in corrispondenza 
dei valori della ragione x = 0.5 (serie convergente). x = 1.02 (serie positivamente divergente). x = —0.6 (serie 
convergente), r = —1.02 (serie irregolare). 


Per x = 1/2 si ritrova la formula (1’). Si tenga presente che per 
x < —1 la successione n + x"*! è priva di limite (cioè irregolare). in 
quanto i suoi termini hanno alternativamente segno positivo e negativo. 
mantenendosi in valore assoluto maggiori o uguali a 1. Per tali x anche 
la serie geometrica è dunque priva di limite. © D 


Una conseguenza delle proposizioni 3.5-1 e 3.5-3 è la seguente 


(e.°) 


Proposizione 6.1-1. p PROPRIETÀ DI LINEARITÀ DELLE SERIE CONVERGENTI. Se Y7°_; Gn © 
a bn sono due serie convergenti, allora per ogni coppia di costanti ci 
e co è convergente anche la serie Sosa Eta + cob,) e si ha 

|e.e) 


00 00 
) (c1An + cabn) = Ci * An + C2 >, ba 
n=0 n=0 


n=0 


In particolare, per ogni costante c, si ha Y7Cg(can) = Yan. 


|p Esempio 6.1.4. Datii numeri a e z, la serie 


[e.e) 

) ar°=a+ar+ax° +ax3+...+ax"+..., 

n=0 
si chiama ancora serie geometrica di primo elemento a e ragione x. Lo 
stesso ragionamento che ci è servito per il precedente esempio 3, dimostra 
che la serie scritta è convergente se e solo se |x| < 1, e per tali x si ha 


00 
a 


carpi ; (3) 


l-x 
n= 


@ 0 
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Esempio 6.1-6. 


Cap. 6 — Serie 

© 88-08-1148 

I due esempi che seguono mostrano due diverse applicazioni della 
serie geometrica. 


FRAZIONE GENERATRICE DI UN ALLINEAMENTO DECIMALE PERIODICO 


Abbiamo già studiato nel paragrafo 1.2 il problema della determinazione 
della frazione generatrice di un allineamento decimale periodico. Sulla 
base di quanto abbiamo appena imparato, possiamo dare una giustifica- 
zione rigorosa della regola a suo tempo trovata. Consideriamo uno dei 
casi visti nel paragrafo 1.2, ad esempio l’allineamento periodico 


2.345 = 2.34545454545.... 


La scrittura precedente significa che il numero in questione è la 

somma della serie 
3 45 45 45 

10 108 * 105 * 107 1°" 
de talle+ utt] 
10° 103 102 104 106 

La quantità entro parentesi quadre è la serie geometrica di primo 
elemento 1 e ragione 1/100; la sua somma vale (7 formula (2)) 


2+ 


1 __ 100 
= Sl 99 
100 
In conclusione 
Ln 3 45 100 3 45 129 
5 = — — —T—— = a — — —1T 
822495 o 1 do e 


cioè quanto trovammo a suo tempo. 


AREA DEL SEGMENTO PARABOLICO 
Consideriamo la parabola di equazione 


y=p(x):=axr°+br+c. a#0. 


Siano dati due punti sull’asse delle ascisse, 7; e x2, con x; < 2; 
consideriamo sulla parabola i punti P; e Pò di ascisse 7] e x2 rispettiva- 
mente, e conduciamo la secante passante per tali punti. 

Vogliamo calcolare l’area del segmento parabolico, cioè della regione 
di piano limitata dalla parabola e dalla secante considerata. Con riferi- 
mento alla figura 6.1-4, consideriamo il punto medio 


1 
X3 = (1 + ca) 


dell’intervallo di estremi x] e 72, e chiamiamo M il corrispondente punto 
sulla parabola: M = (73. p(c3)). Una prima approssimazione dell’area 
che vogliamo calcolare sarà l’area del triangolo P)P3.M: poichè il lato 
P, Ps ha come proiezione sull’asse 7 un segmento di lunghezza 


d:=%2- 1, 


l’area di tale triangolo sarà 
Ippo 
A1= Fid MH, 


dove H è l’intersezione tra il lato P; Pò e la parallela all’asse delle ordinate 
condotta per M. Si tenga presente che i due triangoli MHP, e MHP.,, 
rispetto alla base comune MH, hanno altezza d/2. 

Calcoliamo la lunghezza, diciamo h3, del segmento MH. Si ha, in 
base a semplici considerazioni geometriche 
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Figura 6.1-4. 

Il punto M ha come ascissa la 
media aritmetica tra le ascisse 
di P, e Pa. Analogamente Mi 
ed M> hanno rispettivamente 
come ascisse le medie 
aritmetiche tra le ascisse di Pi 
ed M e le ascisse di M e Po. 


sal 3 c2 


hi = MH = (ordinata di H) — (ordinata di M) = 
Zr+%2\)_ 
a 


1 
= 5 aci + be +c+ax3 + bra + ]+ 


3 [p(21) + p(22)] — P( 


x? +x3 + 2x129 i+ 2 » 
cala e ie 
4 2 
1 1 
= oe 21)? = ge. 


Dunque 
1 Il 
A1= = dh; = = ad3. 
1 9 1 8 a 
Una migliore approssimazione si ottiene sommando ad A; la somma 
delle aree dei triangoli P, MM; e Pa.M Mo, costruiti sulle corde PM e 
P,M esattamente come abbiamo fatto in precedenza sulla corda P; Pa. 
Le altezze MH; e M3H3 saranno tra loro uguali, in quanto entrambe 
sono date dalla formula 
1 /d\2 1 
re a(8) = ia 
274% g° 


Per la somma delle aree dei triangoli considerati avremo dunque 
l’espressione 


1 I 
Ao==-dha=-A;. 
age 


Dunque la seconda approssimazione dell’area del segmento parabo- 
lico è 
1 
A;}+Ao= A} + gii 
Evidentemente si può proseguire allo stesso modo raddoppiando ad 


ogni iterazione il numero dei triangoli inscritti nel segmento parabolico: 
per l’area A del segmento stesso si trova 


A=A+34+ (3) A1+...-= 


2 


alt 0) +0 
da x 
3 
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Il segmento parabolico considerato ha come base P; Pa e come vertice 

M. Se si calcola il rapporto A/A; tra l’area del segmento parabolico e 
l’area del triangolo P Pa.M si trova il valore 4/3. 


In conclusione: 


L’area di un segmento parabolico è uguale ai 4/3 dell’area del trian- 


golo che ha un lato coincidente con la base del segmento parabolico 
ed il vertice opposto nel vertice del segmento stesso. 


Il risultato ottenuto era noto ad Archimede (287-212 a.C.); il metodo 
mostrato è noto come metodo di esaustione. Come si spiega il fatto che 
l’area del segmento parabolico dipende dal coefficiente a (oltre che da x} 
e 12) e non dipende da bd e c? © D 


Osserviamo a questo punto che se una serie è convergente, cioè Sn 
tende a s € R per n + +, allora necessariamente an + 0. Infatti, 
anche la successione sn-1 converge ad s e dunque 

lim an= lim (sn—Sn-1)=0. 
n-++00 n-+o0c 

Nell'esempio della serie geometrica, i valori della ragione x per cui la 
serie stessa converge sono esattamente gli stessi per i quali la successione 
an (che nel caso in esame è la progressione geometrica x” ) tende a 0. 
Ciò indurrebbe a supporre che la convergenza a 0 del termine n-simo sia 
una condizione necessaria e sufficiente per la convergenza di una serie. 
Non è così: 


La condizione an — 0 per n + +0c è necessaria ma non sufficiente 
: [ee 
per la convergenza della serie Y}_y Qn- 


Consideriamo, in proposito, il seguente 


Consideriamo la serie 


1 1 1 
n=1+=+=+...+> 
È VS 45 n 
1 1 1 1 
® - +...+ =n—= = 


È chiaro che la successione (sn) diverge positivamente, in quanto 
maggiorante di una successione dello stesso tipo (7 Prop.3.6-4). © D 


SERIE A TERMINI POSITIVI 


In questo paragrafo ci occuperemo soltanto delle serie a termini non 
negativi: tutti gli esempi incontrati fino ad ora (con l'eccezione della 
serie geometrica nel caso in cui la ragione è < 0) appartengono a questa 
classe. Si tratta di serie il cui comportamento è semplificato dal fatto 
che la successione delle somme parziali è monotòna crescente: 


an20 > Sn=Sn-1t+0n2 Sn-1- 
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Per quanto sappiamo (7 Corollario della Prop. 3.7-2) la successione 
(sn) ha come limite il proprio estremo superiore, e pertanto o converge 
o diverge positivamente. In altri termini: 


Una serie a termini positivi non può essere irregolare. 


Il criterio del confronto Dalla proposizione 3.6-4 segue subito il cosiddetto criterio del con- 
fronto: 
Proposizione 6.2-1. D Se Fog An € pipa b,, sono due serie a termini positivi e an < bn per 


ogni n, allora se la seconda converge anche la prima converge, mentre se 
la prima diverge anche la seconda diverge. 


|p Esempio 6.2-1. LA SERIE ARMONICA 


Consideriamo la cosiddetta serie armonica 


e | 


Vosteraty Las 
=ligtgtonzton 


vale a dire la serie avente come termini i reciproci dei numeri naturali 
> 0. Nel paragrafo 3.7 (7 esempio 3.7-2) abbiamo dimostrato che la 
successione (1+1/n)" tende crescendo al numero e, e pertanto 


1\n 
(1+2) <e, Va>o0. 
n 
Prendendo i logaritmi naturali di ambo i membri si ha 


1 1 1 
nIn(1+=)<1 > In(1+=) <=. 
n n n 


Studiamo dunque la serie avente come termine generale 


In (1+3) = n (2°) =In(n+1)-Inn. 


La somma parziale n-sima di tale serie si scrive 
(In2—n1)+(ln3—-1n2)+(In4-1n3)+...+(In(n+1)-Inn)= 
=In(n+1), 

quantità che diverge per n — +00. 


Lo stesso accadrà dunque alla serie armonica, in virtù del criterio del 
confronto. Si osservi che il termine generale della serie armonica tende 
a0pernt +00. 


| 
4 Eb 
DI 
dl: 
2 
è | 0-5 
f 
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 
Figura 6.2-1. Le prime 50 somme parziali della serie armonica pia 1/n (a sinistra), le prime 50 somme 


parziali della serie armonica generalizzata YY°_, 1/n? (a destra). 
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Il criterio del rapporto 


Proposizione 6.2-2. p 


Dimostrazione S 
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SERIE ARMONICA GENERALIZZATA 


Studiamo la serie 
le) 


" Selti4z4 91 
gli jfgtecgia 


n=1 


formata con i quadrati dei reciproci dei numeri naturali > 0. 

Il termine n-simo tende a 0 più velocemente del termine analogo della 
serie armonica, e questo lascia sperare che si tratti di una serie conver- 
gente. Se si confronta con la serie dell'esempio 6.1-2, si riconosce che 
entrambe hanno lo stesso comportamente al limite. Cerchiamo dunque 
di maggiorare 1/n? con una quantità del tipo 

c 


n(n+1) 


con c > 0. La serie avente come termine n-simo il rapporto appena 
scritto è convergente quale che sia la costante c; dunque se si riesce a 
dimostrare una disuguaglianza del tipo 


1 ci c 
nz Tn(n+1) 


la convergenza della serie proposta è assicurata. 


Vn>0, 


La disuguaglianza da dimostrare si scrive in forma equivalente 
n(n+1)<cn2 & n°+n<cn, 
e quest’ultima è certamente vera per c = 2, in quanto n < n?. 


Con tecniche che oltrepassano il livello di questo libro è possibile cal- 
colare la somma della serie data; si trova (inaspettatamente) un legame 
semplice con x: 


(e. °) 


I 7? 
YO = =1.644934.... © 0 
a: n? 6 


Confrontando una serie a termini > 0 con la serie geometrica, si 
ottiene il cosiddetto criterio del rapporto: 


Se Y°C_ @n è una serie a termini > 0, ed esiste una costante A < 1 tale 
che risulti 


Sui ci, Wa, (4) 
An 


allora la serie converge: se invece risulta @n+1/@n > 1 per ogni n, allora 
la serie diverge positivamente. 
Per ipotesi si ha 


ai < ao, 
ar < ai < Xi ag, 


a3 < Aaa < A ao, 


cioè in generale an < A"ao. Ma la serie 


0 c° 
) A”ao = ao > A 
n=0 n=0 


è convergente, trattandosi di una serie geometrica di ragione A, con 0 < A < 1. 
La convergenza della serie data segue poi dal criterio del confronto. 

D'altra parte, se an+1/@n 2 1, cioè an+1 2 @n per ogni n, la successione 
(an) è monotòna crescente e pertanto non può tendere a 0, in quanto tutti i 
suoi termini sono > ao. © DO 
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Osservazione. 


Proposizione 6.2-2°. p 


Dimostrazione S 


Esempio 6.2-3. 


Dimostrazione S 
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Nel caso della serie armonica (7 esempio 1). il rapporto an+1/@n vale 
n/(n +1). quantità < 1, ma che tende (crescendo) allo stesso numero 
1. Non esiste dunque una costante A < 1 che maggiori il rapporto in 
questione. In un caso del genere il criterio del rapporto è inefficace! 
Non si dimentichi che la parola criterio viene usata come sinonimo di 
condizione sufficiente. © D 


Sappiamo che il comportamento al limite di una successione non 
dipende dai suoi termini “iniziali”, nel senso che se noi alteriamo un nu- 
mero finito di termini, siano quelli di indici < no, con no arbitrariamente 
fissato, il comportamento al limite della successione in esame non varia. 

È chiaro allora che i risultati forniti dal criterio del rapporto restano 
validi anche se le ipotesi che esso prevede sono verificate “definitiva- 
mente”, cioè per tutti gli indici da uno di essi in poi (| problema 6.2-1). 

Possiamo allora formulare la seguente versione del criterio del rap- 
porto: 


Se Y9°_ an è una serie a termini > 0 e 


. An+1 
lim = 


ll'imudo.°) An 


allora la serie converge se L < 1, diverge positivamente se L > 1. 


Nulla si può dire, in generale, se il limite L vale 1. 


Sia L < 1: scelto un numero A compreso tra L e 1, ad esempio A = (1+ L)/2, 
per la definizione di limite si avrà an+1/@n < A per tutti gli indici da uno di 
essi in poi. A questo punto si ragiona come abbiamo visto nella dimostrazione 
della Proposizione 6.2.2. ®© D 


LA SERIE ESPONENZIALE. 
Sia x un numero reale; la serie 


co n 
T 
= (5) 
n! 
n=0 
si chiama serie esponenziale. 


Il lettore osserverà che si tratta di una serie a termini positivi se 
x > 0, altrimenti si tratta di una serie a termini alternativamente positivi 
e negativi. La ragione della denominazione usata sta nel fatto seguente 
(| esempio 7.4-3): per ogni x reale la serie data è convergente e la sua 
somma coincide con la funzione esponenziale e”, cioè 


co a 
DL =e, VreR. (6) 
ou 
Noi ci accontentiamo, per ora. di dimostrare due risultati parziali: 
i) la serie (5) converge per ogni x > 0: 


ii) la (6) è vera perr= 1, cioè 


Lie (61) 


Occupiamoci della prima affermazione. La serie evidentemente converge (con 
somma 1) per x = 0, in quanto in tal caso tutti i suoi termini, tranne il primo, 
sono nulli. 


Sia dunque x > 0; trattandosi di una serie a termini positivi, possiamo 
applicare il criterio del rapporto. Esso fornisce 


dai _ 1 al x 


an  (n+1) RP nel 
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dove l’ultima quantità tende a 0 per n — cc. 

La (6’) è molto più difficile da dimostrare, ma è importante perché, come 
vedremo nel paragrafo 7.1, essa fornisce un eccellente metodo per il calcolo del 
numero e. Inoltre essa consente di dimostrare che il numero stesso è irrazionale, 
cioè e £ Q. 

Ricordiamo che il numero e è stato definito (7 esempio 3.7-2) come l’estre- 
mo superiore (e di conseguenza il limite) della successione crescente 


tl n 
ani=(1+5), n>0; 
n 


la somma, diciamo s, della serie che compare in (6) è l'estremo superiore (e 
di conseguenza il limite) della successione crescente 


21 
sn:=) n>0. 
k=0 


nu (1+1/n)” nu (1+1/n)"t! no Liot 
4 4. 4 
3 si 3 
2 2 2 
nd 1 18 
10 20 30 40 50 10 20 30. 40 50 10 20 30 40 50 


Figura 6.2-2. Confronto tra le successioni n + an = (1+1/n)", nt bn =(1+1/n)"*..nH sn = Fogg phi 


Noi vogliamo dimostrare che, in realtà, e ed s sono lo stesso numero: e = s. 
Valutiamo an: si ha 


= (n\ 1 “a n(n-1)...(n-k+1)1 
e La 
=0 


k=0 
Abbiamo applicato la formula del binomio; ricordiamo (7 Appendice 2, 
formule (4), (6) e (7)) che per i coefficienti binomiali si ha l’espressione 


n n(n-1)...(n-k+1) 
:= Ck = — edi A. 
k k! 
Nel rapporto scritto compaiono a numeratore k interi decrescenti conse- 
cutivi a partire da n. 
Ora si ha evidentemente 
— 1)...(n-k+1 
n(n=1)..(n-k+1) _, 
ne 
in quanto a denominatore compaiono k fattori uguali ad n; ne segue che 


n 
i 
An <Y = 
k=0 


ed infine, passando al limite per n + +00, e < s (7 Osservazione dopo la 
Prop. 3.6-1). 

Per dimostrare la disuguaglianza in senso opposto, cioè e > s, scegliamo 
un indice m > 0 e consideriamo gli indici n > m. Si ha 


= (1) 


= la I = online bt) 1 
2 (a a ui 
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Poiché l'indice n è sottoposto soltanto al vincolo di essere > m. possiamo 
fare il limite della disuguaglianza ottenuta per n + +cc: se si tiene presente 


dove i puntini a numeratore stanno ad indicare termini di grado < & nella 
variabile n, si trova (| problema 3.6-8) che ciascuno dei rapporti scritti, per 


== m, tende a 1, e dunque al limite si trova 
1 
e2) 73m 
k=0 


A questo punto possiamo sfruttare l’arbitrarietà di m: facendo il limite 
per m — +00 si trova, come si voleva, e > s. 


Le dus disuguaglianze e < s e e > s implicano e = s. @ D 


Criterio della radice 


Proposizione 6.2-3. D 


Terminiamo il paragrafo con il cosiddetto criterio della radice: 


Data la serie a termini non negativi Yan, se limn-.o0 W/@n = L, 


allora la serie converge quando L < 1 e diverge quando L > 1. 


Dimostrazione 


Diamo una traccia della dimostrazione. Sia L < 1: posto A = (1+ L)/2 e 


e=A—-L>0, per la definizione di limite sarà an <A=L+e, vale a dire, 
An < A”, almeno per tutti gli n abbastanza grandi. La convergenza della serie 
si ottiene mediante confronto con la serie geometrica ca DEE, 


Nel caso L > 1. è an > 1 almeno per tutti gli n abbastanza grandi, e ciò 


esclude che limn—-c Gn = 0 per cui la serie necessariamente diverge. 


@& 0 


Se risulta L = 1 il criterio della radice risulta inefficace. Mostreremo 
nel prossimo paragrafo alcuni esempi di applicazione di tale criterio. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


6.2-1* Dimostrare che il criterio del confronto ed 
il criterio del rapporto restano validi anche se le 
rispettive condizioni sussistono non per tutti gli 
indici n, ma per tutti quelli “abbastanza grandi”, 
vale a dire gli n > no, con no fissato ad arbitrio. 


6.2-2. Su uno dei lati di un angolo avente l’aper- 
tura di 45° si consideri il punto avente distanza a 
dal vertice: da questo si mandi la perpendicolare 
all’altro lato, dal piede di questa la perpendicolare 
al primo lato e così via. Si chiede di calcolare la 
lunghezza complessiva dei segmenti di perpendi- 
colare tracciati. 


Figura 6.2-3. Costruzione di una serie geometrica 
mediante successive proiezioni ortogonali sui due lati 
di un angolo. 
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6.2-3. Una palla elastica viene lasciata cadere 
da un’altezza h > 0: in teoria essa rimbalza ad 
un'altezza pari ai 2/3 dell’altezza da cui cade, e 
lo stesso accade ad ogni rimbalzo successivo. Si 
chiede di calcolare lo spazio complessivamente de- 
scritto dalla palla. 


A 


Figura 6.2-4. Rimbalzi successivi di una palla ela- 
stica. 


6.2-4. Calcolare la frazione generatrice per cia- 
scuno dei seguenti allineamenti decimali periodici: 
8) 0.47777...=0.47; b)0.173333...=0.173: 
€) 2.5006068...= 2.50: d\0.ImM1...=0.I. 


6.2-5. Calcolare la somma della serie 
3+5+3+4+... 

(SUGGERIMENTO. Si considerino le due serie for- 
mate rispettivamente dai termini di indice pari e 
dai termini di indice dispari.) (R. 5/4= 1.25) 


6.2-6. Calcolare la somma delle serie 
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6.2-7. Procedendo come nell'esempio 6.1-2, cal- 
colare la somma delle serie 


Do 1 A 

2) Yn=0 asjara) i 
1 

bia a 


6.2-8. Mediante confronto con la serie armonica, 
verificare la divergenza delle serie 


LI 
a) ppenet” 2n+l ? 
le ©) li s 
b) Ii 2n 
[o ©) 
C) Vorati FEAT 


6.2-9. La scrittura 0.9 può essere interpretata 
come somma della serie 


LEE 
10 100 1000 


cioè come somma della serie geometrica di prima 
elemento 9/10 e ragione 1/10. Verificare che la 
somma di tale serie vale 1. 

6.2-10* CRITERIO DEL CONFRONTO ASINTOTICO. 
Siano Y37_q @n € Yo dr due serie a termini posi- 
tivi e sia 


Anovbn «> 


Dimostrare che le due serie date sono o entrambe 
convergenti o entrambe positivamente divergenti. 


6.3 SERIE A TERMINI REALI 
SERIE DI POTENZE 


Consideriamo una serie } Bivof n i cui termini non siano tutti > 0. Se i 
termini negativi sono in numero finito, la successione dei termini (an) è 
costituita da numeri positivi almeno da un certo indice no in poi: usando 
una terminologia introdotta nel paragrafo 3.4, possiamo dire che essa è 
“definitivamente” costituita da numeri positivi e di conseguenza anche 
la successione delle somme parziali (sn) è “definitivamente” monotòna 


crescente. 


In conclusione: la serie in questione sarà convergente oppure positi- 
vamente divergente a seconda che la successione delle somme parziali sia 
limitata superiormente oppure illimitata. 


È chiaro che quello che vale per una serie i cui termini sono “defini- 
tivamente” positivi vale anche per una serie i cui termini siano “defini- 
tivamente” negativi, salvo cambiamenti facilmente intuibili. 


Per avere una serie che, almeno in linea di principio, possa dar luo- 
go ad una successione irregolare di somme parziali occorre dunque che 
la successione dei termini contenga infiniti termini positivi ed infiniti 


termini negativi. 


6.3 — Serie a termini reali 
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Serie a termini 
di segno alterno 


Il criterio di Leibniz 


Proposizione 6.3-1. p 


|p 


Dimostrazione S 


Osservazione. 


Esempio 6.3-1. 


Il caso più semplice è quello delle serie i cui termini hanno segno 
alterno e quindi, se il termine iniziale ao è positivo, si può scrivere a, = 
(-1)"|an]. 

Una serie di questo tipo può essere irregolare: ad esempio. tale è la 
serie Yy}_p(—-1)", le cui somme parziali valgono alternativamente 1 e 0. 

Nel 1705 G. W. Leibniz (1646-1716) diede un criterio per la conver- 
genza di certe serie a termini di segno alterno: 


. [o ©) . . . . . #]* 
Sia Y}r-0@n una serie a termini di segno alternativamente positivo e 
negativo, an = (—1)"|an|. Se la successione dei valori assoluti n + |an| 
tende decrescendo a zero, la serie è convergente e inoltre si ha 


S2n+1 <£8£ Son nNEN, 


cioè ogni somma parziale di indice pari fornisce una stima per eccesso 
della somma della serie, mentre ogni somma parziale di indice dispari 
fornisce una stima per difetto della somma stessa. 


Studiamo la successione delle somme parziali di indice pari. Si ha 
sa=s0+a1+a2=s0+(—|a1|+|a2|) < so 

in quanto |a1| > |a2|. Analogamente 
sa=s2+a3 +a4=s2+(—|a3| + |a4]) < s2. 


In generale risulta s2n+2 < S2n, cioè la successione so, S2, S4, . .. è decrescente. 
In modo analogo si dimostra che la successione s1, 83, $3,... è crescente. Inoltre 


S2n+1 = S2n + Gan+1 = S2n — |a2n+1] £ San. 


Le due successioni (san) € (S2n+1) Si trovano nella stessa situazione delle 
successioni (an) e (bn) che generano il numero e (7 esempio 3.7-2); per di- 
mostrare che esse tendono al medesimo limite s basta dimostrare che 

lim (Son — Son+1) = lim (-@2n+1) = lim |a2n+1|=0, 

n_-00 n_-+0c n_-x 
ma questo è certamente verificato, poiché si tratta di una successione estratta 
da (|an|), infinitesima per ipotesi. © D 


Se si prende una somma parziale sx come approssimazione della somma 
s, l'errore commesso |sx — s| non supera |ax+1|. cioè non supera il valore 
assoluto del termine successivo all’ultimo termine contenuto in sx. 


Consideriamo la serie 


- 1 LIA 
n+1 = " 

dl moailagàgoghai 
essa può essere ottenuta dalla serie armonica (] esempio 6.2-1) prenden- 
done i termini con segni alterni. Essendo |an| = 1/n, le ipotesi della 
Proposizione 6.3-1 sono verificate. 

Dunque s1 = 1— 1/2 è un valore per difetto della somma della serie, 
con errore inferiore a 1/3; so = s1 + 1/3 = 5/6 è un valore per eccesso 
della stessa somma con errore inferiore a 1/4 e così via. 


Si può dimostrare che la somma in questione vale Ìn 2. © D 


Vogliamo dimostrare l’ultima affermazione. Cominciamo a studiare il compor- 
tamento asintotico, cioè per n + cc, delle somme parziali della serie armonica: 


1 1 1 1 
n=lt+t=>bt3b=e+4.... be. 
Hn id Li Li SL 
Consideriamo la funzione r + 1/xr. Per & < x < k+1 si ha evidentemente 
igi.l 
fd e 
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Figura 6.3-1. 

I primi 100 termini della 
serie armonica a termini di 
segno alterno (sopra) e le 
corrispondenti somme parziali 
(Holto). 
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al 
0 
20 40 60 80 100 
Dl 
0 
20 40 60 80 100 


dove le disuguaglianze sono “strette” per &f < x < K+1. Integrando sull’inter- 
vallo [k, & + 1] la doppia disuguaglianza precedente si ottiene 


k+1 
1 dx 1 
mf 7 E+1)-Ink< 7 (&) 


e, sommando in k da la n, 


n 1 n n 1 
ba FEÎ < Y In "ai 1) = In k] < * E° 
oi = k=1 

cioè 
Hn+1-1<In(n+1)< Ha. 
o anche. sostituendo n con n — 1. 
Fin -l<Inn< Hn=i ='H i z. 
n 
Dalla formula ottenuta, dividendo per H,. segue 


I 1 x Inn Di 1 
Ha Hun nHn' 
da cui 
lim n = 
n_- oc n 


risultato che si esprime scrivendo Hn — Inn (7 Def. 5.8-1). 
A parole: la somma parziale H, si comporta asintoticamente come Inn. 
Dalla (*) deduciamo la doppia disuguaglianza 
1 1 1 Li 
0<-- [In(k+1)-nk<= = i 
sp REI SS E 


Ne segue che la serie il cui termine k-esimo vale 
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Figura 6.3-2. 

L’integrale della funzione 

x+ 1/x sull’intervallo 

[kK,k + 1] è compreso tra 1/k e 
AG + 1). La somma delle aree 
delle regioni retinate in figura 
vale y = 0.577. 


La costante % 


Tabella 6.3-1 


ar i= t_ [In(k+1)- Ink] 


è convergente in quanto maggiorata dalla serie di Mengoli 


= 1 
D_FEFI) 


a sua volta convergente con somma 1 (7 esempio 6.1-2). 


Per la somma parziale n-sima della serie Y}}_, ax abbiamo 


n 1 n 
<D YO Ink +1)-Ink]=Hn-ln(n+1), 
k=1 k=1 


quindi, se indichiamo con 7 la somma della stessa serie, abbiamo 


y:= lim [Hn-In(n+1)]. 


In(n +1) Hn-ln(n+1) 
L 0.693 147... 0.306 852... 
2:083/333:... 1.609437... 0.473895... 
2.592857... 2.079441... 0.513 415... 
2.928 968... 2.397 895... 0.531072... 
3.180133... 2.639 057... 0.541076... 
3.380 728... 2.833 213... 0.547 515... 
3.547 739... 2.995 732... 0.552 007... 


Alcuni termini delle successioni n + Hn,n+ In(n+1), n Hn-In(n+1). 


Si trova y = 0.577...:;y è nota come costante di Eulero-Mascheroni, dai 
nomi del più volte citato L. Euler e dell’italiano L. Mascheroni (1750-1800). 


Possiamo scrivere ancora 
Hn=]ln(n+1)+y+w(n), 


dove w(n) è una successione “infinitesima”, cioè tende a 0 per n + 00. 


Vogliamo stabilire un legame tra le somme parziali sn della serie armonica 
a termini di segno alterno, e le somme parziali della serie armonica stessa. Si 
ha 
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eli i+ DE SIOE N 
3 4 2n-1 2n 
SR . 
3 2n-1 
1.1 1 
lita + 
SR OR DEI 
2798 2n-1 2n 
alii 
2.4 2n 
= Hon- Hn 
Abbiamo sommato e sottratto la quantità 
TOSol 1 1 
atat--+t37 730 


Poiché sappiamo che la serie Scali /k è convergente, per calco- 
larne la somma possiamo limitarci a calcolare il limite della successione san. 
Abbiamo 


S2n = Han ca Ha = 
=Y+In(2n+1)+w(2n)+ 
-b+In(n+1)+w(n)]= 

2n+1 

n+1 
dove l’ultimo membro tende a In2 = 0.693... . 
ILARIA IAN 


=n 


+w(2n) — w(n), 


Serie assolutamente 
convergente 


Proposizione 6.3-2. D 


Dimostrazione S 


Definizione 6.3-1. D 


Serie semplicemente 
convergente 


Se Yy7_0 @n è una serie con infiniti termini positivi ed infiniti ter- 
mini negativi, non possiamo applicare ad essa i criteri che abbiamo visto 
nel paragrafo precedente. Possiamo però applicare tali criteri alla se- 
rie Yo [an]. Ci si chiede quali legami intercorrano tra la (eventuale) 
convergenza della serie dei valori assoluti e la convergenza della serie 
data. 


. [o ©] = SG E . 00 
Se la serie ) 7, |@n| converge, allora converge anche la serie }7}_q dn- 


Per ipotesi la serie ))°_, |an| è convergente: l'identità 


an = |an| — (|an| — an) 


indica allora che la serie Yan è convergente se tale è la serie a termini 


non negativi )y°_{lan| — an}. e ciò in virtù della Proposizione 6.1-1: ora, 
la convergenza di questa serie è immediata conseguenza della disuguaglianza 
|an| — an < 2|an| e del criterio del confronto. & 0 


La Proposizione precedente ci induce ad introdurre, in modo formale. 
la nozione di serie assolutamente convergente: 


Una serie si dice assolutamente convergente se è convergente la serie 
ottenuta prendendone i termini in valore assoluto. 


Il risultato precedente assicura che: 


Una serie assolutamente convergente è convergente. 


Il viceversa, in generale, non è vero: basta considerare la serie dell’e- 
sempio 6.3-1, che è convergente, mentre la serie dei valori assoluti, che 
è la serie armonica, è divergente. In una situazione come questa, si dice 
che la serie è semplicemente convergente. 

È chiaro che le nozioni di convergenza e di assoluta convergenza 
coincidono nel caso delle serie a termini non negativi, e che i criteri 


6.3 — Serie a termini reali 
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|> 


|p 


Esempio 6.3-2. 


Serie di potenze 


Esempio 6.3-3. 


studiati in precedenza possono essere interpretati come criteri di assoluta 
convergenza. 


LA SERIE ESPONENZIALE IN R 
Riprendiamo in considerazione la serie esponenziale (7 esempio 6.2-3) 


go” x 23 gu 
YVaasl+r+3+3+.+3+.... 
n! dei n! 
n=0 
dove x è un numero reale; già sappiamo che essa è convergente per x > 0. 
Mostriamo che essa è assolutamente convergente, e quindi conver- 
gente, per ogni x reale. Infatti, quale che sia 7 € R}, si ha 


a 


nl 


o \e|" 


nl 


In altri termini: la serie dei valori assoluti è ancora la serie espo- 
nenziale, e precisamente la serie esponenziale scritta in corrispondenza 
del valore non negativo |x|. Ma abbiamo già visto come il criterio del 
rapporto dimostri la convergenza di una tale serie. © D 


La serie esponenziale e la serie geometrica sono esempi notevoli di 
serie di potenze, cioè serie il cui termine n-simo è un monomio del tipo 
Chl: 


°°) 
>; Enti; (1) 
n=0 


di conseguenza la somma parziale n-sima è un polinomio di grado < n: 
Sn=8n(x)=c0+c10+c22°+...+Cn2°. (2) 


È chiaro che il segno del termine c,x” è lo stesso di c, se n è pari, 
mentre se n è dispari è lo stesso di c, per x > 0 ed è l’opposto del segno 
di cn perr<0. 

Un primo risultato interessante riguarda l’insieme degli x reali in 
corrispondenza dei quali una serie di potenze è convergente. Nel caso 
della serie geometrica abbiamo visto che si tratta dell’intervallo (—1, 1), 
nel caso della serie esponenziale si tratta dell’intervallo (-00, +00) = R. 

È chiaro che, in ogni caso, la serie (1) converge per x = 0, in quanto 
in tale punto tutte le somme parziali si riducono alla costante co: 


Sn(0)= co. Yn. 


In casi estremi, l’origine può essere l’unico punto in cui la serie (1) 
converge, come mostra il seguente 


Consideriamo la serie Y?C_, n!r”. Per tale serie si ha dunque cn = n!. Se 
x #0, poniamo t := 1/|x|. Allora il valore assoluto del termine n-simo 
vale 


dal problema 3.7-11 sappiamo che la successione n + #"°/n! tende a 0, 
dunque n + n!/t” diverge positivamente. Poiché il termine n-simo della 
serie data non tende a 0, essa non può convergere. © D 


Vogliamo innanzitutto dimostrare che l’insieme degli x reali per cui 
una serie di potenze converge, se non è ridotto alla sola origine oppure 
coincide con tutto R, è un intervallo del tipo (—r, r), r > 0, a cui possono 
eventualmente aggiungersi uno o entrambi gli estremi r =r,x=—r. 


Vale infatti il seguente risultato, dovuto al matematico norvegese 
N.H. Abel (1802-1829): 
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Dimostrazione S 


Raggio di convergenza 


Definizione 6.3-2. D 


Proposizione 6.3-3. D 


Dimostrazione S 
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a < È È è [o e) n 

Se 7 # 0 è un punto in cui la serie )}}_o Cn0” converge, allora essa 

converge assolutamente per ogni x tale che |x| < |T]. 


Sia x un numero reale, tale che |x| < |7|. Possiamo scrivere 
LEE 
Cox = 6) T". 
T 


La successione n + cnT” tende a 0 in quanto si tratta della successione 
dei termini di una serie convergente; essa è dunque limitata in valore assoluto, 
cioè esiste una costante C, che non ci interessa precisare, per cui |cnT"|< C, 
per ogni n. Allora 


(ene"| < C 


x 
G 


L'ultima quantità scritta rappresenta il termine n-simo di una serie geo- 
metrica di ragione |x/7| < 1: la convergenza assoluta della serie data segue 
allora dal criterio del rapporto. © D 


Il Lemma dimostrato giustifica la seguente 


Si chiama raggio di convergenza della serie di potenze Y?C_, Cnt” l’estre- 
mo superiore dell’insieme costituito dai valori assoluti degli x reali per i 
quali essa converge: 


loc] 
r:=supf|z|: x. Cna” converge}. 
n=0 

Nel caso in cui 0 < r < +oc, la serie Y}9C_  Cn0” converge asso- 
lutamente per |r| <r «> @ € (-r,r), mentre non converge per 
|a| >. 

Infatti se, per assurdo, essa convergesse per un 7 > r, in virtù del 
Lemma essa dovrebbe convergere assolutamente per tutti gli x tali che 
T <<, incontraddizione con la definizione del raggio di convergenza. 
Stesso ragionamento per T < —r. 


È chiaro che l'informazione relativa ad una serie di potenze è intera- 
mente contenuta nella successione (cn) dei suoi coefficienti; è dunque 
interessante studiare come tale successione ci consenta di calcolare il 
raggio di convergenza della serie di potenze Y}?_y Cent”. 


Sintetizziamo in un unico enunciato due risultati, ottenuti applicando 
alla serie ua |cnt"| rispettivamente il criterio del rapporto e il criterio 
della radice, dimostrati nel paragrafo precedente. 


Se i coefficienti della serie di potenze Y}?-_; cne” sono “definitivamente” 
diversi da 0 e risulta 


im sl pao (3) 
n=+% [cn] 


allora il raggio di convergenza r della serie data vale 1/L, con la conven- 
zione di porrer=0 se L=0c0er=+o00seL=0. 


Se 
lim Vjc|=L>0, (4) 
n-+00 
si ha ancora r = 1/L, con le stesse convenzioni poste nel caso precedente. 


Applichiamo il criterio del rapporto (7 Prop. 6.2-2°) alla serie Y)°_, |ene"|. 
con x # 0. Abbiamo 
0 (Cada&tt] e al 
lim ———_—_ =" lim ——- [x| = Ljc| 
nc |Cnx"| n-c0 |cnl 
Supponiamo 0 < L < +00. Se L\r|] <1 «> |x| < 1/L la serie data 
converge, se L\,r| >1 «> |x|> 1/L la serie diverge positivamente. 
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Se poi fosse L = 0 il criterio del rapporto sarebbe verificato per ogni x, 
mentre se fosse L = +oc lo stesso criterio ci consentirebbe di affermare che la 
serie in esame diverge positivamente per ogni x # 0. 

Applicando invece il criterio della radice alla serie in esame si è condotti 
allo studio del limite 


lim V|ene®|= lim Vica]]e|. 
n_-+00 n_-00 
A questo punto si ragiona esattamente come nel caso precedente. @& D 


|p Esempio 6.3-4. Riprendiamo in esame la serie esponenziale Y)?-_, x” /n!. Per essa si ha 
Cn = 1/n!, quindi applicando la (3) si trova 


lasal a ad __1 


lim 0. 


n>o0 |cn|]  noco(n+1)! n+1 wo 


Ritroviamo un risultato noto: il raggio di convergenza della serie 
esponenziale è +00. 


|p Esempio 6.3-5. Consideriamo la serie 


00 
di 
ni 


Applicando la (3) si trova 


I 


pi) 
c 
li | n+1| 


n-o0 |cnl n_o0 (n+1)? n 


1 


dunque r = 1. Allo stesso risultato saremmo pervenuti applicando la 
(4); infatti (T problemi 3.6-13, 3.6-14) 


Per x = +1 la serie data converge assolutamente. Infatti per tali 
valori di x la serie dei valori assoluti si riduce alla serie YX??_, 1/n?, che 
sappiamo essere convergente (7 esempio 6.2-2). 


|p Esempio 6.3-6. Consideriamo la serie 
SS n 2 3 4 
x Gr da D 
il Tide 0 5 CA La ag 


In questo caso |c,| = 1/n, e tanto la (3) quanto la (4) ci conducono 
a concludere che il raggio di convergenza è r = 1. 


Si osservi che per x = 1 si ottiene la serie convergente dell'esempio 


6.3-1: 
(o. 0) 
Li JOSIE 
1) 1-42 -2+.,., 
Xi n 2 si 3 4 Ù 
n=1 
mentre per 7 = —1 si ottiene, a meno del segno, la serie armonica 
(f esempio 6.2-1) 
TORNATI 
EZIO o 
2 3 4 
dunque una serie negativamente divergente. © D 


Ulteriori risultati relativi alle serie di potenze verranno forniti al 
termine del paragrafo 7.4, dedicato alle serie di Taylor. 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


6.3-1* Indichiamo con H, le somme parziali della 
serie armonica. Partendo dalla scrittura 


1+3+ 
sed 

1 1 1 1 
utatta 
re 


ricavare la disuguaglianza 


Hn>1+5, Vk € N 


e da essa dedurre la divergenza della serie armo- 
nica. Questa dimostrazione risale a Nicola Oresme 
(c.1323-1382). 
[SUGGERIMENTO. All’interno di ogni coppia di 
parentesi, l’ultimo addendo è il più piccolo, quindi 
la somma ... .] 
6.3-2* Dimostrare la disuguaglianza 

1 ” 1 a 2 

url Mm+l o n 

e dedurne la disuguaglianza 

1 1 1 3 
n+1 n 


per ogni naturale n > 2. Dalla scrittura 


n-l'n 


23 4 
+(3+5+3)t 
ne 
FP rengsiaiias 


ricavare la disuguaglianza 


Hsn+1>1+Hn, WeN* 


e da questa dedurre nuovamente la divergenza della 
serie armonica. Questa dimostrazione è dovuta a 
P. Mengoli. 


[(SUGGERIMENTO. Se fosse limn-.. Hn =s € R, 
passando al limite nella disuguaglianza ottenuta 
si avrebbe ... .] 


6.3-3. Nel paragrafo 7.4 dimostreremo gli sviluppi 
in serie 


a2n+1 
n= 
siii dl Ea 

an 
cosr = DA" Ga 


n>0O 


validi per ogni x reale. Verificare fin d’ora che le 
due serie scritte hanno raggio di convergenza in- 
finito applicando la formula (4) della Proposizione 
6.3-3. 

(SUGGERIMENTO. Si utilizzini i problemi 3.7-14 e 
3.4-5.] 

6.3-4% CRITERIO DI CONFRONTO CON UN INTE- 
GRALE. 

Sia f : [1,+00) — RR una funzione positiva, de- 
crescente e convergente a 0: limz_.co f(r) = 0. 
Posto ax := f(k) per ogni k € N*, verificare che 
la serie },>, ak e l'integrale “ai f(x)dx sono o 
entrambi convergenti o entrambi divergenti. 


[SUGGERIMENTO. Ragionando come nell’appro- 
fondimento che segue l’esempio 6.3-1 si dimostri 
la doppia disuguaglianza 


Sn Qi </ f(x) dx < Sn-1 
1 


dove sa = pei 


6.3-5. In base al criterio del precedente problema, 
dimostrare che la serie armonica generalizzata 


1 
e 
n>1 


è convergente per a > 1 e divergente per i restanti 
valori di a. 


Capitolo 7 


TA 


Laboratorio 7.1.1 


APPLICAZIONI 


In questo capitolo vengono presentati alcuni risultati che utilizzano ciò 
che abbiamo appreso nei capitoli precedenti. L'atteggiamento prevalente 
è quello costruttivo, o algoritmico, e tutto il capitolo è orientato verso un 
uso ragionato dei mezzi di calcolo. Una piena comprensione dei risultati 
che seguono si potrà dunque avere in un contesto di laboratorio, secondo 
quanto indicato nella terza parte del volume. 


APPROSSIMAZIONE DEI NUMERI € E PI GRECA 


Nel Capitolo precedente abbiamo dimostrato che il numero e può essere 
ottenuto come somma della serie esponenziale (7 esempio 6.2-3), cioè 


= 1 
e=).tji 
k=0 


la scrittura precedente, come sappiamo, significa in realtà che 


n 


La successione delle somme parziali sn è monotòna crescente, e dun- 
que ciascuna somma parziale fornisce una stima per difetto del numero 
e; vogliamo valutare l’errore che si commette quando si considera sn al 
posto di e. 

Poiché e è la somma dei termini 1/k! per & da 0 a infinito, mentre 
Sn è la somma analoga per & da 0 a n, per la differenza e — sn si trova 

a 1 1 
ii EE TE TL ET 
1 1 1 1 


«slam ite x 


dove la somma entro parentesi quadre si può maggiorare con la serie 
geometrica 


1 1 1 1 1 _ 
xi mill GDO sl 1 
nA+ 1 
Abbiamo semplicemente applicato la formula che fornisce la somma 
della serie geometrica avente 1/(n+1) tanto come primo elemento quanto 
come ragione (7 esempio 6.1-4, formula (3)). 


1 
- 
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Il numero e non è razionale 


Tabella 7.1-1. 


Laboratorio 7.1-2 


Sostituendo nella formula precedente si ottiene 


O0<e—-sn< 


n-n! 


cioè in forma equivalente 


Sa Gin 4 


n-n! 
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(1) 


(1°) 


La Tabella 7.1-1 dà un'idea della velocità con cui la successione sn 
converge al numero e: si confronti con la Tabella 3.7-2 e la figura 6.2-2. 


_ 
o 0 vu a Uta WIN 


Sn + 1/(nIn) 
2 d. 
2.5 2.75 


2.666 666 666... 
2.708333333... 
2.716666 666... 
2.718055 555... 
2.718253968... 
2.718278 769... 
2.718281525... 
2.718281801... 


2722222222... 
2.718757187... 
2.718333333... 
2.718287037... 
2.718282312... 
5718981870... 
2.718281831... 
2.718 281828... 


Approssimazione del numero e mediante la serie esponenziale. 


Dalla (1) è facile dedurre l’irrazionalità del numero e. Infatti dalla 
definizione di s, segue subito che si può scrivere 
kn 
ni 
cioè sn è un numero razionale che può essere espresso sotto forma di 
frazione avente come numeratore un opportuno numero naturale k, e 
come denominatore n!. Se per assurdo fosse e = p/q, con p e q naturali 
> 0. dalla (1) avremmo 

P_la LL 

n-n! 


Sn 


— 0<pn!-qhn<È. 


Poiché n può essere scelto arbitrariamente grande, per n > q si 
avrebbe che l’intero pn! — qkn sarebbe maggiore di 0 e minore di 1. 


Riprendiamo ora in considerazione il problema della stima di 7. An- 
che 7 è un numero irrazionale, ma la dimostrazione di questo fatto non è 
così semplice come quella che abbiamo appena visto per il numero e. Sap- 
piamo dal paragrafo 1.4 (} esempio 1.4-2) che 7, definito come lunghezza 
della semicirconferenza di raggio 1, è. per definizione, l'estremo superiore 
delle lunghezze delle poligonali inscritte nella semicirconferenza stessa. 

Riprendiamo l’idea già esposta nel paragrafo citato, che consiste 
nell’inscrivere e circoscrivere poligonali di 3,6,12,24,... lati, e stimare 
T per difetto e per eccesso mediante le lunghezze delle stesse poligonali. 
Come abbiamo già ricordato, si tratta di un’idea che risale ad Archimede, 
che spinse questo procedimento fino a poligonali di 48 lati (equivalenti 
dunque a poligonali di 96 lati inscritte e circoscritte all’intera circon- 
ferenza). 

Con riferimento alla figura 7.1-1 è chiaro come si debba procedere, 
una volta tracciate le due poligonali di 3 lati inscritta e circoscritta, per 
raddoppiare il numero dei lati: basta mandare dal centro la perpendi- 
colare a ciascuno dei lati delle poligonali (in figura ciò è stato fatto per 
un solo lato); questa incontrerà i lati della poligonale circoscritta nei 
punti di tangenza alla circonferenza e questi punti saranno i vertici della 
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Figura 7.1-1. 

Se dal centro della 
semicirconferenza si manda la 
perpendicolare ad un lato della 
poligonale regolare inscritta 

di n lati, questa incontra la 
semicirconferenza nel punto 

di tangenza della poligonale 
regolare circoscritta di n lati; 
il punto ottenuto è uno dei 
vertici della poligonale regolare 
inscritta di 2n lati. 


Figura 7.1-2. 

L’area del quadrilatero 
OPH'Q è data da 

(1/2) - OH’ - PQ ed anche da 
OH" -QH' (figura a sinistra). 
I triangoli OPQ e OP'Q' sono 


simili (figura a destra). 


poligonale inscritta avente un numero doppio di lati rispetto a quella di 
partenza. 


Una volta trovata una poligonale inscritta, i lati di quella circoscritta 
(con lo stesso numero di lati) sono paralleli ai lati di quella inscritta. 


In generale, siano rispettivamente a, e bd, le misure dei lati delle 
poligonali inscritte e circoscritte di 3 - 2” lati (cioè le poligonali ottenute 
dopo aver ripetuto n volte l'operazione di raddoppio del numero dei lati, 
a partire da quelle di 3 lati). Le corrispondenti lunghezze delle poligonali 
inscritte e circoscritte saranno 


An:=3-2"an, Bn:=3-2"bn (2) 


e per ogni n > 0 si avrà An << Bn. 

Indichiamo ora con c, la distanza dal centro di ciascun lato della 
poligonale inscritta di 3 - 2” lati (cioè l’apotema). Con riferimento alla 
figura 7.1-2, sia 

PO=Gn 


PIO =, OH=G 


sarà anche 


PH =HNQ=0ny1, OH" =Cn4r 


Il teorema di Pitagora applicato al triangolo OH P fornisce 


2 
G+B=1 (3) 
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Per la similitudine dei triangoli OPQ e OP'Q' si ha poi 
dn n n 
du a bai = — 
1 En Cn 
da cui subito, in base alla (2), 
An 
e, 4 
By= © @ 


D'altra parte, l’area del quadrilatero OPH’Q può essere espressa 
tanto come la metà di OH’. PQ, cioè la metà di a,, quanto come OH”. 
-QH', cioè aGn+1Cn+1, da cui 


An Gn 
3 In+1n+1 ? 441535777 
2 2Cn+1 
e, in base alla (2), 
a a A 
An+1=3-2"tanz;=3-2"t1 1 = 3.9 L= Là (5) 
Cn+1 Cn+1 Cn+1 


Infine per trovare una formula ricorsiva che consenta di calcolare 
l’apotema cn+1 a partire da cn, osserviamo che il teorema di Pitagora 
applicato al triangolo rettangolo H H'Q fornisce 


2 aî, 2 
ae, C s 
On41= 7 +(1- cn)"; 
esprimendo a? e a; in funzione rispettivamente di c? e di e? me- 
diante la (3), si trova 
4-4c,,;=1-c+1+c2 —2cn, 
da cui 


1+Cn 
Cn+1 = DI . (6) 


In base alle formule (6), (5) e (4), a partire da 
co=vV3/2, Ao=3, 


possiamo calcolare quanti termini si vogliano delle successioni (A,) e 
(B,) in base alle formule ricorsive 


Ci 1+cn A PE An B TE Anti 
Cn+1 3 2 , n+1 7 . fidi eg 
Cn+l Cn+tl 


da applicare nell’ordine in cui sono scritte. La Tabella 7.1-2 riporta 
alcuni valori ottenuti con il metodo descritto. 


3.3 | A, Bn 
6 | 3.105828541... 3.215390309... 
12 | 3.132628613... 3.159659942... 
24 | 3.139350203... 3.146086215... 
48 | 3.141031950... 3.142 714599... 
96 | 3.141452472... 3.141873049... 
192 | 3.141557607... 3.141 662747... 
384 | 3.141583892... 3.141 610176... 
768 | 3.141590463... 3.141597034... 
1536 | 3.141592105... 3.141593748... 
3072 | 3.141592516... 3.141592927... 


Tabella 7.1-2. Stime per difetto e per eccesso di 7 ottenute con il metodo delle poligonali 
inscritte e circoscritte. 
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Figura 7.1-3. 

Se c è un numero 
compreso tra 0 e 1, si ha 
1>(1+c)/2>c>e. 


L’intuizione geometrica suggerisce, e la Tabella 7.1-2 conferma, che 
la successione (An) è strettamente crescente, la successione (B,) è stret- 
tamente decrescente, dunque gli intervalli [A,, B,] sono “incapsulati” (7 
Corollario 3 della Prop. 1.6-3). 

Entrambe le affermazioni seguono facilmente dal fatto che la succes- 
sione (cn) degli apotemi è strettamente crescente ed è maggiorata dal 
numero l: anche questo fatto è del tutto intuitivo, ma può essere ot- 
tenuto rigorosamente dalla formula (6) elevando entrambi i membri al 
quadrato (| fig. 7.1-3). 


A questo punto la (5) fornisce An+1 > An, mentre da (4), (5) e (6) 
segue 
Bn+1 Pe An+1 Cn Cn 2Cn 


B, AL Seti ri 
cioè Bn4y1 < Ba: 

La successione (cn), per quanto visto poco sopra, converge ad un 
limite L < 1; in realtà si ha L= 1. Infatti passando al limite nella (6), 
si ottiene 


L= Di Fiore > 2L°-L-1=0, 
e l’ultima equazione è soddisfatta solo per L = 1 e L = —1/2. Ne segue 


che la differenza B,, — A, tende a 0: 


0<Bn-An=Bx(1- È) =B,(1-cn)<Bo(1-@n)= 


n 


=2V3(1-c2) +0, 


dove 2V/3 è la lunghezza Bo della poligonale circoscritta di tre lati. 
In conclusione: 


Gli insiemi costituiti dalle lunghezze delle poligonali inscritte e circo- 


scritte alla semicirconferenza unitaria sono contigui. 
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APPROSSIMAZIONE LOCALE DI UNA FUNZIONE 
MEDIANTE FUNZIONI AFFINI 


Introduciamo due notazioni che ci torneranno utili in questo para- 
grafo e nei seguenti. Siano f e g due funzioni definite su un certo insieme 
A di cui ro è punto di accumulazione (7 Def. 3.2-2); supporremo 9g # 0 
per x # xo. La scrittura 


f=0(9), x to. 


(che si può leggere “f è o piccolo di g per x che tende a xo) sta a 
significare che 


È x 
lim {@) 0} 
ero g(x) 

Se 9g tende a 0 per x + xo e si ha f = 0(g). f tende a 0 più veloce- 
mente di g (si dice che f è un “infinitesimo di ordine superiore a g” per 
x To). 

Se g = 1, la notazione f = 0(9) significa semplicemente che f tende 
a 0 per x — xo. La notazione introdotta si estende. in modo ovvio, al 
caso in cui si consideri 7 — +00 oppure r — —c0. 


Alcuni esempi: 
sinvr=0(1),x 0, sinx-x=0(x),. cr +0, 
Inr=0(x), a + +o0c. 

Nelle stesse ipotesi su f e g, la scrittura 
f=0(9). r + xo, 


(che si può leggere “f è o grande di g per x che tende a xo”) sta a 
significare che esiste una costante positiva C' per cui 


f(2) 
g(x) 
per tutti gli x di un conveniente intorno di xo. In particolare f = O0(9) 
tutte le volte che f/g tende ad un limite finito L per x — xo. 

Alcuni esempi: 


sc «=  If(a)s Clg(a)| 


sina = O(1), r > +00, sinr=0(x),r-0, 
1+2x°=0(2°), r + +00. 


Le notazioni 0.0 sono chamate “notazioni di Landau”, dal nome del 
matematico tedesco E. Landau (1877-1938). 


Ciò posto. riprendiamo in esame un problema strettamente legato 
alla nozione di derivata di una funzione in un punto. Data una funzione 
f:I- Redun punto xo dell’intervallo I, ci domandiamo quale sia, tra 
tutte le rette del piano, quella che meglio rappresenta l’andamento del 
grafico di f in corrispondenza degli x prossimi ad zo. 

Per essere più precisi, ci domandiamo se è possibile trovare tra tutte 
le funzioni affini (= polinomiali di grado < 1) r + mx + q quella che 
meglio di tutte le altre approssima x + f(x) in un intorno di xo. 

Evidentemente il problema è posto ancora in termini piuttosto vaghi. 
perché non abbiamo chiarito cosa si debba intendere per approssimazione 
“migliore” di un’altra. 

Posto per brevità p(x) := mr +q, è chiaro che pretenderemo almeno 
che sia p(xo) = f(to). cioè che la retta grafico di p passi per il punto 
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Proposizione 7.2-1. p 


Dimostrazione S 


Figura 7.2-1. 

La funzione affine 

p(x) = m(x — xo) + f(2o) 
approssima f(x) in un intorno 
di xo con un errore che tende a 
0 più velocemente di 7 — ro se 
e solo se m= f'(xo). Il grafico 
della funzione x + p(r) è la 
retta tangente al grafico di f 


nel punto (co. f(xo)). 


(ro. f(0)). Se supponiamo f continua, la condizione p(x0) = f(o) si 
scrive anche 


lim [f(2) — p(2)] =0. 
TAT0 
Questa condizione è soddisfatta da tutte le funzioni p per cui p(x0) = 
= f(xo): l’ultima uguaglianza si scrive infatti 
P(cvo)=mxo+g=f(co) «=  9=f(r0)- mao. 
quindi p si scrive 
p(xr)= mr +q=mx+f(co) — meo =m(x — ro) + f(2o), 
e di conseguenza si ha 
f(x) — p(x) = f(@)- f(x0) — m(e — xo). 
L'ultima quantità tende a 0 per x + ro comunque si scelga m. 
Ci si chiede se è possibile scegliere m in modo tale che la differenza 


f(x) - p(x) non solo tenda a 0. ma tenda a 0 più velocemente di x — xo, 
cioè in modo che sia 


f(e)-p(a)=o0(x- zo). Tr zo. 
Si ha in proposito la 
Sia f:I-—- Runa funzione continua sull’intervallo / e sia 70° un punto 
di I. Si può determinare una funzione affine p(x) := mx + q tale che 
f(x) - p(x)=0(r- xo). r+ zo. 
se e solo se f è derivabile in ro. In tal caso p è data dall’espressione 
p(x) := f(c0) + f(r0)(x — zo). 
Abbiamo già riconosciuto che p deve scriversi nella forma p(x) = m(x — r0)+ 
+f(xo). affinché la differenza f(x) — p(x) tenda a 0. Noi vogliamo che sia 


im LO =P) _ jin {OSE - 20) _g, 
r_-T0 tC—.To TITO d — To 
ora, il rapporto scritto si spezza nella differenza 


a)- f(x 
ff) 
T_- To 
dunque il limite precedente sussiste se e solo se f è derivabile in xo e risulta 
f'(co)=m. © D 
A 


| b@)- flo) 
:_ 2 
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Da un certo punto di vista non abbiamo ottenuto niente di nuovo 
rispetto a quanto sapevamo circa l’esistenza ed il significato geometrico 
della derivata; è però cambiato il punto di vista: qui abbiamo concen- 
trato la nostra attenzione sull’equazione della retta tangente al grafico 
di f, mentre nel paragrafo 4.1 avevamo concentrato la nostra attenzione 
sul coefficiente angolare della stessa tangente. 


Se f è derivabile in ro si ha dunque 


f(x) -p(x)= f(x) -[f(co)+f"(ro)(r-x0)]=0(r—-x0), € + ro, 


o, in forma equivalente: 


f(x) - f(c0) = f'(c0)(r — ro) +0(xr — zo), r + ro. (1) 
A parole: 


Se f è derivabile in xo, la differenza f(x) — f(r0) è uguale, in prima 


approssimazione, al prodotto f'(xo)(x — ro). 


Per “piccole” variazioni della variabile indipendente esiste dunque, 
in prima approssimazione, una proporzionalità diretta tra la variazione 
della variabile indipendente e la corrispondente variazione della variabile 
dipendente: il numero f'(xo) ci fornisce il coefficiente di proporzionalità. 


Un pallone sonda viene gonfiato mediante un gas più leggero dell’aria 
fino a che il suo raggio assume il valore di 1.5 m. Si chiede di valutare, 
in prima approssimazione, la variazione subita dal suo volume se si in- 
troduce altro gas in modo che il raggio aumenti di 1 cm. 


Il volume della sfera di raggio r è dato da 
4 
V(r)= rr, 


da cui V'(r)=4rr?. Perr= 1.5 si ha V'(1.5) = 4r(1.5)? =47-2.25= 
= 28.274, quindi per la variazione di 1 cm subita dal volume si trova 


Ax47-2.25-0.01 = 0.28274m3. © DO 


Indichiamo con A la differenza x — ro: la funzione h + f'(c0)A (che 
fornisce la variazione dell’ordinata di un punto sulla retta tangente in 
corrispondenza della variazione A dell’ascissa: | fig. 7.2-2) è il differen- 
ziale di f in xo. Si pone 


dfrr:h f'(co)h, heR. 


Dunque df., è una funzione lineare dell'incremento h; essa fornisce 
un’approssimazione della variazione f(co + h) — f(ro) con un errore che 
è o(h), cioè tende a zero più velocemente di h. Se f è derivabile in ogni 
punto x € I, si può considerare il differenziale in x : 

dfs(h)= f(c)- hi 
molto spesso l’indice x si omette e così pure la variabile h: si scrive 
cioè df = f'(x)- h. È di uso corrente scrivere dx al posto di A (o di 
qualunque altra lettera che serva ad indicare l’incremento della variabile 
indipendente). La logica di tale sostituzione è la seguente: per la fun- 
zione identità f(x) = x si ha f(x) = 1, e dunque la notazione completa 
dx(h)=1-h= hdiventa de = h. In definitiva df = f'(a)dx. 
A questo punto si ottiene 


pa)=£. 


che formalmente è la notazione di Leibniz per la derivata (f par. 4.1). 
Occorre però fare attenzione perché il rapporto scritto non può essere 
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I I 
Ù I 
— di __ L_ __ —___ 


To to+h 


Figura 7.2-2. 
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Il differenziale di f in xo è la funzione h+ f'(ro) - h; si tratta della funzione lineare rispetto 


all’incremento A che meglio approssima la variazione f(xo + A) — f(o). 


interpretato come un rapporto tra due costanti: infatti il denominatore 
è un qualunque numero (# 0), mentre il numeratore è il valore che la 
funzione df, assume in corrispondenza. La notazione completa è dunque 


f"(2) 


_ dfe(da) 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


7.2-1. Si verifichi che f = o(g). per x — xo. 
implica f = O(9) ma non viceversa (si costruisca 
un controesempio). 


7.2-2. Siano f.g,h: A+ R. xo un punto d’accu- 
mulazione di A, e g, è siano diverse da 0 per x # 
xo. Si verifichi che una qualunque delle condizioni 


a) f=0(9).g=0(h): 
b) f=0(9).g=0(h): 
c) f=0(9),g= 0(h), 


implica che f = o(h). per x — ro. 


7.2-3. Sia f:I- R. dove l'intervallo I contiene 
l'origine; si verifichi che f = 0(x?), a — 0, im- 
plica f = o(x), ma non viceversa (sì costruisca un 
controesempio). 


7.2-4. Sia f:I- Runa funzione derivabile in 
xo € I. Si verifichi che, in generale, non è possibile 
trovare un polinomio p(x) = ma + gq tale che sia 
f(x) — p(x) = o(x — z0)?, per ® + xo. 


7.2-5. Procedendo come nell'esempio 7.2-1 cal 
colare, in prima approssimazione, la variazione 
subita da ciascuna delle funzioni seguenti in cor- 
rispondenza di una variazione della variabile in- 
dipendente: 


a) l’area A(r) del cerchio di raggio r: in particolare 
si prenda r=2 m, h:=Ar=1cm: 

b) la superficie S(r) della sfera di raggio r: in par- 
ticolare si prenda r = 2 m, h:= Ar=2 cm. 

c) il volume V(r) del cilindro equilatero (cioè aven- 
te altezza uguale al diametro di base) di raggio 
di base r; in particolare si prenda r = 50 cm, 
hi=Ar:=i{1.0mi; 

d) la superficie totale S(r) del cilindro considerato 
nel precedente punto c). 


7.2-6. Per ciascuna delle funzioni seguenti, scri- 
vere l’equazione del polinomio 


p(x) = f(c0) + f'(co)(x — 20) 
nel punto xo indicato: 
a) f(a):=V1+%, %0=0; 
b) f(x):=cosz, zo0=0; 
c) f(2):=sinz, ro=0; 
d) fla):=e, co=0; 
e) $(2):=inx, co= 
f) f(x):=ln(1+%), z0=0; 
8) f(x):= resine, xo =0; 


h) £f(x):=arccosr, z0=0. 
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POLINOMI DI TAYLOR 


Il problema trattato nel paragrafo precedente ammette una generaliz- 
zazione naturale: dati f : I + R ed il punto xo € /, si vuole approssi- 
mare f mediante una funzione polinomiale di grado non superiore ad un 
valore n assegnato. 

Abbiamo appena esaminato il caso n = 1. Per semplificare al mas- 
simo le notazioni, supponiamo che sia xo = 0: se il punto che ci interessa 
fosse ro # 0. potremmo sempre operare un cambiamento di variabile 
introducendo la nuova variabile t := x — xo. 

Un polinomio di grado al più n si scrive 

Pn(x) := a0+a1r+a22° +...+0n0"; 
nel paragrafo precedente abbiamo trovato che il “miglior” polinomio pi 
è dato da 


pi(x) := f(0) + f(0)2. 
rappresentato dalla retta tangente al grafico nel punto (0, f(0)). ed ab- 
biamo trovato 

f@)-p@)= 0), 7-0. 


Aumentando n, ad esempio passando da n = 1 a n = 2, aumenta 
l'insieme delle funzioni a disposizione per approssimare f. Le funzioni 
del tipo 


p2(x) := av + a1r + a2x? 


sono rappresentate da rette non parallele all’asse delle ordinate se ao = 0 
oppure da parabole con asse di simmetria parallelo allo stesso asse se 
ag # 0. La maggiore flessibilità delle curve a nostra disposizione lascia 
sperare che l’errore f—p2 possa tendere a zero più velocemente dell’errore 
f -— pi. ad esempio si può cercare di scegliere po in modo che sia 


f(@)-p2(x)=0(x°). x-0. 


Supponiamo f due volte derivabile nell'origine. Il polinomio pi (x) = 
= f(0) + f'(0)x è legato alla funzione f dalle uguaglianze 


p:(0)= f(0). pi(0) = f"(0). 


Vediamo se è possibile scegliere i coefficienti del polinomio po in modo 
che risulti 


p2(0) = f(0). p2(0)= f(0). »2(0) = £"(0). (1) 
Le uguaglianze scritte si traducono subito nelle equivalenti 
ao=f(0). a1=f"(0). 2a2= f"(0): 


dunque occorre scegliere i valori 


av=i(0), a1ri=f7(0), apt 51") (2) 
ottenendo in definitiva il polinomio 
pa (€) := (0) + S(0)2 +3 S"(0)2?. (3) 


Si osservi che po è la somma di p; più il termine di secondo grado 


(1/2)f"(0)2?. 


Consideriamo la funzione f(w) := e”; sappiamo che tutte le derivate di 
e” sono uguali alla stessa funzione: dunque (D”e?),-o = 1 per ogni n. 
Per il polinomio po si ha dunque l’espressione 
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Figura 7.3-1. 

Il polinomio 

p2(xr) =1+x+x?/2 
rappresenta la parabola 

che ha un contatto “del 
secondo ordine” con la curva 
esponenziale y = e” nel punto 
(0,1); ciò significa che per 

x = 0 il polinomio stesso ha 
le medesime derivate della 
funzione esponenziale fino al 
secondo ordine. 


Proposizione 7.3-1. > 


Dimostrazione SD 


p2(x)=1+x+2?/2. © 0 


Veniamo al caso generale: 


{ Sia f:I1— Runa funzione n- 1 volte derivabile sull’intervallo / conte- 


e 


nente l’origine ed n volte derivabile nella stessa origine; l’unico polinomio 


Pn(x) := a0 + 010 + aria 


i che verifichi le n + 1 condizioni 


Pn(0) = f(0). ph(0)=f(0). .... pI(0) = f(0), 
sibi (D*p.\0)=(2°f)(0), &=0,1,., n. si scrive 
D? f)(0 D” f)(0 
pala) = SO) + (DIO) + a a 
EI 0), . 
Per tale nta risulta 
f(2) — pn(e)=0(1"), x-0. (5) 
Nella scrittura impiegata s'intende che D° f = f (la derivata di ordine 
zero è la funzione stessa) e si è anche utilizzata la convenzione 0! = 1 
(T par. 1.6). 


Il polinomio ottenuto è il cosiddetto polinomio di Taylor di grado n 
relativo al punto x = 0: alcuni testi preferiscono parlare di polinomio di 
Taylor quando il punto xo è # 0, mentre usano la terminologia polinomio 
di MacLaurin nel caso in cui ro = 0. 

I nomi usati onorano i due matematici inglesi Brook Taylor (1685- 
1731) e Colin MacLaurin (1698-1746) a cui si deve l'introduzione dei 
polinomi considerati. 


Noi useremo unicamente la denominazione “polinomi di Taylor”. 
Sia pn(x) := a0 + a1x + a21° + ...+ ana” un generico polinomio: si trova 


facilmente che (D*pn)(0) = k!ax per ogni & = 0,1,...,n. Dunque volendo che 
sia 


D*p,)(0) = (DÈ f)(0). 
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occorre scegliere 

k 
_ (D°S(0) 

e a: 
ottenendo così necessariamente il polinomio dato dalla (4). 
Verifichiamo ora che 

im Î@ Pa) _ 0 

x_-0 pato 
cioè la (5). Osserviamo a questo proposito che il polinomio pn si ottiene 
dall’analogo polinomio pn--1 mediante l’aggiunta dell’ultimo termine: 


n n-l 


DE 0 7 DE 0 5 D=f 0 
Pn(c) = è, IO i = d, i, E (e LD Li 1 
Dunque 
Sx) — pale) _ f(©) — par(®) _ (D"f(0) 
gs” an n! . 


e la nostra tesi diventa dunque 
tim {E = Pas (2) _ (DONO) 
x—-0 o n! 


Se si tiene presente che il polinomio pn-1 verifica le n uguaglianze 
S(0) = pn-1(0).  (Df)(0) = (Dpn_1)(0), ..., 
(D"7! f)(0) = (D"'pn-1)(0). 


si riconosce che l’ultimo limite può essere calcolato mediante ripetuta appli- 
cazione della regola di L’Hòpital. Dopo n—-1 derivazioni si perviene al rapporto 


(D"71 f)() — (D" 7 *pn_1)(2) 
n(n—-1)...3-2-x 


Ora la derivata di ordine n — 1 di un polinomio di grado n — 1 è costante, 
e dunque 


(D"pn-1)(2) = (D"*pa-1)(0) = (D"f)(0). 


In definitiva l’ultimo rapporto scritto è il rapporto incrementale della fun- 
zione a + (D”7! f)(x). a meno del fattore n! che compare a denominatore: 


(D°71f)(x) — (D"!pn_1)(c) _ 1 (D°"f)(e) — (D" 1 f)(0) 
n(n—-1)...3-2-x n! x 


che tende a (D” f)(0)/n! per la definizione stessa di derivata. @ O 


D'ora in poi indicheremo col simbolo 7, (x) il polinomio di Taylor di 
un’assegnata funzione f: 


P(e)= % (DPI) a (4/) 


"e kl! 
Se si pone 
fa) = f(0)=T(£). (6) 


il risultato ottenuto si scrive 


n k 
fa)=Y PIO ir (e), 1) 
k=0 
con 
Tae) = 02°), c+0 (8) 


La (7) è la formula di Taylor che esprime f come somma di un poli- 
nomio approssimatore più un resto r,, di cui si conosce il comportamento 
perr— 0. 
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|p Esempio 7.3-2. 


Figura 7.3-2. 

I polinomi di Taylor della 
funzione f(x) := 1/(1- x) 
(grafico bianco su fondo grigio), 
relativi al punto ro = 0, 
coincidono con le somme 
parziali della serie geometrica. 
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È chiaro che il risultato ottenuto vale anche se to non è 0: basta 
sostituire dappertutto ro al posto di 0 , cioè scrivere x — ro al posto di 
x: avremo dunque il polinomio di Taylor 


Tr(a) := > (D*Î)(20) (x — xo), (4) 


e per rn(x) := f(x) — Tr(x) si avrà la stima 


rn@)=0l(2— 0)". #0. ®) 


Nell’esempio 6.1-3 abbiamo trovato che la somma della serie geometrica 
1+r+r2+...+a"+...è 
1 
= —, <IL 
f@):= —, per ll 
Calcoliamo i polinomi di Taylor di quest’ultima funzione, scegliendo 
xo = 0. Scrivendo f nella forma f(x) = (1— x)! è facile dedurre, 
mediante ripetuta derivazione, 
(D*f)(e)=ki(1-x)F* &« (D*f)(0)=k!, VaEN. 
Dunque per il polinomio di Taylor T,, si trova 


RI L_ NM 
T.(t) = = o=1+2+...+2". 


In altri termini: T,.(c) = sn, vale a dire il polinomio di Taylor di 
grado n è la somma parziale di indice n della serie geometrica. © D 
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|p Esempio 7.3-3. 


Figura 7.3-3. 

Grafici dei polinomi di 
Taylor di grado < 4, relativi 
alla funzione esponenziale 
f(x):= e” ed al punto ro = 0. 


|p Esempio 7.3-4. 


© 88-08-1148 
Riprendiamo in considerazione la funzione f(x) := e* dell'esempio 1. 
Come abbiamo già osservato, tutte le derivate della funzione esponenziale 
valgono e”, dunque per x = 0 esse valgono 1. In definitiva si trova 


LI - FA 
hlo=),g=d+e+g7ta 
k=0 i 


n 


x 
5) qlk 


abbiamo ritrovato la somma parziale n-sima della serie esponenziale con- 
siderata nell'esempio 6.2-3. © D 


Sia f(x) := sinx. xo := 0. Abbiamo i dati seguenti: 


f(a)=sine > f(0)=0. 
Df(x)=cose > (Df)(0)=1. 
D°f(xr)=-sine => (D?f)(0)=0, 
D°f(xr)=-cosr > (D3f)(0)=-1; 


a questo punto è inutile proseguire oltre: un'ulteriore derivazione forni- 
rebbe di nuovo la funzione sin x da cui eravamo partiti. Se si ordinano in 
sequenza le derivate della funzione seno calcolate nell’origine si ottiene 
dunque la quaterna (0.1.0 — 1) ripetuta ciclicamente. Ne segue 


To(x)=0, Ti(x)=T2(x)=%, 
vela " Ts(x)=Ts(x)=x- H A n 


e così via. In generale si ha. per ogni naturale n, 
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ci 2k+1 


Tan+1(0) = Tan+2(2) = LOD'reni 


Come si vede, i polinomi 7,, della funzione seno contengono soltanto 


potenze dispari di x, e dunque ciascuno di essi è una funzione dispari, in 
accordo col fatto che la funzione seno è dispari. © D 


Figura 7.3-4. 

Grafici dei polinomi di Taylor 
di grado < 7, relativi alla 
funzione f(x) := sinr e al 
punto ro = 0. 


|b Esempio 7.3-5. Sia f(x) := cosz, xo := 0. Si può procedere in modo del tutto analogo 
a quello del precedente esempio. Si trova 


To(x)=T1(2)= 1, 


x 
T2(x)=Ts(x)=1- DI 
sp 
Ty(a)=T5(x)=1- DI na x 
e così via. In generale si ha, per ogni naturale n, 
n L 12 
Tale) = = _ i 
dn (0) = Tm LOT 


Come si vede, i polinomi T,, della funzione coseno contengono soltanto 
potenze pari di x e dunque ciascuno di essi è una funzione pari, in accordo 
col fatto che la funzione coseno è pari. © D 


|D Esempio 7.3-6. Perla funzione f(x) := In non è possibile scegliere ro := 0. Si preferisce 
allora traslare a sinistra il grafico della funzione logaritmica considerando 
la funzione f(x) := In(1+ x), x > —1, e porre nuovamente o := 0. 
Dall’uguaglianza 


Di@)= 7 =(1+2)" 


segue facilmente 
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Figura 7.3-5. 

Grafici dei polinomi di Taylor 
di grado < 6 relativi alla 
funzione f(x) := cosr e al 
punto ro = 0. 


Resto della formula di Taylor 
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(D°f)(x)=-(1+2)7?, (D°f)(2)=(-1(-2)(1+2)7, 
e in generale 
(D* f)(2) = (-1)7!(k— DI(1+2) 7, 
da cui 
(D*f)(0)=(-1)FH(k-1)l, VE>I 
Poiché f(0)=ln1=0, si trova 


° ak DI L_© er, 
ma)= nere lielyyirt 
k=1 ° le 
2 3 0° 
= Pa è © 


Le informazioni che possediamo sul resto rn = f — T, sono piuttosto 
scarse: ad esempio, esse non ci consentono di valutare l’errore commesso 
quando prendiamo 7, al posto di f. In altri termini, se si prende 7,, come 
approssimazione di f su un intervallo I contenente ro, si commette un 
errore che non supera la quantità 


sup{|f(x) an Tn(£)|; re I}. 
ma attualmente non disponiamo di alcuno strumento per il calcolo di 
questo errore. 

Un suggerimento al riguardo ci viene dal teorema del valor medio. 
Osserviamo innanzitutto che la quantità f(x0) non è altro che il poli- 
nomio po(r) (geometricamente: tra tutte le rette parallele all’asse delle 
ascisse, quella passante per il punto (xo. f(x0)) è la migliore approssi- 
mazione del grafico f). Dal teorema citato segue che 

f(x) — f(c0) = f(©) — po(1) = f(E)(1 — zo): 
quindi se / è l’intervallo (xo — 6.0 + $). é > 0, e [f'(x)| < M su I, si 
trova 
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Figura 7.3-6. 

Grafici dei polinomi di Taylor 
di grado < 5 relativi alla 
funzione f(x) := In(1+x)eal 
punto ro = 0. 


Resto nella forma di Lagrange 


Proposizione 7.3-2. D 


Iro(e)| = |f() — po(2)| £ M - 6. 


La generalizzazione naturale del teorema del valor medio è costituita 
dalla seguente 


Se f:I— Rèn+1 volte derivabile su / e xo € I, allora per ogni x € I 
si può trovare un punto £, interno all’intervallo di estremi xo e x, per cui 


n+1 
Ta(c) = f(x) —_ T.(x) SS Si 


dove s’intende che 7, è il polinomio di Taylor relativo al punto xo. 


(1 — 20)", (9) 


Non daremo i dettagli della dimostrazione della proposizione prece- 
dente; essa segue dalla ripetuta applicazione del “teorema degli accresci- 
menti finiti” (7 Prop. 4.5-3) al rapporto 

Pn(x) _ f(x) — Tn(2) 

qnt gntl 
tenendo presente che tanto il numeratore quanto il denominatore si an- 
nullano in ro assieme con le derivate fino all’ordine n incluso. 


Sostituendo nella formula di Taylor (7 formula (7)) l’espressione (9) 
del resto si ottiene 


f(x) =Tn(0) + rn(2) = 


(DE) 


Se xo)"t!. (10) 


= xo) + 


Abbiamo così ottenuto la formula di Taylor con resto in forma di 
Lagrange. Mostriamone subito un’utilizzazione: 
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|p Esempio 7.3-7. Vogliamo valutare l’errore che si commette quando si sostituisce la fun- 
zione f(x) := sin con il polinomio T3(x) := x — x3/6 (7 esempio 4) 


sull’intervallo |x| < 1/10. Poiché 73 = Tx, si ha 


9 1 
rs(e)=ra(e)= Foosé, Jel< 7, 


da cui 
5 1 
trae) < EL joosg] < 


RNA © #10 TL 
= 120 = ae cai: 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


7.3-1. Si dimostri che se T, è il polinomio di 
Taylor (di grado < n) relativo alla funzione f e al 
punto xo, la sua derivata DT,, fornisce il polinomio 
analogo di grado < n — 1: DT,.(x) = Tn-1(2). 

Si verifichi l’affermazione precedente nel caso delle 
funzioni 7 + sinrxer+ cos. 


7.3-2. Si compia un calcolo analogo a quello del- 
l'esempio 7.3-7, con T; al posto di 73. 


7.3-3. Si valuti l’errore relativo alla sostituzione 
di f(x) := e” con T(r)=1+x+ 2/2 nell’inter- 
vallo 0 < x < 1: stesso problema per T3(x) = 
=1+r+x2/2+x8/6. 


7.3-4. Si valuti l’errore relativo alla sostituzione 
di f(x) := In(1+ x) con To(x)=x—- x2/2 nell’in- 
tervallo |x| < 1/2; stesso problema per T3(x) = 
=rx-x2/2+ 3/3. 


7.3-5. Si calcoli il polinomio di Taylor 7? relativo 
alla funzione f(x) := V1+<% e al punto iniziale 
to := 0; si valuti l’errore relativo alla sostituzione 
di f con 7» sull’intervallo |x| < 1/10. 


7.3-6. Sia f:I- Rexun punto fissato di I. 
Indicando un punto variabile in / con la notazione 
x+h (qui la variabile è l’incremento hh), si verifichi 
che il polinomio di Taylor di grado n si scrive 


/ h? 7] h" (n) 
hw f(a)+hf (2) + 7f ()+...+ Sf (2). 


7.3-7* Sia f : I — KR una funzione due volte 
derivabile con continuità sull’intervallo I. Fissato 
x interno ad I, se é > 0 è abbastanza piccolo in 
modo che l’intervallo [x — é, 7 + é] sia contenuto in 
I, la derivata seconda è limitata in valore assoluto 
nell’intervallo [e 6, r+6] (perché?); se ne deduca, 
utilizzando la formula di Taylor con resto nella 
forma di Lagrange, che 


f(cr+h)= f(x)+hf'(x)+0(h2), 


e dunque 


h4+ 0, 


fc +h)— f(2) 
h 
A parole: il rapporto incrementale differisce dalla 
derivata prima per una quantità “del primo or- 
dine” rispetto all'incremento h. 


= f(r)+O(h)., h-0. 


7.3-8* Sia ancora f : I + R., ma questa volta 
supponiamo che f sia tre volte derivabile con con- 
tinuità. Allora si ha, per h + 0, 


2 
f(c+h)= f(a)+hf'(a) + SP") + O(h3). 


Scrivendo —A al posto di A si ottiene 


h? 
f(x —h)= f(a)-hff(2)+ gf (©) +0(h5). 
Se ne deduca che 
f(r+h)- f(e-h) 
2h 
A parole: il rapporto incrementale bilaterale (7 
problemi 4.5-6 e 4.5-7) differisce dalla derivata 


prima per una quantità “del secondo ordine” ri- 
spetto all’incremento À. 


= f(x) +0(h?). 


7.3-9* Nelle stesse ipotesi del precedente proble- 
ma, si dimostri che 


cn ii = f"(x)+0(h), 
perh— 0. 


7.3-10* Data una funzione f due volte derivabile 
con continuità su un intervallo /, dalla formula di 
Taylor con resto nella forma di Lagrange 

£" (o) 

f(x) = f(x0)+f"(r0)(e-z0)+ — la)" 
dedurre che se f è convessa (rispettivamente con- 
cava) il suo grafico giace al disopra (rispettiva- 
mente al disotto) della tangente al grafico stesso 
in un qualsivoglia punto xo € I. 
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SERIE DI TAYLOR 


L’esame dei grafici dei polinomi di Taylor T,, relativi ad un’assegnata 
funzione f : A —+ R, che supponiamo derivabile tante volte quante si 
vuole in un intervallo A della retta reale, e al punto xo € A, sembrano 
approssimare f, in prossimità di ro, tanto meglio quanto più il grado n 
è elevato. 

È dunque naturale chiedersi se esiste un intorno I di xo, I € A, tale 
che per tutti gli x € I si abbia 


Jim Tr (2) = f(2). a) 


La relazione (1) è certamente soddisfatta per x = xo, in quanto in 
tale punto tutti i polinomi T,, valgono f(x0). La domanda che abbiamo 
posto ha dunque interesse per x # ro. 

Poiché 


FO (20) 
n! 


n 


Ta(®) = aa) ‘E (e = Lo) : 


la successione dei polinomi di Taylor coincide con la successione delle 
somme parziali della serie di Taylor 


M(x 
VO (n) DÌ 


er n! 
relativa alla funzione f e al punto iniziale x = zo. 
La relazione (1) significa dunque che la serie di Taylor non solo con- 
verge nel punto r, ma la sua somma coincide con il valore nello stesso 
punto della funzione f che ha generato la stessa serie: 


(n) 
So (220) = fa). (1) 


n! 
n>0 


La serie di Taylor è una serie di potenze nella variabile x — ro; quanto 
sappiamo dal paragrafo 6.3 ci assicura che la (2) ammette un raggio di 
convergenza r che può essere nullo, positivo oppure infinito. Il primo 
caso non ci interessa, avendo supposto x # xo: nel secondo e nel terzo si 
tratta di verificare se, per gli x # ro dell’intorno del punto xo in cui la 
serie converge, la sua somma restituisce la funzione f inizialmente data, 
oppure no. 

Prima di procedere oltre fissiamo in modo formale i concetti in- 
trodotti. 


Sia f : A+ Runa funzione infinitamente derivabile nell’intervallo A C 
R. e sia ro un punto interno ad A. La serie 


(n) 
LA Gar 
n>0 ù 


si chiama serie di Taylor relativa ad f e al punto iniziale #0. La funzione 
f si dice sviluppabile in serie di Taylor nell’intervallo I C A, dove xo € I, 
se per tutti gli x € I si ha 


(n) 
De i &@-20)= (2). 


n>0 


Il primo risultato, abbastanza sorprendente, riguarda il fatto che 
esistono funzioni f che producono serie di Taylor convergenti ad una 
funzione somma diversa da f in tutti i punti tranne il punto iniziale. 
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Sia f: R-— R definita ponendo 


Haifa 


Poniamo xo = 0 e calcoliamo i relativi polinomi di Taylor. Calco- 
liamo la derivata a destra di f nell’origine: 


—1/2? i È 


fi(0) = lim — = 


iO = 
0 x t-+00 et? 


ser=0. 
altrimenti. 


dove abbiamo operato il cambiamento di variabile x = 1/t. Applicando 
la regola di L’Hòpital troviamo subito che la derivata a destra è nulla. 
Poiché f è pari, anche la derivata a sinistra è nulla, dunque f'(0) = 0. 
Dunque 7 (x) = 0. 

Proseguendo allo stesso modo si trova che tutte le derivate della 
funzione f nell'origine sono nulle: per il relativo calcolo si è condotti al 
prodotto di un polinomio nella variabile 1/x per la funzione e-!/ 2°. il 
cambiamento di variabile x = 1/t seguito dall’applicazione della regola 
di L'Hopital fornisce in ogni caso un risultato nullo. 

Conclusione: tutti i polinomi di Taylor sono nulli e dunque è nulla 
anche la somma s(x) della serie di Taylor; si ha s(x) = 0 # f(x) per 
tutti gli x diversi da 0. 

Si osservi che il raggio di convergenza della serie di Taylor è +0c, 
ma la funzione f non è sviluppabile in alcun punto diverso dal punto 
iniziale. © D 


Nel paragrafo precedente (7 formula (6)) abbiamo chiamato resto 
della formula di Taylor la differenza tra f e Th: 


Tn(x) = f(x) — In(a). 
È chiaro che la relazione (1) si può scrivere ancora 
lim race) =0. (1°) 


nA++t 


In altri termini: f è sviluppabile nel punto x se, in tale punto, la . 
successione dei resti n + rn (x) tende a 0. 

Si osservi il diverso punto di vista rispetto a quanto abbiamo fatto 
nel paragrafo 7.3, nel momento in cui abbiamo introdotto il concetto di 
resto n-simo. Allora abbiamo fissato un indice n e ci siamo chiesti quale 
fosse il comportamento di r, (x) al tendere di x a ro. Adesso fissiamo 
un x # xq e ci chiediamo quale sia il comportamento della successione 
n rn(x) al tendere di n a +0c: in particolare ci chiediamo se tale 
successione sia infinitesima. 

È relativamente raro poter verificare direttamente la (1), cioè veri- 
ficare che T, (x) tende a f(x) per tutti gli x di un certo intorno di xo: 
nella maggior parte dei casi si cerca di dimostrare che r, (7) tende a 0 per 
n + +0c sfruttando una qualche rappresentazione del resto, ad esempio 
quella fornita dalla cosiddetta forma di Lagrange (| Prop. 7.3-2). 


Un caso in cui si presenta la prima alternativa è fornito dal seguente 


Consideriamo ancora la funzione f(x) := 1/(1— x). x # 1 (7 esempio 
7.3-2): sappiamo che il polinomio T,,(x) relativo al punto iniziale xo = 0 
si scrive 

Tor) =1+r+r?+...+2". 


In altri termini: la serie di Taylor della funzione f non è altro che la 
serie geometrica di primo elemento 1 e ragione x, che sappiamo conver- 
gere alla somma 1/(1—x)= f(x) see solose-1<x<1. 
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Conclusione: 


La funzione f(x) = 1/(1-x) è sviluppabile in serie di Taylor di punto 
iniziale xo = 0 nell’intervallo / = (-1,1): 


1 n 
ins i. PI ola i 
n2>0 


Un caso in cui si presenta invece la seconda alternativa è fornito dal 
seguente 


Consideriamo la funzione esponenziale f(x) = e”. Dall’esempio 7.3-3 
sappiamo che la serie di Taylor di punto iniziale xo = 0 è semplicemente 
la serie esponenziale DST x" /n!, e dall’esempio 6.3-2 sappiamo che tale 
serie è assolutamente convergente per ogni x reale. Vogliamo dimostrare 
che la somma della serie esponenziale è proprio la funzione e”, cioè la 
funzione esponenziale è sviluppabile in serie di Taylor per ogni x reale, 
completando un risultato parziale, relativo al valore x = 1, che avevamo 
ottenuto nell'esempio 6.2-3. 

Ricordiamo che una successione del tipo n + a” /n! (0, che è lo stesso, 
nu a"*1/(n+1)!) è infinitesima per ogni a > 0; l'abbiamo dimostrato 
nel problema 3.7-11, così come possiamo ricavarlo indirettamente, dal 
fatto che si tratta del termine n-simo di una serie convergente, cioè la 
serie esponenziale Y7,,>@"/n!. 

Ciò posto, sia inizialmente x > 0: in base all'espressione del resto 
secondo Lagrange abbiamo 

n+1 n+1 
Taa)= Turi” = dD<erala)< Del 
(abbiamo sfruttato il fatto che da 0 < € < x segue ef < e”) e l’ultima 
quantità tende a 0 per n + +0c per l'osservazione fatta poco sopra. 
Analogamente, per x < 0 abbiamo ancora 
qnt! 


malo) DI 3 


ma questa volta si ha x < € < 0. Ne deduciamo, sempre sfruttando la 
crescenza della funzione esponenziale, 
io a ge 
(n+1)! (n+1)! (n+1)! 
e l’ultima quantità tende ancora a 0 per la ragione già vista. 
Conclusione: 


La funzione esponenziale è sviluppabile in serie di Taylor di punto 
iniziale xo = 0 per ogni x reale: 


es= Se fa, Va € R. 


n>0 


Consideriamo la funzione f(x) = sinrx. Da quanto abbiamo visto nel- 
l'esempio 7.3-4 sappiamo che la serie di Taylor di punto iniziale l'origine 
si scrive 
3, in 5 
n>0 (2n + \! 

Sfruttiamo ancora l’espressione del resto secondo Lagrange, e tenia- 
mo presente che le derivate della funzione seno, in valore assoluto, non 
possono superare 1. Allora 
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pt RA ent! 
Tn(x) = G+DI îi () > Ino) < G+DI' 
e l’ultima quantità tende a 0 per n + +cc per la ragione già vista 
o nell’esempio precedente. 
L Ja Laboratorio 7.4-2 Il ragionamento relativo alla funzione coseno è identico. 


Conclusione: 


Le funzioni seno e coseno sono sviluppabili in serie di Taylor di punto 
iniziale xo = 0 per ogni x reale: 
g2n+1 


sing = » CL Gneo 


n>0 


Va € R. 


|D Esempio 7.4-4. Sia f(x)=ln(1+%x),x > -1, ro =0. Abbiamo già trovato (] esempio 
7.3-6) 


2 3 n 
D x % 
In(1+x)=x- —+T+...+(-1)9!— +rn(2), 
(1+2)=2-D+5 IT + ra (0) 
quindi la serie di Taylor relativa alla funzione in esame si scrive 
a” 
DAG 
n>1l a 
Tuttavia la formula di Lagrange applicata a rn non consente di indi- 
viduare l’intervallo di sviluppabilità della funzione f. 
Procediamo con un artificio; poiché la derivata di In(1+ x) vale 
1/(1+ x), abbiamo 
È di 
o 1+t 
Cerchiamo di scrivere in modo utile l’integrando 1/(1+#). Sommando 
e sottraendo a numeratore una medesima quantità, possiamo scrivere 
I lala+6e9*_ 


L-4% dae 


In(1+2)= 


cor 
IE 


Abbiamo sfruttato l’uguaglianza (3”) del paragrafo 1.6. Integrando 
tra 0 e x l'uguaglianza ottenuta si ha 


CS SR 


* 
In(1 =] —= 
n(1+%) fr 
x x ti)" 
= 1-t+t°+...+(-t)"-) dt J ( db= 
(0: EEA sua 
s © gn © (-t)" 
=ge- bha tb de= 
si E i + 


= Tn(c) + rn(2). 
In definitiva abbiamo ottenuto un'espressione integrale per il resto 
T n T A 
(> a dt = -1 È dt. 
n) = f uf 


Vogliamo dimostrare che rn (x) tende a 0 per n — +00 se e solo se 
x € (—1,1). Sia innanzitutto x > 1. Abbiamo 
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T DAL 1 T 1 n 
Irn(©)| =] dt > J t" dt = A 
L JI Laboratorio 7.4-3 Verifichiamo che la successione n + x” /n diverge positivamente per 
T > 1. Posto infattix = 1+d.d> 0. si trova, in base alla formula del 
binomio, 
n n n n(n-1) 
= {ld =1 d d+...>|)d= —— d. 
x" =(1+d) +(1) +(5) + 9 5 
Dunque 
x" _n(n-1) , n-1po 
— > ——_- d°= — d‘, 
n 2n 2 
e l’ultima successione scritta diverge positivamente. 
Esaminiamo la situazione per —1 < x < 1. Tenendo presente che t” 
ha segno costante nell’intervallo di estremi 0 e x, possiamo applicare il 
teorema della media integrale nella sua forma generalizzata (7 problema 
5.3-6) ed ottenere 
a iL T —1)f n+1 
REA TR a 
1+€ Jo (n+1)(1+€) 
con £ opportuno compreso tra 0 e x. Sia dapprima —1 < x < 0; il 
minimo valore di 1+ € è 1— |x|: esso è raggiunto solo per € = x. Dunque 
|e|®+! 1 
Tn) 7-aT7Ta Sa di 
IP (©)] (n+1)(1+€) 7 (n+1)(1- 2) 
l’ultima quantità tende a 0 per n + co. Infine se 0 < x < 1 si ha 
1 1 
Ta) TT - £ ——_ 
[ra (©)] S (n+1)(1+€) n+1 
e ancora si ottiene la convergenza a 0 della successione n + rn(q). 
Conclusione: 
La funzione x + In(1+ x) è sviluppabile in serie di Taylor di punto 
iniziale ro = 0 se e solo se x € (—1,1]: 
bi 
l — 1), —1,1|. 
n(1+2)=) (-1) — Vee(-1,1) 
n>1l 
Serie logaritmica La serie appena scritta si chiama serie logaritmica; il fatto che per 
x > 1 il termine n-simo non tenda a 0 ci assicura che il suo raggio di 
convergenza vale 1. 
Si osservi che per 0 < x < 1 essa verifica le ipotesi del teorema 
di Leibniz (î Prop. 6.3-1): per x = 1 si ritrova il risultato ottenuto 
nell’approfondimento seguente l’esempio 6.3-1: 
TER ar 
ln2=1--+--- 
n 9 sia ad = 
|p Esempio 7.4-6. Sia f(x) = arctanr. Questa funzione può essere studiata esattamente 


come quella dell'esempio precedente. Poiché f'(x) = 1/(1+?), abbiamo 


LT 
1 
arctanz = f — dt. 
o 1+t? 


Se il numeratore della funzione integranda viene scritto 
1-(-1)"t"+(-1)"t?", 


si può ottenere l’uguaglianza 


1 
14 #2 


n 


SUS 4 Ser _]\n-1,2n-2 17 
t+t0+...+(-1)”74t +(-1) Tp 
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da cui integrando da 0 a x 
3 5 
I x 12 


rss L4y 4 fee 
arcano =r- + C+ +4 e 


+ fa 
o 1+t? 


= Ton-1(2) + Tan-1(0). 


2n-1 


Si osservi che Tan-1(r) è una funzione dispari al pari di f. Basta 
dunque studiare il comportamento di ran-1(7) per x > 0 fissato e per 


n_- +00. 
Se r > 1 si ha 
T tn 
dt > 
i 1+t2 
1 a2n+1 


nea be db= 
ra 1( )| 1 =/ 


1+222n+1’ 
e l’ultima quantità diverge positivamente per n + +00, in base a quanto 
abbiamo dimostrato nel precedente esempio. 


Se invece 0 < x < 1, si può scrivere 
gant1 1 


T 
3 <| t?"dt= Si i 
Iran I < f 2n+1 = 2ntl 


e l’ultima quantità tende a 0 per n + +00. 


Conclusione: 


La funzione x + arctanx è sviluppabile in serie di Taylor di punto 
iniziale ro = 0 se e solo se x € [-1, 1]: 


Ve e [1,1]. 


arctanx = ba 
>O 


Consideriamo la funzione f(x) = (1+x)®. Se a è un intero positivo, 
sia a = n, allora f è un polinomio che può essere scritto utilizzando la 
formula del binomio (7 formula (7), App. 2). 


Supponiamo dunque a reale ma non naturale: a € R\Nex>-1. 
Si trova senza difficoltà: 
FP (2)=a(a-1)(a-2)...(a-n+1)(1+ x)" 
da cui 
FA (0) = ala - 1)(a-2)...(a-n+1). 
Abbiamo dunque la serie di Taylor 
a(a—-1)(a-2)...(a-n+1) , 
ve[( 
n>0 
Per analogia con quanto abbiamo fatto nell’Appendice 2 (] formule 
(4) e (6)), possiamo definire il coefficiente binomiale di indice superiore 
a e indice inferiore n ponendo 
(2) ala -l)(e-2)..le=n+1) 


n n! 


per cui la serie precedente si riscrive 
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Si tratta della serie binomiale considerata da I. Newton nel 1665. 

Non è difficile dimostrare che il raggio di convergenza della serie 
scritta vale 1. Infatti, applicando la formula (3) della Proposizione 6.3- 
3, si ottiene 


lenza _ |SO 

Icn] (©) 
_ la(o-1)...(ce—n)] n! DI 
di (n+1)! la(a—1)...(a-n+1)| 
_ la- n] 
__n+l 


e l’ultimo rapporto, che si può anche scrivere |n — a|/(n +1), tende a 1 
per n —+ +00. 

Assai più difficile è dimostrare che, per |x| < 1, la somma della serie 
scritta vale (1+x)®, cioè la funzione f considerata è sviluppabile in serie 
di Taylor per tali x. Il risultato sussiste, anzi, per particolari valori di 
a, uno o l’altro dei due estremi dell’intervallo [-1,1] sono punti in cui 
la funzione f è sviluppabile. come mostra la Tabella 7.4-1. 


Tabella 7.4-1. Alcuni sviluppi in serie di Taylor 


1 = n 
i xce(—-1,1) 
#5 | reR 
n=0 
x 2n+1 
sna= Y(- gr cqeR 
In(1+2)= it x € (-1,1] 
n=1 
rep (1,1) 
arctanr = —1)" xe |[-1,1 
| 2n4+1 
DA a E (-00,-1], x € (—-1,1) 
(1+7)°=)" Che a € (-1,0). xe (—-1,1) 
cena) ae R.\N, «e€[-1,1] 


Osserviamo che lo sviluppo della funzione f(x) = (1+ x)® si riduce 
alla formula del binomio se a è un numero naturale: infatti se a = 
m € N i coefficienti binomiali (2) si annullano per n > m, in quanto a 
numeratore dell’espressione relativa al coefficiente binomiale compare la 
differenza m—m= 0. 

Lo sviluppo della funzione f(x) = (1+x)® assume una forma parti- 
colarmente semplice per a = 1/2e a = —1/2: 
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1 1 1-3 1-3-5 
Ias=l+- LE cl 
tecitg@=a* *a 1a "La gl * 
1 1 1.3 I.8-b id, 
e RESA di IA 
i. O e La 


La sviluppabilità della funzione f(x) = (1+ x), assieme ad altri risultati 
interessanti, può essere dedotta da un importante teorema relativo alla deri- 
vabilità termine a termine delle serie di potenze. Facciamo un passo indietro. 
La derivata del polinomio co +c1r-+c2x° +...+cnt” è il polinomio ci +2c2rx+ 
+3c31? +... + nene""?, ottenuto derivando ciascun termine. Analogamente, 
se si derivano uno dopo l’altro i termini di una serie di potenze 


co+cir+ car’ +...+cno' +... 


si ottiene ancora una serie di potenze, e precisamente la serie 


Sì 


ci + 2c2r + 3c3r° +... + nono 4+..., 


che può essere scritta in modo compatto come ; Dee nente" oppure come 


Xndol +1)cn410”. 
Supponiamo dunque che la serie data abbia raggio di convergenza r > 0: 


posto 
sa) x Cn 
n>0 


è naturale chiedersi se la somma della serie )),,, Nene” ®-=1 sia s'(x). Se così 


è, la regola per la derivazione dei polinomi si estende alle serie di potenze. che 
rappresentano una specie di estensione dei polinomi. 


Vediamo che cosa accade per alcune delle serie che conosciamo. Se deri- 
viamo uno dopo l’altro i termini della serie esponenziale 


; e di a 
teratata to: 
otteniamo 
af gl 
(RR LEA 


cioè ancora la serie esponenziale. Questo perché la serie esponenziale gode 
della proprietà che ciascun termine, eccettuato il primo, ha come derivata il 
termine precedente: 


roca” e (n-1)! 


Dunque per la serie esponenziale è vero che 
n n n-1l 
e _ CA E ANN Le 
sii =D(L a. =L (27) 3 si 
n>0 n>0 n>1l 
In modo analogo si ricava che 
qnt! 2 2n + 1)r?" n x?” 
P(- E) = nto ni, 
(2n+1) (2n+1)! (2n)! 


cioè derivando uno dopo l’altro i termini dello sviluppo di Taylor della funzione 
seno si ottengono i termini dello sviluppo di Taylor della funzione coseno, che 
è la derivata del seno. 


In generale vale la seguente 


8 


Proposizione 7.4-1. D Sia rr Cna" una serie di potenze con raggio di convergenza r > 0 oppure 
r = +0c. Allora la serie DI nente"? ha anch'essa raggio di convergenza r 
e, posto s(x) := Tondo Cne"” per |x| < r, si ha 


I =s"(x), |el<r. 
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Dunque derivando termine a termine una serie di potenze si ottiene una 
serie di potenze con il medesimo raggio di convergenza. Supponiamo che il 
raggio r sia stato calcolato mediante la formula (3) della Proposizione 6.3-3: 


DI [Cn] 
r= lim ——- 
n-+00 leali 


La stessa formula, applicata alla serie delle derivate, conduce al limite 
(m+1)lcn4a| 
n_-+00 (n “È 2)|cn+2]| È 

Tale limite vale ancora r in quanto il rapporto (n + 1)/(n + 2) tende 
a 1, mentre la successione n + |cn+1|/|cn+2| non è altro che la successione 
n [cn|/|cn+1| privata del suo primo termine. 

La dimostrazione della proposizione enunciata è piuttosto complessa dal 
punto di vista tecnico, e verrà omessa. In sostanza si tratta di dimostrare la 
liceità dello scambio dell'operazione di derivazione con l’operazione di somma 
di una serie, cioè in definitiva lo scambio dell’ordine con cui vengono eseguiti 
due passaggi al limite. 

Evidentemente, poiché nella derivazione termine a termine di una serie di 
potenze il raggio di convergenza rimane inalterato, la procedura di derivazione 
può essere ripetuta tante volte quante si vuole, ottenendo in generale nuove 
serie di potenze. 

Ad esempio, dallo sviluppo 


_ = 


n>0 


lel< 


si ottiene derivando termine a termine 


1-21+42r+3r +42 +.... 


Una seconda derivazione fornisce 


= =) n(n-1)e?=2.1+3-2r+4-3r°+5-42°+..., 


a 3 
(1 2) n>2 


e così via. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


7.4-1. Mostrare che lo sviluppo della funzione 
f(x) = (1+)®, per a = —l e scrivendo —x al 
posto di x, fornisce la serie geometrica. 


7.4-2. Dallo sviluppo 


(ottenuto dalla serie esponenziale scrivendo —x in- 
vece di x) si ottengano gli sviluppi in serie delle 
funzioni iperboliche (7 problema 4.7-16) 


g2rn+1 aq?" 


sine = N Gap coshe =) Tal 
n>0 
validi per ogni x reale. 


7.4-3. Dallo sviluppo 
sg L_hyi 


(si riveda il precedente problema), dopo aver veri- 
ficato sulla serie in esame le ipotesi del criterio 
di Leibniz (7 Prop. 6.3-1), si mostri la possibilità 
di ottenere stime razionali per difetto e per ec- 
cesso del numero e mediante le somme parziali 
della stessa serie. Se ne deducano stime razionali, 
per difetto e per eccesso, del numero e. 


7.4-4. Dallo sviluppo ottenuto nel problema 2 de- 
durre il seguente svilppo per la funzione gaussiana 
(7 esempio 4.7-6): 


valido per ogni x reale. 
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Figura 7.5-1. 

Il punto cos y + i sin y 
appartiene alla circonferenza 
unitaria e y è uno dei suoi 
argomenti. 
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FUNZIONE ESPONENZIALE IN CAMPO COMPLESSO 


Vogliamo estendere la definizione della funzione esponenziale dal campo 
reale a quello complesso. Vogliamo dunque definire una funzione 2 + e”, 
da C a C, in modo tale che essa coincida con la “vecchia” funzione 
tt e” quando l'esponente 2 è reale: 


etti0 = et (1) 
ed inoltre trasformi le somme in prodotti 
ef1+22 = ef1e?. Vz,,2° €C. (2) 


Se la (2) deve valere per ogni somma tra numeri complessi, dev'essere 
in particolare 


e = pe, 


dove e” è la funzione esponenziale che conosciamo, mentre e° è un sim- 
bolo ancora privo di significato. 


Lo sviluppo in serie della funzione esponenziale con esponente reale, 
eo = Y302%/k!, ci dà un suggerimento al riguardo. Scrivendo infatti 
nella serie esponenziale îy al posto di x si ottiene la serie 

2 3 4 5 6 7 
lady gr pla Lei, 
2! 3! 4 5! 6! 71 
i cui termini sono alternativamente reali e immaginari puri. 

Consideriamo più da vicino una somma parziale della serie appena 
scritta, ad esempio una somma di indice n pari, n = 2m, con m naturale 
positivo. Abbiamo dunque 


2m; ,. 3 : 
a I In 
), EI ic diri a 
k=0 
ama jera1 Lim y?r = 
@m- DI (2m)! 
2 4 2m 
yy SR, 
cioh4ihiulei 
rg te 
3 5 2m-1 
+ y Y i m_-1 Y ) 
> (PPPORIOFIR EE OORO E L  DSENT 
+i(u tg OT ai 


x 


dove si è tenuto conto del fatto che i?” = (i?) = (—-1)". mentre 
perla (9-3 = 4-9 = (DA 


cos y + è sin y 
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Figura 7.5-2. 
La somma della serie 
nso(i7)"/n! vale 1. 
Ciascuno dei lati della 
poligonale mostra un termine 
della serie, mentre i vertici 
rappresentano le somme 
parziali nel piano complesso. 


Le formule di Eulero 


Dunque la parte reale e il coefficiente della parte immaginaria della 
somma parziale considerata sono due somme parziali dello sviluppo in 
serie delle funzioni cos y e siny rispettivamente; passando al limite per 
m + c0 si ottiene dunque cos y + îsiny. Si sarebbe ottenuto lo stesso 
risultato se avessimo considerato una somma parziale di indice dispari. 


Siamo dunque indotti a porre 
e! := cosy+isiny, Vy€ R, (3) 
e di conseguenza 
e = et! = e(cosy+isiny). 9) 


Si osservi che il valore assoluto di e°* vale 1, in quanto cos? y+sin? y = 
= 1, mentre y è l'argomento (meglio: uno degli argomenti) di e°Y: 


|ei|=1, y€arg(e”). (4) 
Ne segue 
let@]|=e, ye arg(e19). (4°) 


In particolare da |e®*°%| = e© > 0 segue che la funzione esponenziale 
z+ e? non si annulla per alcun 2 € C. Più oltre vedremo che l’immagine 
di tale funzione è C* = C' \ {0}. 

Si osservi che la (3) per y = 7 fornisce la notevole relazione 

? 


e = cost+isinmn=-1 «> e7+1=0, 


in cui compaiono le cinque costanti più importanti della Matematica. 


| 
| 
! 
[4 
| 
| 
| i in 


I{ 

| 

3 1 | 
—in°/6 Y —n8/720 | 
| 

o. | 
| —in" /5040 y Î] I 

4 3 2 = ‘Slo 
- - - -1 | 1 


La stessa formula (3), scritta in corrispondenza di un qualsivoglia 
numero reale # e successivamente in corrispondenza dell’opposto —t, for- 
nisce 


e't = cost+isint, e’ =cost—isint, 


da cui, sommando e sottraendo 
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Figura 7.5-3. 
Visualizzazione delle formule di 
Eulero. 
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it | p—it it _._it 
e -+e 3 e — e 
cost= —_, sint= ——-;:; (5) 
2 2i 
le uguaglianze ottenute sono note come formule di Eulero. Si osservi che 
la funzione t + e' = cost +isint è la stessa funzione che nel paragrafo 


2.5 abbiamo indicato u(t) (7 formula (11)). 


A questo punto la verifica della condizione (1) è quasi immediata: 
et+*0 = e(cos0+isin0)=e"-1=e5. 
Quanto alla (2), posto 21 = 1 + iy1, 22 = 12 + iy2, abbiamo 
ele — etitivi et2tiy2 = 
= e'3(cosyi + isiny1) e”? (cosy» + i sin y2) = 
= e" e"2(cosyi + isiny1)(cos yo + isiny2) = 
z1+22 ( 


= e cos(yi + y2) + isin(y1 + y2)) = e1*"?, 


dove abbiamo sfruttato le proprietà della funzione esponenziale in campo 
reale e la formula di addizione delle funzioni coseno e seno (| formule 
(2’) e (2”), par. 2.4). 
Si osservi che per y = 27 la formula (3) fornisce 
e?! = cos(27) + isin(27) = 1 


da cui 


eft2kri i elet = e? 


per ogni intero k. A parole: 


La funzione esponenziale in campo complesso è periodica di periodo 
2ri. 
Vogliamo dimostrare che l’immagine della funzione esponenziale è 
costituita dall’insieme dei numeri complessi diversi da 0. Sia 
w= |w|(cosò + i sind) # 0; 
vogliamo risolvere l'equazione e? = w, cioè 
e"(cosy+isiny)=|w|(cosé + isind). 


Uguagliando i valori assoluti e gli argomenti a primo e a secondo 
membro otteniamo 


e=|w > =Injul 
y=@®+2kr, keEZ. 

Abbiamo dunque ottenuto un’infinità numerabile di soluzioni: 
z=x+iy=!Iln|w+i(d+2k7), kEZ 


a due a due differenti per un multiplo intero di 27î, in accordo con la 
periodicità della funzione esponenziale. 


7.6 - Approssimazione degli zeri di una funzione 


421 


© 88-08-1148 


———————=22À2=ÀZÀÀ=<<<=<@Pm@x=======x=1==x>W%=khMk%hlÀlt}4lmoRmc"""}"="=p"2"x=x="Mo "WIR I 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


=—@——@@11111115@@<©#—<€<€<@<@11<5’6@"@@@111111.@@.@#—1111<><Ccx<==<@*)@k[X/Ékkk}C®x*®@CXWxXCX])]*W_.]krwmx*. mm rp 20m xpxcreNmpepuRm"Qpeme@muuuoo 


7.5-1. Verificare che la funzione 2 + e” è un omo- 
morfismo del gruppo (C: +) sul gruppo (C*:-). Si 
tratta di un isomorfismo? 


7.5-2. Se 2 = x + iy, poniamo u := Ree* = 
e® cos y, v := Ime? = e siny. Verificare che rette 
parallele all’asse x, cioè aventi equazioni del tipo 
y = Yo (con yo costante) hanno come immagini nel 
piano u, v semirette uscenti dall’origine e prive di 
quest’ultima e che rette parallele all’asse y, cioè 
aventi equazioni del tipo x = xo (con xo costante) 
hanno come immagini nel piano u, v circonferenze 
di centro l’origine. 


7.5-3. Sias = o+iw un numero complesso: allora 
la funzione complessa della variabile reale t 


tr et = elo+i0)t — e°t(cosut +isinwt) 


ha come parte reale la funzione t + e?* coswt e 
come coefficiente della parte immaginaria la fun- 
zione t — e”'sinwt. Se si definisce la derivata 
rispetto a ? della funzione e$* ponendo 


(est) ;= (Re e)! + i(Im e)", 


si verifichi che si ha (analogamente a quanto ac- 
cade se s è reale) (e8*) = set. Dedurne che, per 
ogni s # 0, una primitiva della stessa funzione è 
tH est/s. 


7.5-4. Sias=0 + iw un numero complesso; di- 
mostrare che si ha lim;_.+xy e 5° = 0 se e solo se 
Res=0 > 0. 


7.6 APPROSSIMAZIONE DEGLI ZERI DI UNA FUNZIONE 


Sia f una funzione reale continua della variabile reale x definita su un 
intervallo della retta reale. Vogliamo trovare una soluzione x* (se esiste) 


dell'equazione 


f(x)=0, 


(1) 


cioè uno zero della funzione f. 


Naturalmente non v'è alcuna ragione perché f debba annullarsi in 


bo: 
(Pn 


Il metodo di bisezione 


Laboratorio 7.6-1 


uno o più punti dell’intervallo in cui è definita: una condizione sufficiente 
è espressa dal “teorema dei valori intermedi” (7 Lemma che precede la 
Prop. 3.8-3). 

La dimostrazione che a suo tempo abbiamo fornito può essere tra- 
dotta come segue: 


Algoritmo 7.6-1. Approssimazione di uno zero di una funzione reale 
continua di una variabile reale con il metodo di bisezione. 


Sia f : [a,b] — KR una funzione reale continua tale che f(a)f(b) < 0: si 
vuole determinare un’approssimazione di x* € (a. b), tale che f(x*) = 0. 

0. A a, Be b, KMAX — kmax 

1. Ke0 

2. ripetere: 

di M « (A+ B)/2 

2,2 Ke-K+1 

2:8 se f(M) #0, allora: 

se f(A): f(M)<0, allora: B — M, altrimenti: A — M 
fino a quando f(M) = 0, oppure K = KMAX 
3. stampare M, f(M), K 
4. fine 
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Il metodo delle secanti 


Figura 7.6-1. 

n secante passante per i punti 
f(a)) e tb b. f(b)). dove 
Maso < 0, taglia l’asse delle 

ascisse nel punto 
alpi tha) 
S(0) — f(a) 
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Dopo È iterazioni (cioè ripetizioni) del procedimento di bisezione, lo 
zero 1* è localizzato in un intervallo di lunghezza (b — a)/2*; si osservi 
che. ad ogni iterazione, lo zero x* viene localizzato in un intervallo di 
lunghezza pari alla metà di quella al passo precedente. 
Se mx è il punto medio calcolato alla k-esima iterazione, si ha 
b-a 
2k 
cioè la successione & + my — x* tende a 0 con velocità non inferiore a 
quella della successione & + (b — a)/2*. 


ma — *| < 


In pratica, operando su un elaboratore che utilizzi la cosiddetta rap- 
presentazione in virgola mobile dei numeri reali (f App. 4) non ha senso 
spingere troppo oltre il procedimento di bisezione, in quanto la natura 
discreta dell'insieme dei numeri di macchina (sono i numeri che pos- 
sono essere rappresentati esattamente nella memoria di un determinato 
elaboratore) rende illusoria la maggiore precisione che si presume di ot- 
tenere. Ecco perché abbiamo previsto un massimo kmaz di iterazioni del 
processo di bisezione. 


Il fatto che il metodo di bisezione individui un certo zero r* della fun- 
zione f non deve trarre in inganno; la proposizione dimostrata garantisce 
l'esistenza di x*, non la sua unicità: tale unicità richiede ulteriori con- 
dizioni, quali ad esempio la stretta monotonia di f sull’intervallo [a, b]. 


Non è escluso che esistano infinite soluzioni dell'equazione f(x) = 0 
anche per funzioni che non sono costanti su alcun tratto della retta reale: 
è il caso delle funzioni “oscillanti”, come ad esempio la funzione f che 
vale 0 per x = 0, x sin(1/x) per x # 0 (] problema 3.8-2). 

Un'altra condizione che, unita all’ipotesi f(a)f(d) < 0, garantisce 
l'unicità dello zero 7* è la convessità (o la concavità) della funzione f. 


Consideriamo le funzioni che verificano le due condizioni indicate, 
che possiamo sintetizzare nella coppia di disuguaglianze 


f(a)f(6) <0, f"(x) > 0 (oppure f(x) < 0), Vr € (a,d), (2) 


dove supponiamo implicitamente che la funzione f sia due volte deri- 
vabile con continuità, almeno nei punti interni dell'intervallo in cui è 
stato localizzato uno zero di f. 


Per tali funzioni un’alternativa al metodo di bisezione è il metodo 
delle secanti. L'idea di tale metodo consiste in questo: anziché saggiare 
il valore che la funzione assume nel punto medio dell’intervallo [a, b], si 
saggia il valore che la stessa funzione assume nel punto, diciamo c, in 
cui la secante che passa per gli estremi del grafico taglia l’asse x. Se in 
tale punto la funzione si annulla, il procedimento è terminato, altrimenti 
si sostituisce l’intervallo iniziale con quello dei due sottointervalli [a, c] e 
[c, b] ai cui estremi la funzione assume valori di segno opposto. 
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Proposizione 7.6-1. p 


Dimostrazione 


L’analogia tra il metodo di bisezione e il metodo delle secanti sta 
nel fatto che entrambi generano una successione di intervalli incapsulati, 
ma a differenza del metodo di bisezione, in cui entrambe le successioni 
degli estremi convergono allo zero x*, nel metodo delle secanti uno degli 
estremi resta fisso mentre la successione degli altri estremi converge in 
modo monotòno a x°. 


Per fissare le idee, dimostriamo la seguente 


Sia f : [a.b] — KR una funzione continua, con f(a) < 0. f(b) > 0, con- 
vessa su [a, b]: allora la successione (cn) definita ricorsivamente ponendo 


ua care ai 
RI Ml) È 


converge crescendo all'unico zero della funzione f interno all’intervallo 


[a,b]. 


neN, (3) 


L'equazione della retta passante per gli estremi del grafico si scrive 


10) = f(0) (,_ a) 


imponendo la condizione p(r) = 0 si ricava, per l’ascissa del punto d’interse- 
zione con l’asse 2, il valore 
b-a fly = L=) 
S(b) — f(a) S(b) — f(a) 
Tenendo conto che f(a) < 0, la prima uguaglianza fornisce (com'era 
prevedibile) a < c; d’altra parte, essendo f(b) > 0, f(b) — f(a) > 0, si ha 
anche 


y=p(x):= f(a)+ 


ci=aAa- 


— aÎ(0) —bf(a) _ bf(b) —bf(a) _, 
S(0) — f(a) S(6) — f(a) 
Dunque c è strettamente compreso tra a e b. Poiché f è convessa, il suo 
grafico giace al disotto del grafico della secante considerata. e pertanto 
f(c) < p(c) = 0. 
Se f(c) = 0 allora c = x* ed abbiamo terminato, altrimenti si ripete 
sull’intervallo [c, b] il predica operato inizialmente sull’intervallo [a, b]. 
In generale: o dopo un numero finito di iterazioni si perviene ad un valore 
in cui f s'annulla, oppure si genera una successione strettamente crescente di 
numeri (cn), definiti in base alla (3), che converge crescendo al proprio estremo 
superiore, diciamo 
&é= lim &=Supù 
n-+0c n 
Dimostriamo che si ha necessariamente f(£) = 0, dunque € = x*. Innan- 
zitutto, essendo f(cn) < 0, Yn, passando al limite si ha, f(£) < 0 (T Prop. 3.6- 
1), e dunque & < b dato che in b si ha f(b) > 0. Passando al limite nella (3), 
sempre tenendo conto della continuità di f, si ha 


SITR. 
= rorio 70-19 


dove l’ultimo passaggio si ottiene aggiungendo e togliendo £ f(£) a numeratore: 
ne segue che 


Tg f0=0 > f(€)= ®© D 


Se f anziché convessa è concava, ferme restando le condizioni f(a) < 
0, f(b) > 0, è facile riconoscere che il metodo delle secanti genera una 


successione monotòna decrescente, ancora convergente ad x*: la formula 
ricorsiva (3) va quindi modificata nella seguente: 


ns sul io Lu 


ti Flea) =) © ui 


Los 
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Figura 7.6-2. 
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Se f è convessa su [a,b], e si ha f(a) < 0, f(b) > 0, allora la successione generata dal metodo 


delle secante converge crescendo allo zero di f interno ad [a,b] (figura a sinistra). Se f è concava, la stessa 
successione converge allo zero decrescendo. 


Il metodo di falsa posizione 


N_ 


Laboratorio 7.6-2 


Il lettore può completare la figura 7.6-2, esaminando il caso in cui f 
è concava. 

A differenza di quanto accade nel metodo di bisezione, nel metodo 
delle secanti non v'è una relazione semplice tra la lunghezza degli in- 
tervalli via via generati: è dunque opportuno arrestare il procedimento 
quando si verifica una (almeno) delle tre condizioni seguenti: 


i) f(cn)=0: 
ii) |cn — Cn+1| < tol, 

dove tol è un’assegnata tolleranza positiva, scelta opportunamente; 
iii) il numero di iterazioni ha raggiunto un massimo prefissato. 


È possibile perfezionare il metodo delle secanti mediante il cosiddetto 
metodo di falsa posizione, che s’incarica di riconoscere automaticamente, 
ad ogni passo, quale dei due intervalli generati dal nuovo punto calcolato 
si trova nella situazione dell’intervallo iniziale, nel senso che la funzione f 
assume valori di segno contrario agli estremi. Ci limitiamo a descriverlo 
in forma schematica, mediante il seguente 


Algoritmo 7.6-2. Approssimazione di uno zero di una funzione reale 
continua di una variabile reale con il metodo di falsa posizione. 


Sia f : [a,b] + R una funzione reale continua tale che f(a)f(d) < 0, 


f(x) > 0 (oppure f(x) < 0) per a < x < b: si vuole determinare 
un’approssimazione di 7* € (a. b) tale che f(x*) = 0. La variabile CV. 
che alla prima iterazione viene arbitrariamente posta uguale ad a, viene 
successivamente utilizzata per la memorizzazione del valore c, calcolato 
ad ogni iterazione, allo scopo di confrontarlo col valore cn+1 calcolato 
all’iterazione successiva. 

0. A- a, B- b, KMAX — kmax, TOL + tol 

1. Ke-0,C-A 

2. ripetere: 

2] CVE-C 

22  =C+|[A-f(B)-B-f(A))/[f(B) —f(A)] 

2.3 K+eiTK+1 

2.4 se f(C) #0, allora: 

se f(A)- f(C)<0, allora: B — C, altrimenti: A — C 
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Il metodo di Newton 


fino a quando (f(C) = 0) V(K = KMAX)V(|C-CV]|< TOL) 
3. stampare C, f(C), K 
4. fine 


Col simbolo V abbiamo indicato la disgiunzione non esclusiva (in 
latino: vel). Sui criteri di scelta della tolleranza tol torneremo nella 
parte di Laboratorio. 

Un altro importante metodo per la determinazione di uno zero di 
una funzione f è rappresentato dal metodo di Newton. 

Sia f : [a,b] — Runa funzione con derivata prima continua e diversa 
da 0, f(x) # 0, Vr € (a,b). Supponiamo ancora che sia f(a)f(b) < 0. 
Allo scopo di approssimare l’unico zero r* di f interno ad [a,b] si può 
partire da un punto xo, scelto nel modo che diremo tra breve, e consi- 
derare la retta tangente al grafico di f nel punto (o. f(x0)): l'equazione 
di tale retta si scrive, come sappiamo, 


y=T1(e) = f(c0)+/"(co)(® — co); 


dunque essa taglia l’asse delle ascisse nel punto 


In termini equivalenti possiamo dire che, invece dell'equazione f(x) = 
0. abbiamo risolto l'equazione 7; (7) = 0, dove 7} è il polinomio di Taylor 
di primo grado, relativo alla funzione f e al punto iniziale xo. 

Il punto x; è, in generale, un’approssimazione di x* migliore di quella 
fornita da ro: possiamo dunque ripetere il passo precedente a partire da 
TX] e generare così una successione (77), definita ricorsivamente dalla 
formula 


Cosi. = Gn Lol, (4) 


innescata da un punto opportuno di [a, b]). Se la successione (#7) con- 
verge ad un limite € per n + +cc, allora, passando al limite nella (4) e 
sfruttando la continuità di f, si trova 


Î(€) 
bei‘ > f(€&)=0, 
F"(€) 
cioè £ = x* è l’unico zero di f interno all’intervallo [a, b]. 
A A 
| 
iI x* b 
| | po 
A 
| ||T\ 
Xi 22 
Xo=Q@ 
Figura 7.6-3. Se f(a) < 0, f(6) > 0 e f è convessa, la successione generata dalla (4) a partire dal punto 


ro = db è decrescente e converge all’unico zero x* di f in [a,b] (figura di sinistra). Se f(a) > 0, f(6) < 0 e f è 
convessa, la successione generata dalla (4) a partire dal punto xo = a è crescente e converge all’unico zero x* di 


f in [a.b] (figura di destra). 
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|p Esempio 7.6-1. 


Proposizione 7.6-2. D 


Dimostrazione 


Figura 7.6-4. 
Se f(b) > 0 e f è convessa, la 
tangente al grafico di f nel 


punto (b. f(b)) ha coefficiente 


angolare maggiore o uguale 
al coefficiente analogo della 


secante passante per (a. f(a)) e 


(b. f(5)). 
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Sia a > 1: vogliamo calcolare Va, cioè risolvere l'equazione f(x) := 
x? -a==0. Poniamo xq := a, e consideriamo la successione definita 


in base alla (4); essendo f'(x) = 2r, si trova 
a n x -a 1 ( 4 ) 
Casa = at =-(qcn+t—_). 
Pa n 2, 2 n Tn 


Abbiamo dunque ritrovato il metodo di Erone per il calcolo della 
radice quadrata aritmetica. studiato nell'esempio 3.7-3 e nell’esercizio 
3.7-9. 


Nell'ambito di quest’ultimo, abbiamo dimostrato che la convergenza 
di 7, a va è quadratica, nel senso che si ha 


|en+1 — Val < Mjen — val? 


per ogni naturale n e per un’opportuna costante M > 0. 


Il risultato dell'esempio precedente non è casuale: si ha infatti la 
seguente 


Sia f : [a.b) — KR una funzione due volte derivabile con continuità tale 
che f(a) < 0, f(b) > 0, f(x) > m> 0 per ogni x € [a,b]. Se f è 
convessa (risp. concava) su [a, b), la successione definita ricorsivamente 
dalle formule 


to = d (risp. xo := a). 


sa f(cn) 
F'(cn) 
è monotòna decrescente (risp. crescente) e converge in modo quadratico 
allo zero x* di f interno all’intervallo [a,b]. 
Più precisamente, se |f”(x)| < M, si ha, per ogni n € N, allora 


* M x* {7 La 
lenti = Salone. (5) 


Tn+1 = In 


Esaminiamo il caso in cui f è convessa. Posto xo := b, si ha 
S(0) 

Ti = b- 
S"(0) 
D'altra parte. per la convessità di f, la tangente al grafico di f nel punto 
(b. f(b)) ha coefficiente angolare maggiore o uguale al coefficiente analogo della 


< b. 


secante passante per (a. f(a)) e (b. f(b)). cioè 
S(0) — f(a) 
“a ; 


a 


f'(6) > 


da cui, passando ai reciproci. 
1 b—-a 


OMSIOESIOÀ 


i Llaoerm 
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n_ 


Laboratorio 7.6-3 


Ne segue, poiché f(a) < 0, 


cia f(b) hi b-a 
n= gg na” 
{B)= Sa __g 
"e ff 


Il ragionamento si ripete in modo ovvio alle iterazioni successive, dunque 
A < En+1 £ Tn < d per ogni naturale n, anzi si ha €n+1 < Tn, a meno che non 
sia f(cn)=0. 

La successione (rn) converge dunque decrescendo al proprio estremo in- 
feriore: se x* è il limite di 7n, abbiamo già verificato che si ha f(2*) = 0 e 
questo che giustifica il simbolo usato per il limite in questione. 

Scriviamo ora la formula di Taylor del primo ordine, relativa ad f e al 
punto iniziale rn: utilizzando il resto nella forma di Lagrange (7 Prop. 7.3-2) 
essa sì scrive 


fl) = f(a,)+ f'en)le- a+ a dt 


dove £ è punto opportuno compreso tra x e tr. Ponendo r* al posto di x, si 
ottiene 


£"(£) 


0= f(2*) = f(21)+f(en)(e* — en) + ii — tn), 
cioè anche 
(tn — 2)f" Can) — f(en) = DE (2° — ae) 


Dividendo entrambi i membri per f'(xn). se ne trae 
._ fn) _1f"® 
f'(€n) 2 f'(€n) 


Finalmente si ha 


In 2% (n° =). 


fl) _1f"0 
Fi) E Peg 


da cui la (5) prendendo i valori assoluti dei due membri. © D 


* 
TIn+t1 XL =ITn- 


Il procedimento descritto è noto come metodo delle tangenti o metodo 
di Newton: si osservi che l’abbiamo innescato da un punto xo tale che 
risulti 


f(c0)f"(c0) > 0. 


Se x* non è uno zero semplice di f, cioè si ha f'(x*) = 0, la succes- 
sione generata dal metodo di Newton non converge necessariamente in 
modo quadratico (| problema 7.6-6). 

In forma schematica il metodo di Newton può essere descritto median- 
te il seguente 


Algoritmo 7.6-3. Approssimazione di uno zero di una funzione reale 
continua di una variabile reale con il metodo di Newton. 


Sia f : [a.b) — R una funzione reale convessa, due volte derivabile 
con continuità, tale che f(a) < 0. f(6) > 0, f/(a) >m > 0 per ogni 
© € [a,b]: si vuole determinare un’approssimazione di x* € (a. b) tale che 
f(x*)= 0. Le variabili XV e X vengono utilizzate per memorizzare due 
successivi valori della successione (rn) convergente a 2°. 

0. X db, KMAX + kmax, tol — TOL 

1. Ke0 

2. ripetere: 

Do K-K4+1 
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Esempio 7.6-2. 


Laboratorio 7.6-4 


Funzione di iterazione 
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22 XVeEX 
23 Xe XV- f(XV)/f(XV) 
fino a quando (|X — XV|< TOL) v (K = KMAX) 
3. stampare X, f(X), K 
4. fine 


Si osservi che se ad una certa iterazione si ha f(XV) = 0, questo 
implica X = XV, quindi la condizione |.X — XV| < TOL è senz’altro 
soddisfatta. 1 


L'esempio precedente può essere generalizzato al calcolo della radice k- 
esima di a >1, con k > 2. Si tratta di risolvere l'equazione f(x) := 
x* — a = 0; adesso risulta f(x) = kx*-!. Nel punto ro = a si ha 
f(a)=a*—a>Q0, f"(a) =k(k—1)a#-? > 0e pertanto f(x0)f"(x0) > 0. 
Dunque possiamo considerare il metodo iterativo 


Los=ia; 
k 
a-=a 1 a 
Tati Sn DT = [0 it el ne N. 
Ad esempio, per il calcolo della radice cubica di 3 con xo := 3, 


tol = 1075. si trovano i dati forniti dalla Tabella 7.6-1. 


n Tn 


0 3. 

1 Q1IILILIT.a 
2 1.6317 8413... 
3 1.4634 1198... 
4 1.4425 5412... 
5) 1.44224963.... 
6 1.4422 4957... 


Tabella 7.6-1. Approssimazioni della radice cubica di 3 ottenute con il 
metodo di Newton. 


L'esempio precedente rientra nel tipo di equazione p(x) = 0. dove 
p è una funzione polinomiale. Abbiamo visto nel paragrafo 2.2 che il 
calcolo del valore di un polinomio in un punto assegnato può farsi in 
modo efficiente utilizzando lo schema di Ruffini-Horner. Può essere in- 
teressante osservare che lo schema citato può essere modificato in modo 
da calcolare rapidamente tanto p(x) quanto il polinomio derivato nello 
stesso punto, cioè p'(r). com'è richiesto dal metodo di Newton. Per i 
dettagli rimandiamo alla parte di questo libro dedicata al Laboratorio. 

Se si rivedono le formule iterative del metodo delle secanti e del 
metodo delle tangenti, rispettivamente 


af) —bf(en) _,___b=ca 
TO ES ARE TOT LA 
e 
fa) 


toi f'(2a)° 
si riconosce che, in entrambi i casi, il termine di indice n+1 della succes- 
sione approssimante si ottiene calcolando il valore di una certa funzione 
(detta funzione di iterazione) in corrispondenza del termine precedente, 
cioè quello di indice n: 


Tn+1 3 D(£n). (6) 
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Figura 7.6-5. 

Un punto fisso della funzione 
rx DP(x) è l’ascissa di un 
punto d’intersezione tra 

il grafico di ® e la retta di 
equazione y = 7, cioè la 
bisettrice del primo e terzo 
quadrante. 


Il metodo delle 
approssimazioni successive 


Nel caso del metodo delle secanti si ha 


_ af) -bf(a) 


D(a) = 
VA IORIO) 
mentre nel caso del metodo delle tangenti si ha 
fe) 
Dia) sa: 
527 70) 


Se la successione (rn) generata da uno schema del tipo (6) a partire 
da un certo valore di innesco ro. converge ad un limite £, e se ® è continua 
(come accade nei due casi appena visti). si ha, passando al limite per 
n > +00, 


&E=DUE); 


dunque £ è un punto fisso della funzione r + ®(x), cioè un valore che 
viene trasformato in se stesso dalla funzione ®. 


Il fatto che la soluzione di un’equazione del tipo f(x) = 0 possa essere 
ricondotta alla ricerca di un punto fisso per un’opportuna funzione ®, 
cioè sia ricondotta ad un'equazione del tipo x = ®(x), non deve stupire: 
infatti l'equazione f(x) = 0 equivale all’equazione A(x)f(r) = 0, quale 
che sia la funzione A(r) # 0, e quest’ultima si può scrivere in forma 
ancora equivalente 


2=x+h)f(2). 


dunque nella forma r = D(x), con D(2)=xrx+h(x)f(x). 


È precisamente quello che accade nei due metodi sopra citati: nel 
caso del metodo delle secanti si ha infatti 


b-ax 
h(a)=-—____-, 
= 7-7) 
mentre nel caso del metodo di Newton si ha 
Î(2) 
h(x):= — - 
= FG) 


Tutto ciò ci induce a studiare il cosiddetto metodo delle approssi- 
successivemazioni per la soluzione di un’equazione del tipo 


r= D(x). (7) 


cioè il metodo definito dalla formula ricorsiva (6). innescato a partire da 
un’opportuna approssimazione iniziale ro. 
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Figura 7.6-6. Se 0 < ®'(r) < K < 1, allora la successione (rn) generata dal metodo delle approssimazioni 
successive converge in modo monotono al punto fisso della funzione ® (figura a sinistra). Se —1< K < D'(x) < 0. 
la successione (rn) generata dal metodo delle approssimazioni successive converge in modo “alternato” al punto 
fisso della funzione ® (figura a destra). 


Proposizione 7.6-3. > Sia ® : [a,b] — [a,b] una funzione continua che trasforma l’intervallo[a, b] 
in sé: ®([a,b]) C [a,b], tale che risulti 
|D(2') — De") < K]o'-2"|]. Va',a” € [a.b) (8) 


per un’opportuna costante K < 1; allora la successione 
ZQn+1 5 D(cn). 


innescata a partire da un qualunque punto xo € [a, b). converge all'unico 
punto fisso £ di ® in [a, b], cioè all’unica soluzione dell’equazione x = ®(x) 
appartenente all’intervallo considerato. 


Contrazione Una funzione che verifichi la condizione (8) si dice una contrazione: 
la denominazione è legata al fatto che una tale funzione trasforma la 
coppia di punti x’, x” dell'intervallo di definizione nella coppia di punti 
®(r'). ®(2/). che distano tra loro meno dei due punti di partenza. 


Dimostrazione DS Per ipotesi si ha P(a) > a, P(b) < bd, dunque la funzione continua a + a—®() 
è negativa in a e positiva in d: per quanto sappiamo dal paragrafo 3.8, essa si 
annulla in almeno un punto x dell'intervallo [a, b). 


D'altra parte non può essere ®(£1) = 1. P(£2) = £ per due punti distinti 
€1. £ dell’intervallo in questione, perché allora si avrebbe 


\E1— €2|=|®(€1) — D(£2)| < KE &] > (1-68 50, 
in contraddizione col fatto che i numeri (1-— K) e |£1 — £2| sono entrambi > 0. 
Scelto xo ad arbitrio nell’intervallo [a, b). si ha tn+1 = P(tn) quindi 


ci — €| = |P(c0) — PO) K]zo — E]. 

|a — €| = |®(21) — DO) S Kei — E S K°|ao — &, 
x3 — E| = |®(x2) — DE) S Keo — €| £ K°lro — gl: 
procedendo così si trova, per induzione, che 

tn — E|=|®(cn-1) — DOC K"]co E], ne N°. 


Poiché 0 < K < 1, la successione n + K” converge a 0 e dunque lo stesso 
accade per la successione n ++ |xn — £| , il che equivale a dire che n tende a É. 
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Osservazione. 


Figura 7.6-7. 

Se D(£) = £, ma |D'(2)|> lin 
un intorno di x, la successione 
(€n) generata dal metodo delle 
approssimazioni successive non 
converge al punto fisso £. 


|p Esempio 7.6-3. 


i JI Laboratorio 7.6-5 


Si osservi la maggiorazione 
len+1 — €| = |®(cn) — DO) < Kan — dl. 


quindi la convergenza della successione (rn) al limite € è lineare, mentre nel 
metodo di Newton la convergenza è quadratica. @ D 


Se ® è una funzione derivabile, per la verifica della condizione (8) può 
essere utile l'esame della derivata prima della funzione ®: infatti se 
|®'(2)| < K < 1 per tutti gli x € [a,b] allora, in virtù del teorema 
del valor medio di Lagrange, per ogni coppia di punti distinti x’, x” si 
ha 


D(r')- D(r") = D(2)(e' - 2”), 


per un opportuno punto x compreso tra x” e x”; prendendo i valori 
assoluti si ottiene la (8). ®© D 


IN 


RIE, SESTO 


I 

I 

I 

' 

' 

' 

Z [ 

DA Ù 
—- du; - 

2 & Lo] T2 
LI T3 


Vogliamo risolvere l'equazione cost = x. La funzione coseno trasforma 
l'intervallo [0,7/2] in sé, nel senso che l’immagine di tale intervallo 
ad opera della funzione coseno è contenuta nell’intervalo stesso; per la 
derivata prima della funzione coseno si ha la funzione — sin x e |—sin | < 
1 sull’intervallo considerato. 


Vediamo di restringere l’intervallo in cui cercare la soluzione dell’equa- 
zione allo studio, in modo da rendere soddisfatta la condizione (8). 
Poiché | — sina| = 1 per x = 7/2, conviene cercare di restringere 
l’intervallo [0, 7/2] da destra. 

L'intervallo {0,7/3] ha come immagine mediante la funzione coseno 
l'intervallo [1/2,1]: tenuto conto che 7/3 > 1. possiamo affermare che 
l'intervallo [0, 7/3] viene trasformato in se stesso dalla funzione coseno 
(1 fig. 7.6-8). e su tale intervallo si ha | — sinx| < sinr/3= V3/2<1. 


Possiamo dunque applicare il metodo delle approssimazioni succes- 
sive a partire da un qualunque punto dell’intervallo individuato. 


La Tabella 7.6-2 riporta alcuni valori (arrotondati all’ottava cifra 
decimale) ottenuti partendo dal valore iniziale ro := 0. 
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Figura 7.6-8. 

La funzione coseno trasforma 

l’intervallo [0, 7/3] in se stesso 
e su tale intervallo essa è una 

contrazione. 


|p Esempio 7.6-4. 
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n |a 
0 |0. 10 | 0.73140404 
1 le 11 | 0.74423735 
2 | 0.54030231 12 | 0.7356 0474 
3 | 0.8575 5322 13 | 0.74142509 
4 |0.65428979 14 |0.7375 0689 
5 | 0.79348036 15 | 0.74014734 
6 |0.70136877 16 | 0.73836920 
7 | 0.76395968 17 |0.73956720 
8 | 0.72210242 18. | 0.7387 6032 
9 | 0.75041776 19 | 0.73930389 


Tabella 7.6-2. Soluzione dell'equazione costr = x con il metodo delle 
approssimazioni successive. 


[MATURITÀ TECNICA - INDIRIZZO INFORMATICO 1985]. 


“Sia data la serie di funzioni 
> (1+r- 22)" 
ca n! i 

Determinare: 

a) l'insieme di convergenza: 

b) la somma f(x) della serie: 

c) il grafico di f [omissis]: 

d) dal grafico di f(x) ottenuto, dedurre, se esistono, dei valori reali 
x per i quali risulti f(x) = 5: 

e) facendo uso dei procedimenti di iterazione di vostra conoscenza. 
determinare la radice approssimata dell'equazione x — f(x) = 0 con un 
errore di approssimazione di 1072. 

Dire. fra i metodi usati, qual è quello che converge più rapidamente.” 


La serie proposta non è altro che la serie esponenziale scritta in 
corrispondenza dell’argomento 1+x — x? (7 esempio 6.3-2); dunque essa 
converge per ogni x reale con somma f(x) = exp(1+ x — x). 

Si ha 

f'(a)=(1-2x)exp(1+2x- x°)=(1-2x)f(2), 
f"(x) = (4x° - 4r-— 1)exp(1+x—x?)= (4r° —- 4r- 1)f(2). 

Poiché f(x) > 0 per ogni x reale, si ha f'(x) > 0 per x < 1/2, 
f'(1/2)= 0. f'(x) < 0 per x > 1/2. Analogamente si ha f"(a)<0 per 


1-y2 e e 
= 


x 
adi: 
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Figura 7.6-9. 
Grafico della funzione 
TH exp(1+x— x°). 


ed f"(x) > 0 per x esterno all’intervallo indicato. I punti x = (1+v2)/2, 
in cui f” si annulla, sono dunque punti di flesso. Poiché 1+ x — x? tende 
a —c0 per |x|] — +00, f(x) tende a 0 tanto per x + +00 quanto per 
x — —-c0. La discussione fin qui svolta è sufficiente per tracciare il 
grafico di f, mostrato in figura 7.6-11. 


Si osservi la simmetria rispetto alla retta di equazione x = 1/2, 
conseguenza dell’analoga simmetria della parabola di equazione y = 
1+x—x?. La funzione f ha un solo punto di massimo per x = 1/2; 
utilizzando una calcolatrice si trova: 


f(1/2) = e5/4 & 3.49. 


Se ne deduce che non esistono valori di x in corrispondenza dei quali 
si ha f(x) = 5. D'altra parte, anche senza utilizzare una calcolatrice, 
ma semplicemente in base alla disuguaglianza e < 3, si trova 


ia si è 
eli = e-elli <3.40/423.v2<3:35=3<5. 


Abbiamo utilizzato 3/2 come stima per eccesso di V2. 

Per la determinazione della radice dell'equazione x — f(x) = 0 os- 
serviamo innanzitutto che f(1) = e > 1, f(2)= 1/e <2. 

Poiché f è strettamente decrescente nell’intervallo [1,2], la radice 
cercata esiste, ed è unica, nell'intervallo in questione. Per una migliore 
localizzazione di tale radice valutiamo anche f(3/2): si ha 

f(3/2) = el/4 < 40/4 < 5. 

Se ne conclude che la radice in questione è localizzata nell’intervallo 
[1,3/2], di ampiezza 1/2. 

Se si utilizza il metodo di bisezione, che dimezza ad ogni iterazione 


l’intervallo contenente la radice, dopo n iterazioni si perviene ad un 
intervallo di lunghezza 1/2?+!; poiché si vuole che sia 
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1 = 1 
Dre 100 
occorre scegliere n = 6 per raggiungere la precisione desiderata. 


Con l’aiuto di un elaboratore si è calcolata la Tabella 7.6-3, che 
mostra i valori ottenuti eseguendo sei iterazioni del metodo di bisezione. 


> 211 > 100. 


0 1 1.5 

1 1.25 1.5 

2 1.375 1.5 

3 1.4375 1.5 

4 1.4375 1.46875 

5) 1.4375 1.453125 
6 1.4375 1.4453125 


Tabella 7.6-3. Soluzione dell'equazione x = exp(1+ x — x?) con il 
metodo di bisezione. 


Alla sesta iterazione la radice viene localizzata in un intervallo di 
ampiezza 1.4453125 — 1.4375 = 0.0078125 < 0.01. 


La radice richiesta può anche essere considerata come punto fisso 
della funzione x + f(x), e questo suggerisce l’uso del metodo delle ap- 
prossimazioni successive 


En+1 := f(En) 
innescato, ad esempio, a partire da un punto ro dell’intervallo [1,3/2]. 
in cui già è stata localizzata la radice stessa. 


Tuttavia il metodo è inapplicabile in quanto, nell’intervallo consi- 
derato, si ha |f/(x)| > 1. Infatti, essendo il trinomio 1+ x — x? di segno 
positivo nell'intervallo in considerazione, si ha 


exp(1+x—2°)> 1, 


mentre nello stesso intervallo si ha 1 — 2x < —1, per cui non vale la (8). 
Il metodo di Newton applicato alla funzione 


D(a) = r- f(2) 
fornisce 
VENETO ®(r) _(1-cxn-22)exp(1+xn-22) 
SATO xa) 1-(1-2g)&p(1+za— )' 
e può essere innescato tanto a partire dal valore xo = 3/2 quanto a 
partire dal valore vo = 1. La Tabella 7.6-4 riporta i valori ottenuti, 
arrotondati all’ottava cifra decimale. 


0 1.5 0 1 

1 1.4394 6987 1 1.4621 1716 
2 1.4406 8186 2 1.4405 3734 
3 1.4406 8230 3 1.4406 8229 
4 1.4406 8230 4 1.4406 8230 


Tabella 7.6-4. Soluzione dell'equazione x = exp(1+ x — x?) con il 
metodo di Newton. 


Come si vede, già dopo due iterazioni si ottengono valori interni 
all'intervallo ottenuto con sei iterazioni del metodo di bisezione. 
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PROBLEMI E COMPLEMENTI 


7.6-1. Si risolva l'equazione x = e”. Studiare 
l'applicabilità del metodo delle approssimazioni 
successive. 


7.6-2. Si verifichi che l'equazione tana — 1 = @ 
ammette una ed una sola soluzione nell’intervallo 
(0, 7/2) per ogni a > 0. Si trovi un modo per lo- 
calizzare tale soluzione; si esamini poi l’applicabi- 
lità del metodo di bisezione e del metodo delle 
approssimazioni successive. 


7.6-3. Si dimostri che l'equazione 7? +2 —1=0 
ammette un'unica soluzione reale: si verifichi che 
tale soluzione è interna all’intervallo [0,1] e può 
essere approssimata col metodo di Newton a par- 
tire dal valore iniziale xo = 1. 


7.6-4. L'equazione 7°? —x—1= 0 ammette l’unica 


radice positiva £ = (1+ v5)/2 (si verifichi tale af- 
fermazione). Poiché l'equazione in esame può es- 
sere scritta nella forma x = x? — 1, si può pensare 
di approssimare £ con il metodo delle approssi- 
mazioni successive 


tas = ds) = #5 -L 


innescato a partire da un opportuno xo. Si veri- 
fichi che il metodo proposto non converge. 


Scrivendo invece la stessa equazione nella forma 
x = 1+ 1/x, si perviene allo schema iterativo 
Cn+1 = 1+1/%x ; sì studi la convergenza della suc- 
cessione generata a partire da ro = 1. Si rivedano 
il problema 2.1-10, l'esempio 3.2-3 e il problema 
3.43. 


7.6-5. Approssimare la soluzione di modulo mini- 
mo dell’equazione e® = |sinx|. Si suggerisce di 
tracciare i grafici delle funzioni a primo e a secon- 
do membro: si verifichi che la soluzione cercata è 
compresa tra —7/2 e 0. Si utilizzi il metodo di 
Newton a partire da xo = 0. 


7.6-6* L'equazione f(x) = x? = 0 ammette ev- 
identemente l’unica soluzione 7* = 0: si tratta 
di una radice doppia dell’equazione in esame, nel 


senso che f'(0) = 0, f”(0) # 0. 


Verificare che il metodo di Newton. innescato da 
un qualunque valore iniziale xo # 0, converge a 0 
linearmente (anziché in modo quadratico), cioè si 
ha |en4il < K|en| per ogni n, e non 
len4a] < Ken]? 


7.7 EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 


Esempio 7.7-1. 


Un'equazione differenziale è una relazione tra i valori della variabile in- 
dipendente x ed i valori assunti (nello stesso punto x ) da una funzione 
incognita y e da una o più sue derivate. L’incognita è dunque una fun- 
zione, anziché un numero. Il ricorso a tali equazioni si presenta naturale 
in molti problemi in cui si vuole studiare il comportamento dinamico di 
un sistema: la Fisica presenta molti modelli matematici sotto forma di 
equazioni differenziali. Nelle Scienze Naturali si fa ricorso alle equazioni 
differenziali nello studio della dinamica di grandi popolazioni. 


Supponiamo di studiare una massa di un composto radioattivo che si 
sta disintegrando. Sia t il tempo contato a partire dall’istante in cui 
s'inizia a studiare il fenomeno, m = m(t) la massa non disintegrata al 
tempo t. Ovviamente t + m(t) è una funzione decrescente del tempo. 
La “velocità di disintegrazione” al tempo ? è misurata dalla derivata 
m'(t). Supponiamo che tale velocità sia, in ogni istante, proporzionale 
alla massa m(t) attiva al tempo t. Dunque 


m'(t) = —Am(t), (1) 
dove A > 0 è la costante di proporzionalità. Abbiamo scritto —A in 
quanto m'(t) è negativa mentre m(t) è positiva. La (1) costituisce un 


semplice esempio di equazione differenziale: una funzione t + m(t) che 
verifichi la (1) per ogni t è una soluzione (si dice anche un integrale) 
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dell’equazione stessa. Ricordando che D exp(kt) = k exp(kt), si riconosce 
che 


m(t) := e7®* 
è una soluzione della (1), così come lo è ogni funzione del tipo 
to ce, (2) 


per ogni c reale. Per c = 0 si ottiene la funzione identicamente nulla. Per 
determinare quella, tra le funzioni individuate, che descrive il fenomeno 
fisico, occorre conoscere la massa iniziale non disintegrata m(0). In tal 
caso è facile determinare la costante c : poiché la funzione exp(—At) vale 
1 per t = 0, deve essere c = m(0). Dunque la soluzione dell'equazione 
(1) che corrisponde al problema fisico è 


m(t) := m(0)e?*. (2°) 
L'equazione (1) è un caso particolare di equazione del tipo 
Y (2) +a(2)y(x) = f(2), (3) 
dove a e f sono funzioni continue, assegnate su un intervallo / della retta 
reale, mentre y è la funzione incognita. Nel caso dell'equazione (1) si ha 
a(x)= A (costante), f(x) = 0, Va. 


Come caso particolare della (3) abbiamo quello in cui a(x) = 0, Va; 
l'equazione diventa allora 


y'(2) = f(2), (3°) 
con f funzione assegnata. Si tratta allora di trovare una primitiva della 
funzione f., problema che abbiamo risolto nel paragrafo 5.2 mediante il 
teorema fondamentale del calcolo integrale: tutte le soluzioni della (3) 
sono date dalla formula 


em | fa+o (4) 


dove ro è un punto ad arbitrio dell’intervallo I e c è una costante reale 
arbitraria. 

Se si preferisce, si può utilizzare allo stesso scopo il simbolo di inte- 
grazione indefinita 


.. faida 


Se imponiamo alla soluzione di avere un valore prefissato, diciamo yo. 
per r = ro. possiamo determinare la costante d’integrazione c. Infatti 
scrivendo la (4) per x = xo otteniamo y(co) = c e quindi la costante c 
deve essere uguale al valore richiesto yo. 

In conclusione, la soluzione richiesta si scrive 


va) =%0+ f " f(0at. @) 


Nelle equazioni fin qui incontrate non compaiono potenze di espo- 
nente superiore a 1 della funzione incognita y e della derivata prima y/, 
né compare il prodotto yy’; si parla in tal caso di equazioni differenziali 
di primo grado o lineari. Al contrario l'equazione 

/ 2 e 
y(2)]+y()=1 
è di secondo grado, dato che compare il quadrato della derivata prima. 

Si chiama poi ordine di un'equazione differenziale il massimo ordine 
di derivazione che in essa compare. Così y' + y = 2r è un’equazione 
lineare del primo ordine, mentre 
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H 14 
y +2xy +y=e 
è un'equazione lineare del secondo ordine. Noi ci limiteremo a studiare 
equazioni differenziali lineari del primo e del secondo ordine. 
In generale. un’equazione differenziale lineare del primo ordine si 
scriverà 


ao(e)y' (©) + a1(2)y(x) = f(2), 
con ag. a; e f funzioni continue, assegnate su un intervallo I della retta 
reale. Occorre tuttavia supporre che sia ao(x) # 0 per ogni x, perché in 
caso contrario, nei punti di annullamento di ao non comparirebbe più la 
derivata della funzione incognita. Dividendo primo e secondo membro 
per ao e scrivendo semplicemente f al posto di f/ao, ci si può dunque 
sempre ricondurre alla forma (3): 

y (©) + a(c)y(e) = f(2). 

Noi abbiamo visto come si tratta il caso a(x) = 0. Vediamo di 
introdurre un artificio che consenta di riportare una qualunque equazione 
del tipo (3) al caso che sappiamo risolvere. A tale scopo consideriamo la 
funzione integrale 


T 


A(x) := exp (J a(t) de) (5) 


To 
dove xo è un punto qualunque dell’intervallo /. L'argomento dell’esponen- 
ziale è dunque una qualsivoglia primitiva della funzione € + a(x). Le 
proprietà della funzione esponenziale ed il teorema fondamentale del cal- 
colo integrale forniscono 


A(x)> 0,ve, A'(x)=a(x)exp (f alt) di) = a(r) A(2). 


To 
Se dunque si moltiplicano entrambi i membri della (3) per A(x), si 
ottiene 


yA+aAy= fA: 


la funzione F := f A a secondo membro è nota, essendo note f e A. Se 
si scrive A’ al posto di a A, si ottiene l'equazione 


yA+A'y=F &« D(yA)=F, 


dove l’ultima equazione scritta è precisamente un’equazione differenziale 
nell’incognita Y := yA, del tipo (3’) che sappiamo risolvere. 


Tutte le soluzioni dell’equazione ottenuta sono fornite dalla (4), che 
nel caso in esame diventa 


y(c)A(x) = pa F(t)dt+c, 
A = [f FO&+] Pa 


> y(c)= " JE 


Consideriamo l'equazione 
y+xy=x, reR. 
Abbiamo a(x) = x, dunque (scegliendo ro := 0) 
A(x) = exp(x°/2), F(e)= f(x)A(x) = rexp(22/2) 


cioè 
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fa exp(x°/2) = exp(x?/2) + c. 
La (6) diventa dunque 
y(x) = exp(-22/2)fexp(x2/2) + c] =1+ cexp(—x?/2). © D 


Se f(x) = 0, si dice che l'equazione (3) è omogenea. In questo caso 
la (6) si semplifica ulteriormente in quanto f(7)A(x) = 0 e si riduce alla 
formula 

(6 
a)=——. di 
VA = TG (6) 

È il caso dell'equazione dell'esempio 1: con i simboli attualmente in 
uso tale equazione si scrive y' + Ay = 0. Una primitiva di x — A è 
r+ Ax, dunque A(x) = exp(Axr): la (6°) diventa 

e ce Li gra 
y(c) = da SE, 
che è precisamente ciò che abbiamo già trovato. 


Possiamo dare un’interpretazione geometrica di un'equazione dif- 
ferenziale del tipo (3) e della relativa famiglia di soluzioni, una per ogni 
scelta del “valore iniziale” yo = y(xo). Per comodità di esposizione 
prendiamo come riferimento l'equazione y' + ry = x dell'esempio 2, che 
riscriviamo in modo che a primo membro compaia soltanto la derivata 
prima della funzione incognita: 


y=ax(1-y). 

Sia x + y(x) una soluzione dell'equazione scritta, e (x.y) è un punto 
del grafico di tale soluzione, dunque y = y(x). L'uguaglianza scritta si- 
gnifica che. in tale punto. il coefficiente angolare della tangente al grafico 
è dato dal numero xr(1— y). e questo è vero per ogni x. Più in generale, 
se l'equazione (3) viene scritta nella forma 


y (1) = f(x) — a(x)y(7). 
e si indica col simbolo d(x.y) la funzione a secondo membro 


d(x.y) := f(x) — a(e)y 
allora ogni curva integrale (si chiama così il grafico di una soluzione 
dell'equazione stessa) è caratterizzata dal fatto che, in ogni suo punto, 
la pendenza è data dal valore assunto nello stesso punto dalla funzione 


d. 


Nasce allora l’idea di rappresentare la funzione di due variabili d(x, y) 
selezionando un certo numero di punti nel dominio di tale funzione, e 
tracciando a partire da ciascuno di essi un breve segmento avente come 
pendenza il valore della d nello stesso punto. La funzione d fornisce 
quello che potremmo chiamare un “campo di direzioni”, nel senso che il 
valore che essa associa ad ogni punto (x.y) del suo dominio viene inter- 
pretato come una direzione (più esattamente: un coefficiente angolare 
che individua una direzione). 

Consideriamo l'equazione differenziale 
/ n 
y-y=ax. 
Ora si ha a(x) = —1, quindi A(x) = e”. Per la funzione F si 


trova l’espressione re”. il cui intergrale indefinito si calcola mediante 
integrazione per parti e risulta essere —(1+ r)e7® + c. 


T 


La (6) fornisce allora per la famiglia delle soluzioni l’espressione 


ya)=-1-x+ce%. ce R. © D 
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Figura 7.7-1. 

La funzione di due variabili 
d(x,y) := x(1— y) (7 esempio 
7.7-2) viene visualizzata in un 
rettangolo del piano cartesiano, 
suddividendo ogni intervallo 
unitario in venti parti uguali, e 
tracciando, in corrispondenza 
di ciascun punto del reticolato 
ottenuto, in piccolo segmento 
avente come pendenza il 

valore della funzione d nel 
punto stesso. In grigio è 
rappresentata la curva integrale 
corrispondente al valore iniziale 
y(0) = 1.8. 


Equazioni lineari 
del secondo ordine 


La 
1} - 
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Nel caso della ricerca di una primitiva, cioè quando la (3) si riduce 
alla forma (3°), la funzione a secondo membro dipende solo da x, cioè è 
al variare di y, per x fissato: in questo caso tutti i segmenti che si trovano 
sulla medesima verticale sono tra loro paralleli. 


Passiamo a considerare equazioni differenziali lineari del secondo or- 
dine: una tale equazione si scriverà 


y" (x) + a(2)y'(2) + b(2)y() = f(2): (7) 
dove a, b e f sono funzioni continue, assegnate su un intervallo / della 
retta reale, mentre y è la funzione incognita. L'equazione ottenuta dalla 
(7) scrivendo 0 al posto di f. vale a dire l'equazione 

y' (2) + a(x)y' (2) + b(2)y(2) = 0, (7°) 
sì chiama equazione omogenea associata alla (7). Per un'equazione del 
secondo ordine non esiste, in generale. un artificio che consenta di trovarne 
le soluzioni con una o più integrazioni eseguite sui coefficienti a, d e sul 
termine noto f. 

Prima di affrontare il problema della ricerca delle soluzioni di un’equa- 
zione del secondo ordine è opportuno stabilire alcuni risultati relativi 
alle equazioni differenziali lineari che valgono per equazioni di ordine 
qualunque, anche se noi, per semplicità. li enunceremo e dimostreremo 
per equazioni del secondo ordine. Indichiamo con L la trasformazione 


che ad ogni funzione y : I — R due volte derivabile associa il primo 
membro della (7): 


Liy=-y"+ay'+by: 


se si tengono presenti le proprietà di linearità dell'operazione di deriva- 
zione (7 Prop. 4.2-1). si riconosce subito che L è una trasformazione 
lineare, cioè 


L(ciyi + c242) = ciL(y1) + caL(y2). (8) 
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Grafico analogo a quello della 
figura precedente, relativo 
all’equazione differenziale 

y' =x+y (7 esempio 7.7-3). In 
grigio sono evidenziati grafici 
delle soluzioni yo := —1— x 
(c= 0), yr1:=-1-r+e® 
(=). 
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Proposizione 7.7-2. D 


Dimostrazione 


Proposizione 7.7-3. D 
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quali che siano le funzioni y1. y9 e le costanti ci. co. 


Tenendo presente che l’equazione omogenea (7’) si scrive L(y) = 0, 
si ha innanzitutto la 


Se y1 e Y2 sono due soluzioni dell'equazione omogenea (7°), allora ogni 
loro combinazione lineare, cioè ogni funzione del tipo x + c1y1(x) + 
c2Y2(x), è ancora soluzione della stessa equazione. 


Infatti L(c1yi + c2Y2) = ciL(Y1) + coL(y2)=c1:0+c2-0=0. © D 


Ovviamente una proposizione simile a quella appena dimostrata non 
sussiste per l'equazione non omogenea (7): si ha tuttavia la seguente 


Se 7 è soluzione dell'equazione non omogenea (7) e y è soluzione del- 
l'equazione omogenea associata (7°), allora 7+y è soluzione dell’equazione 
non omogenea. 


Infatti L(9+y)=L(7)+L(y)=f+0=f. & D 


Se yi e y2 sono soluzioni dell'equazione non omogenea (7), la loro dif- 
ferenza Y1 — y2 è soluzione dell’equazione omogenea associata (7°). 


Infatti L(y1 — y-) = L(yi) - L(y)=f-{f=0. © D 


Per chiarire quale sia l'interesse di considerare combinazioni lineari 
di soluzioni di un’equazione omogenea, introduciamo la nozione di lin- 
eare indipendenza di una coppia di funzioni. Siano y1 e y2 due funzioni 
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Definizione 7.7-1. D 


|p Esempio 7.7-4. 
|p Esempio 7.7-5. 
|p Esempio 7.7-6. 


Proposizione 7.7-4. D 


Corollario. p 


definite sull’intervallo I, ciascuna delle quali sia diversa dalla funzione 
identicamente nulla. Ci chiediamo se è possibile che la funzione 


x —- C1Y1 + C2Y2 


sia identicamente nulla. 

È chiaro che si ottiene la funzione identicamente nulla scegliendo le 
due costanti c; e co entrambe uguali a zero; tuttavia mentre in certi casi 
questo è l’unico modo per avere la funzione nulla, in altri casi è possibile 
ottenere tale funzione anche con costanti ci e co non nulle. In modo 
formale, poniamo la seguente 


Siano yi e ya due funzioni definite sull’intervallo I della retta reale; si 
dirà che esse sono linearmente indipendenti se dall’identità 


ciy1(Ta) + covz(a) =0, Vee I 
segue necessariamente cj = co = 0. 


In termini equivalenti: le funzioni y1 e y2 sono linearmente dipendenti 
se esistono due costanti c] e co, non entrambe nulle, per cui risulta 


ciyi(c) + coy2(c) =0, Va e I. 


Se ciò accade e se, per fissare le idee, si ha ci # 0, allora l’ultima 
uguaglianza si scrive anche 


(2) = = y2(2); 


cioè le due funzioni sono tra loro proporzionali, e il loro rapporto è 
costante. 


Le funzioni y1(x) := x, y2(x) := 2r sono linearmente dipendenti, in 
quanto 2y1(x) — y2(x)=2x — 2rx=0. 


Le funzioni y1(x) := sin, y2(7) := cosa, sono linearmente indipendenti; 
infatti il loro rapporto è la funzione tangente, che non è costante. 


Le funzioni y1(x) := exp(A1z), y2(7) := exp(A27), dove Ai # Az, sono 
linearmente indipendenti, in quanto il loro rapporto è exp[(A1 — A2)q]. 
che non è costante essendo Ai — Ao # 0. © D 


L’interesse della definizione posta risulta dalla proposizione seguente, 
che completa la proposizione 7.7-1: 


Se y1 e ya sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione 
omogenea (7°), ogni altra soluzione della stessa equazione si scrive nella 
forma y = c1Y1+ +c2Y2, per una scelta opportuna delle costanti ci e co. 


In altre parole. non solo per ogni coppia di costanti ci, co € R la 
funzione c1Y1 + c2Y2 è soluzione dell’equazione (7°) (questa è la tesi della 
proposizione 7.7-1), ma variando in tutti i modi possibili le costanti stesse 
si ottengono tutte le soluzioni dell'equazione in esame, nessuna esclusa. 


L'espressione 
y = C1Y1 + C2Y2 
si chiama soluzione generale (o integrale generale) dell'equazione (7°). 
Noi non daremo la dimostrazione della proposizione precedente: una 


conseguenza importante è espressa dal seguente 


Se yi e yz sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione 
omogenea (7°) e 7 è una soluzione dell’equazione non omogenea (7), 
ogni altra soluzione della stessa equazione (7) si scrive nella forma y = 
Y+ C1Y1 + C2Y2, per una scelta opportuna delle costanti ci e co. 
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Il fatto che y = Y+c1y1i + c2Y2 è soluzione dell'equazione non omogenea segue 
dalle proposizioni 7.7-1 e 7.7-2. Inversamente, sia y* una qualsivoglia soluzione 


dell'equazione non omogenea: vogliamo dimostrare che essa può scriversi nella 
forma 


yY =9U+ cy + 272. 


attribuendo valori opportuni alle costanti ci e ca. 


Infatti la funzione y° — yY è una soluzione dell'equazione omogenea, in 
quanto differenza tra due soluzioni dell'equazione non omogenea (7 Prop. 7.7- 
3); in virtù della Proposizione 7.7-4 essa può dunque scriversi nella forma 


YV-9=ciy + 272, 
per opportuni valori delle costanti in gioco, e questo equivale alla tesi. & D 


Come si vede, la soluzione generale di un’equazione differenziale line- 
are del secondo ordine, omogenea o meno, contiene due parametri ci e 
ca. Una singola soluzione si otterrà imponendo certe condizioni sulla 
soluzione stessa: tali condizioni saranno due, essendo due le costanti da 
determinare. 


Le più comuni condizioni che si impongono sulla soluzione sono le 
cosiddette condizioni iniziali: si richiede cioè che per un assegnato xo 


la soluzione abbia un assegnato valore yo e la sua derivata un assegnato 
valore y1: 


y(co) = vo. Y'(c0)=v- 

Vedremo mediante alcuni esempi (e si potrebbe dimostrare in gen- 
erale) che tali condizioni individuano ci e ca, dunque una ben determi- 
nata soluzione dell'equazione allo studio. 

Da questo momento in poi ci limiteremo a studiare equazioni dif- 
ferenziali lineari del secondo ordine a coefficienti costanti, cioè 


L(y)=y"+ay'+by= f(x), (9) 
dove a e bd sono due costanti reali assegnate. Cominciamo dalle equazioni 
omogenee 

L(y)=y"+ay'+b=0. (9') 


Per queste equazioni mostreremo la possibilità di determinare una 
coppia di soluzioni yY1, Y2 linearmente indipendenti, e dunque la soluzione 
generale dell'equazione stessa. 


Partiamo dall’osservazione che per le equazioni differenziali lineari 
omogenee a coefficienti costanti del primo ordine, cioè equazioni del tipo 
y' + ay = 0 le soluzioni sono funzioni di tipo esponenziale: y(x) = 
ce, ceR. 

Questo suggerisce di cercare soluzioni dell'equazione (9') sotto forma 
di funzioni esponenziali x — e)”, con A parametro da determinare. Posto 
y(x) := e*”, si trova 

y(a) = Ae, y'(a)= Xe, 
quindi sostituendo nella (9') 
L(eX®) = X2eMT + aXeX® + beV® = e*®(A2 + a\+b) = 0. 


= e 
Essendo e) # 0, affinché sia L(eX) = 0 è necessario e sufficiente 
che sia 
XA +a\A+b=0. (10) 


Si è così ottenuto un’equazione di secondo grado in À (detta equazione 
caratteristica) le cui soluzioni forniscono i valori richiesti, da sostituire 
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D 


|p 


Esempio 7.7-7. 


Esempio 7.7-8. 


nell’espressione e*® per ottenere le soluzioni dell'equazione differenziale 
(9°). 

A questo punto si presentano tre distinti casi, a seconda che il dis- 
criminante A := a? — 4b sia maggiore. uguale o minore di zero. 


1° Caso: A > 0. Se A > 0, l'equazione caratteristica è dotata di due 
radici reali e distinte Aj e Aa: dunque le funzioni 


dix ar 


yi(x) := e y2(x) := e 


sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione data (7 es- 
empio 5) e pertanto la soluzione generale della stessa equazione si scrive 


y(x) = ciel? + cge®®. 


Sia data l'equazione y” — 3y' + 2y = 0. L'equazione caratteristica è 
X°-34+2=0. 

le cui soluzioni sono A} = 2, Aa = 1. L’integrale generale si scrive allora 
y(x) = c1e?” + c9e”. 


Cerchiamo la soluzione particolare per cui si ha y(0) = 1. y/(0) = 0. 
Poiché 


y'(x) = 2c1e?® + cre”, 


sostituendo il valore x = 0 nell’espressione di y e di y'. si trova che le 
condizioni desiderate si traducono nel sistema 


cL+co=1 

2c +00 =0, 
da cui cr = —1. co = 2. La soluzione particolare cercata è dunque 
y(x) = —e?® + 2e?. © D 


2° Caso: A = 0. Se A = 0. l'equazione caratteristica è dotata di 


un'unica radice reale doppia, diciamo Ao. Dunque una prima soluzione 
della (9) è data da 


yi(x) = eV. 


Un'altra soluzione si ottiene moltiplicando y1 per x. cioè 


ya(x) := red0®, 


Si osservi che y1 e y2 sono linearmente indipendenti in quanto il 
rapporto y2/y1 vale x # costante. 

La verifica che yo è effettivamente una soluzione della (9°). nell’ipotesi 
che stiamo esaminando e cioè che il discriminante sia nullo, è proposta 
come esercizio (| problema 7.7-6). L’integrale generale si scrive dunque 

y(x) = cet + coredor, 
Sia data l'equazione y” — 2y' + y = 0. Dall’equazione caratteristica 
XA? -2A+1=0siiha A=4-42=0, 9 = 1. Dunque la soluzione 
generale si scrive 


y(a) = c1e” + core”. 
Cerchiamo la soluzione particolare per cui risulta y(0) =0. y/(0) = 2. 
Si è condotti al sistema 
c=0 
c1+c2=2, 


da cui co = 2. La soluzione richiesta è dunque y(x) = 2re?. © D 
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3° CASO: A < 0. Se A < 0, l'equazione caratteristica ammette due 
radici complesse coniugate 


An :=3(-a+iv|A]))=a+:i8, 


(-a-iVvIA)=a- 16, 


avendo posto a := —a/2, 6 := V|A4]/2. 


Air AaT 


Le funzioni r + e'!%, rt e si scrivono 


et = e9T (cos 8x + îsin 8x), 


\ar 


e'?% = e°%(cos Bx — isin Br), 


(T formula (3’), par. 7.5). Le due funzioni a valori reali 
yi(a) =e®" costr, y2(x) =e®”sin0a, 


che sono rispettivamente la parte reale e il coefficiente dell’immaginario 
delle due funzioni precedenti, sono una coppia di soluzioni linearmente 
indipendenti dell’equazione (9'). 

Il fatto che si tratti di soluzioni dell'equazione allo studio è lasciato 
come verifica (| problema 7.7-7); che le funzioni scritte siano linearmente 
indipendenti segue subito dal fatto che il loro rapporto è sin 0x/ cos 8x # 
costante. 


La soluzione generale dell’equazione (9') è dunque 


y(x) = c1e*” cos Bx + cge®® sin Bx. 


p Esempio 7.7-9. Sia y' +y = 0. L’equazione caratteristica A? + 1 = 0 ammette le 
soluzioni è e —iî, dunque a = 0, 8 =1. La soluzione generale si scrive 
pertanto 


y(x)=c1cosa +casint. 


Se cerchiamo la soluzione per cui si ha y(0) = 1, y/(0) = 1, si trova 
ci = c9 = 1, dunque la soluzione richiesta è 7 — cosa + sin x. 


D Esempio 7.7-10. La legge fondamentale della dinamica, applicata ad un pendolo di massa 
m e lunghezza L conduce all’equazione 


mo" (t) = —m(g/L)sin(t), 


dove g è l’accelerazione di gravità e @ la misura in radianti dell’angolo 
che il pendolo forma con la verticale. 


Figura 7.7-3. 

Il prodotto mg sin @ 
rappresenta la componente 
tangenziale della forza peso 
mg. 


mag 
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Esempio 7.7-11. 


Dividendo per m e ponendo w? := g/L si ottiene 
w' (1) = —w? sin g(t). 


Se le oscillazioni del pendolo sono abbastanza piccole si può approssi- 
mare sin d con è (si tratta del polinomio di Taylor di primo grado relativo 
alla funzione seno e al punto iniziale 0: T esempio 7.3-4); si ottiene così 
l’equazione differenziale 


d'(1)=-wd(1) — @’(0)+wsing(t)=0. 


Procedendo esattamente come nell'esempio precedente, si ottiene la 
soluzione generale 


6(t) = c1 cos(wt) + ca sin(wt), 
Si osservi che @ è una funzione periodica di periodo 


2 L 
w I 


T 


le piccole oscillazioni del pendolo hanno un periodo proporzionale alla 
radice quadrata della sua lunghezza. © D 


Concludiamo con alcuni cenni alle equazioni non omogenee 
7, / i 
L(y)=y"+ay +by= f(x); 
come sappiamo, una volta trovata la soluzione generale dell'equazione 
omogenea associata, basta determinare una soluzione dell'equazione non 
omogenea per determinare la soluzione generale della stessa equazione. 
Ci limitiamo a dare indicazioni su alcune tecniche per la determi- 
nazione di una soluzione dell’equazione non omogenea nel caso in cui 
la funzione f a secondo membro appartenga a certe classi particolari di 
funzioni. 


Supponiamo, ad esempio, che f sia un polinomio; è possibile trovare 
una soluzione dell’equazione non omogenea ancora sotto forma di poli- 
nomio, come mostrano gli esempi seguenti. 


Si vuole determinare una soluzione dell’equazione 
y'-3y+y=c°+1. 


Se y è una funzione polinomiale di grado n, allora y’ sarà di grado 
n—-1ey"” di grado n—2. Dunque per una tale funzione il primo membro 
dell'equazione considerata sarà un polinomio di grado n. Volendo che 
esso coincida con x? + 1, è necessario scegliere n = 2, dunque cercare 
una soluzione di tipo polinomiale tra i polinomi di secondo grado. Sia 
quindi 


y(x) = ax? +ba +c 


un generico polinomio di secondo grado; si ha y' = 2ax + b, y” = 2a, 
dunque sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene 


2a-3(2ar+b)+ax?+br+c= ax?+(b—6a)x+2a—3b+c=x?+1. 


In base al principio di identità dei polinomi deve essere 


a = 
—6a+b =0 
2a-3b+c= 1, 


cioè a = 1, b = 6, c = 17. Una soluzione particolare dell’equazione 
considerata è dunque y(r) = x? + 62 + 17. 
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Esempio 7.7-12. 


Esempio 7.7-13. 


Esempio 7.7-14. 
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Si cerca una soluzione dell'equazione y”+y’ = 7—2. Se y è un polinomio 
di grado n, la funzione x + y”+y' è un polinomio di grado n—1: dovendo 
coincidere con x — 2 si dovrà scegliere il polinomio, come nell'esempio 
precedente, cioè y(x) = ar? + br + c. 


Derivando e sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene 
2a+2ax +b=x-2. 


Dunque dev'essere 


209, =. 
2a+b=-2, 
da cui a = 1/2, b = —-3. Come si vede, c resta indeterminato, in con- 


seguenza del fatto che l'equazione considerata non contiene y ma soltanto 
y' ey". Dunque ogni funzione del tipo y(r) = (1/2)x? -3r+c, qualunque 
sia c, è soluzione dell’equazione precedente. © D 


Supponiamo ora che il termine noto f sia una funzione di esponen- 
ziale: 


f(x) = cost. ef. 


In un primo tempo supponiamo che la costante & non sia radice 
dell'equazione caratteristica; in tal caso esiste una soluzione dell’equa- 
zione non omogenea esattamente dello stesso tipo del termine noto. cioè 
r+ ceF®, salvo determinare opportunamente la costante c. 


Si cerca una soluzione dell’equazione 
y" —3y' +2y=eT”. 
L'equazione caratteristica A? — 3A +2 = 0 ha le radici A} = 1, Ao = 2 


entrambe diverse da —1. Esiste allora una soluzione del tipo x + ce7”. 


Essendo y' = —ce7®, y"” = ce7*, sostituendo nell’equazione differenziale 


si ottiene 
e "(c+3c+2c) = e” 
da cui, essendo e® # 0, dev'essere 6c=1 = c= 1/6. In definitiva 


si ha la soluzione particolare y(x) = (1/6)e 7”. © D 


Supponiamo ora che k coincida con una delle radici dell'equazione 
caratteristica, ma sia diversa dall’altra (si suppone dunque che l’equa- 
zione caratteristica abbia due radici distinte). Una soluzione y va ricer- 
cata nella forma r + cref®. 


Si vuole una soluzione dell’equazione 
y' —3y' +2y=e?. 
Le soluzioni dell'equazione caratteristica sono A3 = 1, Aa = 2 (v. es- 
empio precedente), si ha che la costante & = 1 coincide con una delle 


radici ma è diversa dall’altra. Cerchiamo dunque una soluzione della 
forma y(x) = cre”. Si ha 


y(a)=ce"(1+2), y"(x)=ce?(2+2). 
Sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene 


ce[2+x—-3(1+x)+2x]= e”, 


cioè ce (—1) = e® «> c=-1. In conclusione la soluzione cercata si 
scrive y(x) = —xe?. © D 
Supponiamo infine che sia Aj = Aa = &. Adesso la soluzione va 


cercata sotto la forma y(x) = cr?eF®. 
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Esempio 7.7-15. 


Si cerca una soluzione dell’equazione y” — 2y' + y = e”. In questo caso 
l'equazione caratteristica è AZ— 2A+1= (A—1)? = 0, cioè A} = A2 = 
k = 1. Cerchiamo dunque una soluzione del tipo y(r) = cr?e”. Si ha 
y(a)=ce(2x+x°), y'(x)=ce"(2+4r+2?). 
Sostituendo nell’equazione differenziale si trova 
ce[2+4rxr+x° — 4r-2x° + x°])=e?, 


cioè 2ce” = ef > 
y() = (1/2)x?e?. 


c = 1/2. Si ha dunque la soluzione particolare 
@ D 


Per finire, osserviamo che se il termine noto f è somma di due (0 
più addendi), f = f1+ fa, si può cercare una soluzione dell’equazione 
L(y) = f1+ f2 nella forma y = yY1+%2, dove yi e Y2 sono rispettivamente 


soluzioni delle equazioni L(y) = fi. L(y) = fo. 


PROBLEMI E COMPLEMENTI 


7.7-1. Si verifichi che l’equazione differenziale 
y' = 2y/x, in ciascuno dei due semipiani x > 0 e 
x <0, ammette come soluzioni le funzioni y(x) = 
cx*, c e R. 


7.7-2. Si trovino le soluzioni dell'equazione y' = 
xy. Si determini la soluzione particolare che vale 
1perg=0. 
7.7-3. Risolvere le equazioni: 

a)y+2y=e"; by -y=e®. 


7.7-4. Risolvere l'equazione y'+2ry = x. Trovare 


la soluzione che vale 1 per x = 0. Qual è la 
soluzione che vale 1/2 per x = 0? 
7.7-5. Risolvere l'equazione y' — y = —x: trovare 


la soluzione che vale 2 per x = 0. 


7.7-6* Si verifichi che se l’equazione caratteristica 
A°+a\A+b = 0 ammette una radice Ao reale doppia 
(A=a?—-4b= 0), allora la funzione y9(x) = re)0 
è soluzione dell’equazione differenziale y” + ay + 
b=0al pari della funzione y1(x) := edò. 
(SUGGERIMENTO. Si verifichi che y5(7) = y1(2) + 
xy (e). (x) = 2y(a)+x45 (x): si tenga presente 
che Ao + a/2 = 0.] 

7.7-T* Si verifichi che se l'equazione caratteristica 
\3 + ado +6 = 0, ammette due radici complesse 
coniugate (A = a? — 4b < 0), diciamo 


Az =a+iB, Ais:=a+19, 


le funzioni y1(x) = e°* cos 8x, y2(r) = e** sin Br 
sono soluzioni dell'equazione differenziale y"/+ay+ 
b=0. 

[SUGGERIMENTO. L'ipotesi (a+i8)? +a(a+i8)+ 
b=Osi traduce nelle due uguaglianze a? — 82 + 
aa + b = 0. 2a8 + aB = 0. Si sfrutti il fatto che 
y = avi — BY, Y, = ayr + By] 


7.7-8. Verificare che il metodo esposto nel testo 
per la soluzione dell’equazione y” = 0 conduce 
all’integrale generale y(x) = c1 +c2x. A parole: le 
funzioni che hanno la derivata seconda nulla sono 
tutti (e solo) i polinomi di grado < 1. 


7.7-9. Risolvere il problema di valori iniziali 


y'+2y"+5y=0, y(0)=1,y/(0)=0. 


7.7-10. Trovare una soluzione particolare del- 
l'equazione y” + 3y' — y = x? — 1 sotto forma 
di polinomio di secondo grado. 


7.7-11. Trovare una soluzione particolare del- 
l'equazione y” — 9y = e73?. 


7.7-12. Trovare una soluzione particolare del- 
l'equazione 


y'+y=cosr—sinr 


del tipo y(r) = Arcosr + Basina. 
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Esercizi e problemi per il Capitolo 1 


NUMERI REALI 


Numeri naturali, interi, razionali 


1. Su una retta r del piano P si fissino un punto 
O come origine e un verso di percorrenza. 

Si dispongano sulla retta r i punti corrispondenti 
ai seguenti numeri razionali: 


6_i1l41290 2.4 I 


‘253930 103815 
avendo scelto come unità di misura un segmento 
u di lunghezza 15 cm. 


2. Su una retta r del piano si fissino un punto O 
come origine e un verso di percorrenza. 

Si dispongano sulla retta r i punti corrispondenti 
ai seguenti numeri razionali: 


1 43 603 4 DS 6 
SR LI RP 
avendo scelto come unità di misura un segmento 
u di lunghezza 3 cm. 


3. Disporre i seguenti numeri razionali in ordine 
crescente: 

SERE 
5 3 2 
[SUGGERIMENTO. Iniziare col ridurre le frazioni 
ai minimi termini.) 


4 
6 


4. Disporre i seguenti numeri razionali in ordine 
crescente: 


-6° 3 15° 2 


5. Disporre i seguenti numeri razionali in ordine 
decrescente: 


Rie) 


6. Disporre i seguenti numeri razionali in ordine 
decrescente: 


7 s da 
sla i 
10° 49° —5° 8° 7° 5 
7. Qual è il maggiore tra i due numeri interi 120190 
e 100120? 
(SUGGERIMENTO. Sfruttare le proprietà delle po- 
tenze e la scomposizione in fattori primi.) 


8. Qual è il maggiore tra 2030 e 3020? 


9. Se la frazione p/q è rappresentata in un sis- 
tema di assi cartesiano ortogonale dal punto di 
coordinate (p.q) tutte le frazioni equivalenti ad 
essa sono rappresentate dai punti a coordinate in- 
tere giacenti su una retta r di coefficiente angolare 
a/p. 

a) A quale frazione corrisponde l’origine? 

b) Quali frazioni sono rappresentate dai punti a 
coordinate intere giacenti sulla bisettrice del primo 
e terzo quadrante? 


c) Quali frazioni sono rappresentate dai punti a 
coordinate intere giacenti sulla bisettrice del se- 
condo e quarto quadrante? 

d) Su quali rette passanti per l’origine giacciono 
i punti corrispondenti alle frazioni p/q con p e q 
discordi? 

e) A quali frazioni corrispondono i punti a coor- 
dinate intere dell’asse delle ascisse? 

f) A quali frazioni corrispondono i punti a coordi- 
nate intere dell’asse delle ordinate? 

(R. a) La frazione 0/0 non ha senso; b) le frazioni del 
tipo p/p che rappresentano tutte 1: c) le frazioni del 
tipo —p/p che rappresentano tutte -1: d) sulle rette 
per l’origine a coefficiente angolare negativo: e) alle 
frazioni 0/9, con q # 0, che rappresentano tutte 0: f) 
la scrittura p/0 non ha senso.) 


10. La frazione p/q è rappresentata in un sistema 
di assi cartesiano ortogonale dal punto di coordi- 
nate (p.g). come nel precedente esercizio. 

a) Su quali rette giacciono le frazioni con uguale 
denominatore gq? 

b) Su quali rette giacciono le frazioni con uguale 
numeratore p? 


c) A quale frazione corrispondono i punti a coor- 
dinate intere sull'asse delle ordinate? 


d) Quali punti del piano, a coordinate intere, non 
rappresentano alcuna frazione? 


(R. a) Su rette parallele all'asse delle ascisse: b) su 
rette parallele all’asse delle ordinate, escluso il punto 
di intersezione con l’asse delle ascisse: c) alle frazioni 
del tipo 0/q. tutte equivalenti a 0: d) i punti (p, 0) con 
p intero, ovvero i punti sull’asse delle ascisse.) 


11. Eseguire i seguenti calcoli, tenendo presente 
che x! = 1/x. x # 0. e utilizzando le proprietà 
dellepotenze: 

1 17 
--2-1 -4-1)-:; 
a) 3 + (8 1) 1 


b) (81-:-3-4—1)-1072; 
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di (9-8-271).52 
(128-276 — 2) - 10-2 
(R. 0; 0; impossibile) 
12. Giustificare la “regola dei segni” per il pro- 
dotto di due elementi di Z. 


(SUGGERIMENTO. La regola di annullamento del 
prodotto e la proprietà distributiva del prodotto 
rispetto alla somma devono essere estese da N a 
Z, dunque, per ogni a, db, c € Z, 

(a+b)c= ac+be,(adb=0) > (0a0d nullo). 
Porre b = —a e considerare [a + (—a)]c. ] 

13. Dimostrare che se a e a + db, a e db E N, sono 


multipli dello stesso numero c € N, allora anche 
b è multiplo di c. 


Rappresentazione decimale dei numeri 
razionali 


14. Quali, tra le seguenti frazioni, danno luogo a 
rappresentazioni decimali illimitate? 


a) 3/8 b)3/7:  c)1/125; d)1/12: 
e) 1/3; f) 33/100; g) 3/99: h) 1/5. 
(Ri..b; di € & 1) 


15. Trovare la rappresentazione decimale dei se- 
guenti numeri razionali: 


a) 1/8; b) 1/14; c) 1/6; d) 1/15. 
(R. 1/8= 1.125; 1/14= 0.0714285: 1/6 = 0.16; 
1/15= 0.06.) 
16. Trovare la frazione generatrice dei seguenti 
allineamenti decimali periodici puri: 
a) 115: b) 0.5; c) 0.1; 
d) 0.21; e) 0.4321. 
(R. 1.15 = 38/33; 0.5 = 5/9; 0.1= 1/9; 0.21 = 7/33; 
0.4321 = 4321/9999.) 
17. Trovare la frazione generatrice dei seguenti 
allineamenti decimali periodici misti: 
8) 1.2334; b) 0.15; 
c) 0.21; d) 0.4321. 
(R. 1.2334=12211/9900; 0.15=7/45; 0,21 =19/90; 
0.4321=713/1650). 
18. Determinare la centesima cifra dei seguenti 
allineamenti decimali periodici: 
a) 0.123; b) 2.1256; 
c) 0.12345; d) 0.12345; 

(R. a) 1; b) 6; c) 5:d) 4) 


19. Su una retta r si fissino un punto O come 
origine, un verso di percorrenza ed un’unità di 
misura. Si dispongano su r i seguenti numeri 
razionali: 
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2 = pe 1 
uri 0.3; 0.6; » 
ai 2, 0 16: 0 05 
6° 6° È) ’ ’ 3 


20. Disporre in ordine crescente i seguenti numeri 
razionali, dopo averli rappresentati tutti come 


allineamenti decimali: 
SA = 3 1 
—-0.17; 2; 0.8; -—--:; 0.99; -. 
"0.5 2 ° 5 
21. Disporre in ordine decrescente i seguenti nu- 
meri razionali, dopo averli rappresentati tutti come 
rapporti tra interi: 


0,63: 33; 259; -3; 0.583. 


22. Confrontare i seguenti numeri razionali: 
215: 23: 2303. 

23. Verificare che 

0.19 = 0,2; 0.0239 = 0, 024; 
139=1,4& 100.19 = 100,2. 

24. Verificare che 0.721 < 0.721 < 0.721. 
25. Eseguire i seguenti calcoli: 


0.85+13- 2. (2,0) -(-23)?. 
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(R. 0; 5/3= LU.) 
26. Eseguire i seguenti calcoli: 

> 2 2 
(04-2)/F: 
(1.4+ 7,8) — 2.26 
00:33-g.gl° 
(R. 1; impossibile.) 
27. Verificare che 1.6 = 1.66 = 1.666. 
28. Controllare se 1.6 è uguale a 1.06. 


Numeri Reali 


29. Osservate il seguente allineamento decimale: 
0.10200300040000 ... ; 


i gruppi di zeri consecutivi ... . Si chiede se esso 
rappresenta un numero razionale oppure un nu- 
mero irrazionale. 


30. Stessa questione per l'allineamento: 
0.112123123412345.... 


31. Dimostrare che l’altezza A di un triangolo 
equilatero è incommensurabile rispetto al lato !. 
(SUGGERIMENTO. Si proceda per assurdo. In- 
nanzitutto si escluda che la misura di A rispetto a 
Il sia intera, in quanto À è strettamente compresa 
tra //2 e Il. Se la misura in questione fosse un 
razionale p/q, applicando il teorema di Pitagora 
si avrebbe 4p° = 3g, dove possiamo supporre p e 
q primi tra loro. Si esamini quante volte il fattore 
3 è contenuto in p e gq.] 
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32. Dimostrare che se A e B sono grandezze 
incommensurabili, anche le grandezze mA e nB, 
multiple di A e B (m,n € N*), lo sono. 
[SUGGERIMENTO. Procedere per assurdo.] 


33. Esiste un numero razionale il cui quadrato 
vale 2/3? 


(R. No. Se fosse (p/q)? = 2/3, cioè 3p° = 2g”, allora 
8) 


34. Esiste un numero razionale il cui quadrato 
vale 4/5? 


35. Su una retta r del piano si fissino un punto 
O come origine e un verso di percorrenza. Dopo 
aver scelto un segmento u come unità di misura, 
si dispongano su r i seguenti numeri irrazionali: 
V2; —V3;1+ v5; 2— V3; 3V2; —-v3 — v2. 
[(SUGGERIMENTO. Si costruisca il triangolo ret- 
tangolo isoscele i cui cateti siano congruenti a u; 
l’ipotenusa di tale triangolo ... .] 


36. Il numero 1 + V5 è razionale? 

37. Stessa questione per il numero (2 — V/3)?. 
Uguaglianze e disuguaglianze tra numeri 
reali 


38. Chi è più grande, la radice quadrata di 2 o la 
radice cubica di 3? 

[SUGGERIMENTO. Elevando entrambe alla potenza 
di esponente ... .] 


39. Chi è più grande, la radice cubica di 3 o la 
radice quarta di 4? 


40. Chi è più grande, la radice quarta di 4 o la 
radice quinta di 5? 


41. ara a, : > 0: verificare che 
(a + DIG ++ 3) > 4. 


42. Pai sha > 0: verificare che a+ b+c > 
Vab + vbe + Vac. 
[SUGGERIMENTO. Sfruttare la disuguaglianza tra 


media geometrica e media aritmetica; v. paragrafo 
1.6.] 


43. Siano a e d due numeri non negativi con a+ 
+d = 1: verificare che: 


1 1 
E dp >= 


2 
dare un’interpretazione geometrica delle disugua- 


glianze precedenti. 


44. Siano a e d due numeri non negativi con a+ 
+b=2: verificare che a + 53 > 16. 


(SUGGERIMENTO. Sfruttare le identità a3 + 53 = 
(a+b)(a?—ab+b°), a? —ab+62 = a?+2ab+6?—3ab.] 
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45. Dimostrare che a? + 5° + ce? > ab + be + 
ca,Va,b € R. 


[SUGGERIMENTO. (a—b)?+(b—c)?+(c—a)? > 0.] 


46. Dimostrare che a? + b? + c? > 0,Va,b € R. 
Utilizzare il precedente risultato per dimostrare 
che a* + b4 > a3b + ab3. Sotto quali condizioni 
vale il segno di uguaglianza? 

[SUGGERIMENTO. Si ha a? +ab+b? = (a+b/2)? + 
(3/4)6?. Per rispondere al secondo quesito, usare 
anche la legge di annullamento del prodotto.) 


47. Dimostrare che: 

a3 + 53 > a?b + ab?,Va,b > 0 

La relazione precedente è vera se a e d sono numeri 
negativi? 

[SucGERIMENTO. Calcolare (a — b)(a3 — b3).] 


48. Dimostrare che se a > b, allora a? > 6, Va, db E 
R. Utilizzare il risultato ottenuto per dimostrare 
che, per tutti i numeri reali, a e db, con a # bò, i nu- 
meri a — bd e a? — b? sono concordi. Se ne concluda 
che sempre per a # b, a'+a3b+a?b° +ab3+b4 > 0. 
La quantità a3 + a?b + ab? + 63, al contrario della 
precedente, non è sempre > 0; trovare almeno una 
coppia di valori per la quale essa assume valore 
negativo. 

(SUGGERIMENTO. Si ha a? — 5° = 


(a—b)(...).] 


V Esaminare la correttezza delle seguenti ugua- 
glianze. Indicare per ciascuna uguaglianza (che 
non si riduca ad un’identità) una coppia di valori 
da attribuire alle variabili a e bin modo da rendere 
falsa l'uguaglianza stessa. 


49. Vaz+b° =a+b. 


(R. Vera se e solo se una delle due variabili è > 0 
mentre l’altra è nulla.) 


50. V(a+b)? =a+b. 


(R. Vera se e solo se a + db > 0.) 


51. ava? + b? = \/a?(a? + b?). 


(R. Vera se e solo se a > 0.) 


2 4 2)? 
VICHY la la4bab 


(R. Vera se e solo se a > 0.) 
53. V([al +52)? = [a] +d?. 
(R. Identità .) 

da? 2a 


dg = 


(R. Vera se e solo se 0 < a # 1/4.) 


va Vela e- p aVi 


(R. Vera se e solo se x > 0.) 
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Esercizi e problemi 


Estremi di un insieme di numeri reali 


V Per ciascuno degli insiemi di seguito specificati 
si determinino gli estremi inferiore e superiore e si 
specifichi se essi sono anche minimo e massimo. 


56. A:={n?- nine N*} 
(R. min A4= 0, sup A= +00) 

me N}. 
(R. min A=0, sup A=1) 


57. A={ 


58. A:= 


mE gl 
(R. inf A=1, max A=2) 


ne N°). 
(R. inf A = 3/2, max A = 7/3) 


60. A := 


mine N}. 
(R. inf A= 3/2, max A = 4) 


oz 
61. A:= {iti eN.n> 2). 
RE 
(R. min A = 14, sup A = +00) 
62. A:= {- er Lù e N}. 


(R. min A4=-1, supA= 0) 
Vnm:n.m € N*}. 
(R. min A= 1, supA= +00) 
2V/n 
64. A:={ ninme N}. 


(R. inf A=0, max A= 1) 


63. A:={n+m- 


65. A:= {T- de m< n. con n, mM e N"). 
m n 


(R. inf A= —cc, sup A= +00) 
n m 
{É +—;n,m € 2el. 


m n 


66. A := 

(R. inf A = —c0, supA = +00) 

67. A {2 2.3: 2.931 2.339:...32.839..333....}. 
pes 


n—1lcifre 
(R. min A4=2, sup A = 7/8) 
68. A:= {5,1:5.19:5,199:...;5,1999..99;...} 
(R. min A=5.1, sup A= 26/5) 


69. L'insieme dei numeri che ammettono la rap- 

presentazione decimale 0.c1c203...Cn... dove le 

cifre decimali assumono soltanto i valori 3 e 5. 
(R. min A = 1/3, max A = 5/9) 


70. L'insieme dei numeri che ammettono la rap- 
presentazione decimale 0.c1c203...Cn... dove le 
cifre decimali assumono soltanto valori pari. 

(R. min A= 0, max A = 8/9) 


71. L'insieme dei numeri che ammettono rappre- 
sentazioni decimali limitate. cioè 0.C1C2C3 ... Cn... 
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dove le cifre decimali sono tutte nulle da un certo 
indice in poi. (R. min A4=0, supA= 1) 


I simboli di somma e prodotto 


72. Calcolare YÎ_, n?. 

73. Calcolare pe Dr 

74. Verificare che 

Vi _,2n+2=2Y%_,n+4-2. 
(Si riveda il problema 1.4-17) 
75. Verificare che 


Loan +M=bY i intona, 
dove m > 1.k € R.a, € R. 


(R. 55) 
(R.56) 


76. Vero o falso: DISLI l di -LE DR È 
pa ad 


77. Verificare se: 


mr kan m 
E TL 
n=l n=i 


dove m > 1.k E Ran € R. 
78. Verificare se 
e jCn(Gn + da) = 
. Verificare se 
e 1 Fan = K" Ha An. 
80. Verificare se 
Via (Ilk=10%) = (0102 ...0n). 
81. Vero o falso: 
ii (Teca ak) 
82. Verificare se 
Vj-14% + Viombi 
83. Verificare se 


gd 10 ME ad 


Fri Salta Pr Halo 


=II- 1 (Die 19;)? 
=Yj=1 Im(m< n). 


pd Td 10;b;). 


Uguaglianze e disuguaglianze che 
coinvolgono il valore assoluto 


Tenendo presente il grafico della funzione x + |x|, 
si traccino i grafici delle funzioni seguenti: 


84. r> |a| +. 
85. rr Je]. 
al+® 
n Da. 
el=%. 


86. cr 


87. gw 
88. cr |e- ll: 

89. ci |c+]1l: 

90. + a]e]: 

91. c>|]e+1|+|2l: 
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92. c]e+1|+|je-1l; 
Da” 


Per ciascuna delle seguenti terne di funzioni f,g e 
h, si verifichi che f(x) < g(x) < h(x) tracciando i 
relativi grafici: 


95. f(a):=|lz]-2,  9@:=|-2] 
h(x) = |e| +2: 

96. f(2):= ||el 1}, g(a):=|e+1], 
h(a) = |e| +1: 

97. f(a):=|le|]- 1/2], © g(a):=|e-1/2, 
h(a) := |e| + 1/2: 


[SucGERIMENTO. Le funzioni f e h sono pari, 
cioè assumono lo stesso valore in x e in —x; i rel- 
ativi grafici sono simmetrici rispetto all’asse delle 
ordinate. Si riveda la disuguaglianza triangolare.) 


Sulla base della conoscenza del grafico della fun- 
zione x + ar? + br + c,a,b,.c € Ra £ 0, e 
del significato di valore assoluto, tracciare i grafici 
delle seguenti funzioni: 


98. cH|]e-£2|+|q|; 

99. c |e2 - 1|+22; 

100. 2 |r2 —- 3r+4|; 

101. vr 22 + 4a]; 

102. rzH-|-x2 —-3rx|-4; 

103. rH —£2+[3r — dl. 

104. r — |2x(x? —- 2cr+1)-— 2x3 +4r - x? 4)|. 


105. Verificare le uguaglianze 


1 
max(2,y) = 3(r+y+le-y)). 


2 
: 1 
min(a,y) = 5@+y-le-y)). 
sulle seguenti coppie di numeri: 
a)t=2,u4=3ì b)e=-—Lg=4 )ao==2 


y=—-6. 


106. Dimostrare che le uguaglianze del prece- 
dente esercizio, che possiamo scrivere anche 


Lt D- 
max(x,y) = ati al 5 CI 
; Lty G- 
min(x7,y) = sa” Lai 


sono identità, cioè valgono per ogni coppia di nu- 
meri reali x e y. 


[SUGGERIMENTO. Le formule non cambiano scam- 
biando x con y; è dunque lecito supporre che sia 


x < y.) Dare un’interpretazione geometrica delle 
due identità precedenti. 


Intervalli sulla retta reale 


Usando la “convenzione delle parentesi quadrate”, 
rappresentate i seguenti intervalli di R: 


107. L'insieme dei numeri reali non minori di 
(3+ v2)/4. 

108. L’insieme dei numeri reali non positivi. 
109. L’insieme dei numeri reali maggiori o uguali 
a 7/3 e minori di —4.5. 

110. L’insieme dei numeri reali minori o uguali a 
—3 e maggiori di —4.5. 

111. L’insieme dei numeri reali (strettamente) 
compresi tra 3 — d e 3+ ò, dove ò > 0. 


112. Per ciascuno degli intervalli dei precedenti 
esercizi, dire che si tratta di intervalli aperti, chiusi, 
limitati o illimitati. 

Facendo uso del simbolo di valore assoluto, rap- 
presentare i seguenti sottoinsiemi di R 


113. L’insieme dei numeri reali esterni all’inter- 
vallo [-V7, v7]. 

114. L'insieme dei numeri reali interni all’inter- 
vallo -3— v7,-3+v7]. 

115. L'insieme dei numeri reali interni all’inter- 
vallo [rt - L,m+L]),L>0. 


116. L’insieme dei numeri reali minori o uguali a 
—M oppure maggiori o uguali a M, M > 0. 


Disequazioni 


117. Verificare che le due disequazioni 


(r- a(c-b)>0, pd 


a e b reali, hanno le stesse soluzioni. 
118. Verificare che le due disequazioni 


z_-a 
r-a)(b-x)>Q0, 

(e-a-2)>0, È_d 

a e d reali, hanno le stesse soluzioni. 


<0, 


Risolvere in AR le seguenti disequazioni: 


119. 2r-3<5 (R. e < 4) 
120. 3r +7<-1 (R. x < 8/3) 
121. dr >x-2 (R. x > -2/3) 


122. ar >x+2(a eR) 

(R. a = 1: impossibile; a > 1:r > 2/(a-1);a<1: 
r<2/(a—-1)) 

123. ar +3< bx +7 (a,b ER) 
(R.a=bivr e Ria>b:x<4/(a—b); 
a<b:x>4/(a—b)) 


Esercizi e problemi 


124. -4<2r+6< 16 
125. ar <x-3<2x 


(R.-5<x<5) 


(R. Impossibile) 


1 1 
126. —<- R. —5 
L+5 8 ( sasa 
1 4 
127.-> —— ; —5 
5 > di (R.x<—-5) 
2% +1 
128. i (R.x<-1/4;r> 0) 
I 
129. —— >- (R.-2<x<-l;r>0) 
S+1 
pa /ggzr 
130. 4 ay 87° — 4 >I 
a?- a 
(R. e € [-2,-v2/2[U]1,2)) 
bi = 
in e EZEZE gi 
—1+ 23 
(R.  €]- 1, ((1- v5)/2) [U[#/372, (1+v5)/2)°D 
ar 
132. > 0 R 
x-3 dea) 
(R. a = 0: impossibile: a > 0: r < 0.rx > 3a < 0: 
0<x<3) 
ax 
133. 0 R 
si > 0 (a € R) 


(R. a = 0: impossibile: a > 0: x < 0,7 > 5/a: a < 0: 
T<b/a,e 0) 


134. 1° — 5cr>0 

135. €? —-3x-2>0 
136. © —- 5cr+4>0 
137. x — 10r+30>0 
138. € -x+3>0 


139. x-2x2+7>0 
(R. (1- v57)/4<x<(1+v57)/4) 


(R.x<0,C>5) 
(R.e<1,c=2) 
(R..v<1,2>4) 

(R. Va € R) 
(R. impossibile) 


r-2 
140. ar+ —-<0 
r-3 
(R.a=0>%2<®<3; 
soit 2, lie, 
2a 2a 
soma IVA a 14 VA 
2a 2a 


dove A := 9a? + 2a + 1) 


141. Va? —- 2xr<r+2 


(R. x €] — 2/3,0[U [2,+00[) 


142. yV2x-3>x-4 (R. x € [3/2,5+ v6I) 


143. Var <x+1 
(Ra=0:x>-1l: 
0<a<4i:r>0: 
ef 


> 4: 
a> se| 5 


Le * ve 2 44. 100[) 
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4 2 
— 5a? -2 
lat. pa ESE pg 
x*—-1 
(R. x €] — 00, —2[U[ ci v2)U 


o de 
* 


U] ]JU]1 + V2, +00) 


4x? + 63x + 50 _t_- 38 
"2(r+1)(r+2) x-3 
(R. x €] — 00, —-3[U] — 2, 1/2[U]1/2,2[U]2, +00[) 


146. +14 


> 0 


R. x €]3/2,3 
2x — k 
147. <2(k€ER 
kr +17 (WE 
(R-kK=0co<l 
\ : k+2 a 
kelek=l:25 7 ge> E 
k=1:6>=il 
ai k+2 
tesi: 7##2,1-4 
vel = se +15 
148. x SrFiat+ia 9 
4a —1 
(R.1/4<x< 11/4) 
a) /x2 — 
a IENE 24 3; 
r+2 


(R. x €] — 00, —2[U[2, +00) 
150. 3x4 — 2x2 - 40>0 

(R. x €] — 00, —2[U[2, +00]) 
151. 2x3 - 3x2 +1<0 (R. x < 1/2) 


152. x3 — 3x2 — 10r+24<0 
(R. x €] — 00, —-2[U[2.+00[) 


a, 4 R.cE[l, 
53 ?-2+520 (R. x € [1,+00[) 
252 — 2 
ina PI da (R. impossibile) 
(2-1)? 
155. (r+1)*YVa2+1<0 (R. x €]— 00,—1]) 
2 % 
156. - — < —____=—_&<C 
V37 Ver+r+17 
(R. x €] — 2,+00[) 
da —- 3 
157. -1< » 1 (R. x €]3/8,+00[) 
Va?—=8r +15 
158. x° —8r+ osi ug 
4x1 
(R. x €]1/4,11/4[) 
2-r+vr?-4 
iso, ET = gr R.x>2) 
L4-2 
1 
a2-1 
161. —— <0 (R.#€-2,-1U [1,2] 
r°-4 
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a 
162. vxr-a+tvz+a> == 


Le disequazioni seguenti coinvolgono la nozione di 
valore assoluto. 


163. |3x| < 12 

164. || < 0,01 

165. |r - 2xr-—3|>0 

166. |r-1|>]|2x+1| 

167. |2x2 — 4|<4 

168. |]2xr +3|+|c—2|>4 
(R. x €] — 00,3/2[U]2, +00[) 


2 
169. {7+]1+2|<1 


170. 0<|r—-3]<1074 
(R. —3.0001 < x < 3.0001: x # 3) 
171. 0<|c+5|<5-1073 
(R. —5.005 < x < —4.995;2 # —5) 


(Ra >@) 


(R. -4<x<4) 

(R. —0,01< x < 0.01) 
(R. e R\{-1,3}) 
(R-0<x<!2) 

(R. x €] — 2,0[U]0, 2[) 


(R.-1-v3<x<2) 


1 
mast" en (Rx € R) 
|e| +1 

le? — 1l si 
173. 2x—, > 3 (R. impossibile) 

T 
i La R.©>1) 

i-|JSj 

2 FI] [ppm iL 
178, Ve +letel1__, 

x 


(R. x €] — 00, —1/2]U]1, +00[) 
176. 2x|.c +3|— 2(3c + 5) > — |a] 


13 + v89 
ca n 


(R. x €]- [U]2, +00[) 


Il metodo di induzione 


V Dimostrare per induzione le identità seguenti. 
dove s’intende che sia n > 1. 
177.1-:-2+2:3+3-4+...+n(n+1)= 
_ n(n+1)(n+2) 
— 3 
178. 1.-2+2-5+...+n(3n-1)=n?(n+1); 
179. 1° +3%?+52+...+(2n-1)? = 


_ n(An? 1) 
A; 

1 1 1 
luz dini za 
Di e" dir 
n 
_ 2în+1 


Dimostrare per induzione le affermazioni seguenti. 
dove n è un numero naturale. 


181. n3 + 11n è divisibile per 6. 
(SUGGERIMENTO. Dati due interi consecutivi, uno 
di essi è pari.) 

182. n° — n è divisibile per 5. 

183. n° + 2n è divisibile per 3. 

184. 3?” — 1 è divisibile per 8. 


185. Dimostrare che, per ogni n > 0, si ha 
E ORA 

n+1 n+2 Da 2 

(SUGGERIMENTO. Si può procedere per induzione: 

alternativamente si può osservare che il più piccolo 


degli n addendi scritti è ... .] 


186. Dimostrare per induzione che, per ogni nat- 
urale n, 3” > 2n+1. 


V Dimostrare che, per ogni n > 1, sussistono le 
seguenti disuguaglianze 
2n-1 x 1 . 
ZA V3n+1° 

Ji 1 LÌ 
No al Na +... n 


n 1 i 1 
9. - <1+-+-+...+ — 
18 3 < tatgt tags” 


190. Dimostrare per induzione rispetto a n la 
seguente generalizzazione della disuguaglianza di 


188. Vn<1+ pPreba 


Bernoulli: 
(1+x1)(1+x2)...(1+2n) >1+z1+%2+...+%n, 
dove x1,2,...,Tn sono numeri tutti dello stesso 


segno, maggiori di —1. 


191. In Russia esistono monete da 3 copechi e 
monete da 5 copechi. Dimostrare che ogni im- 
porto di n > 8 copechi può essere ottenuto medi- 
ante monete dei due tipi indicati. 
(SUGGERIMENTO. Se n = 3s + 5r > 8, con s ed r 
naturali, per dimostrare che una scrittura 
analoga vale per n + 1, esaminare separatamente 
il caso in cui è r = 0, e quello in cui è r > 0. Se 
r=0, dunque n = 3s > 8, allora s > ....] 


192. Dimostrare che, per ogni n > 1, vale la 
doppia disuguaglianza 
2(Vn+1-vn)< n <2(Vn-vn-1). 
(SUGGERIMENTO. Si moltiplichi membro a mem- 
bro per Vn; nelle disuguaglianze ottenute si isoli 
in un membro il termine contenente la radice qua- 
drata e si confrontino i quadrati.] 
Dalle disuguaglianze ottenute si deduca la doppia 
disuguaglianza 

1 1 


1 
2Vn-2<l+++...+ =<2 IL 
vr VS 48 vn va 
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Esercizi e problemi 


Si confronti con quanto ottenuto al punto b) del 
precedente esercizio 188. Si deduca da quanto di- 
mostrato in questo esercizio che la somma dei re- 
ciproci dei quadrati dei numeri da 1 a 105 è com- 
presa tra 1998 e 1999. 


193. I cosiddetti “numeri di Fibonacci” sono defi- 
niti ricorsivamente come segue 

Fg =0 AE=LE= Bor bEoomd 2 

a) Calcolare i primi otto numeri di Fibonacci; 

b) Posto ® := (1+ v5)/2. verificare che ®2 = 
1-+&; 

c) dimostrare, utilizzando il principio di induzione 
nella seconda forma (v. problema 1.6-10), la propo- 
sizione P(n): Fn < ®_"1,Vn € N*. 

d) dimostrare in modo analogo che F, > ®"-?, 
ma. 

(Ri &) 01:13; 35,8, 13; 

b) per n= 1siha Fr = D° = 1: P(2) è vera: 1r= 
1< 1,6 < ®: se la proposizione P è vera fino ad 

un naturale n, allora 

Fai h+Fei1£D +91 = (14 ®),.... 

I numeri di Fibonacci sono considerati anche nel pro- 
blema 2.1-10. 


Progressioni aritmetiche e geometriche 


194. Determinare tre numeri in progressione ar- 
itmetica la cui somma sia 21 e il cui prodotto sia 
315. (R.5, 7,9) 


195. Determinare tre numeri in progressione ar- 
itmetica la cui somma sia 3 e il cui prodotto sia 
—15. (R. —3, 1, 5) 
196. La somma di tre numeri in progressione ar- 
itmetica è uguale a 18, mentre la somma dei loro 
quadrati è uguale a 206. Determinare i tre numeri. 

(i —1, 6 19) 


197. I primi due termini di una progressione arit- 
metica sono —2 e 3. Quanti termini occorre som- 
mare per ottenere come risultato 306? (R. 12) 


n 


oro eni 


Esercizi e problemi per l’ Appendice 2 


ELEMENTI DI CALCOLO 
COMBINATORIO 


Determinare la cardinalità di ciascuno dei seguenti 
insiemi 


1. L'insieme dei divisori di 10. 


2. L'insieme dei multipli di 8 che sono < 80. 
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198. Il primo termine di una progressione arit- 
metica, di ragione 4, è 3 e la somma dei primi n 
termini è 820. Determinare il numero dei termini 
e l’ultimo termine. 


(R. n= 20, ultimo termine = 79) 


199. Dimostrare l’uguaglianza 
(1+xtr2+...+2?")(1-x+x?-xr3+...+x2°)= 
= (1+22 +14... +e"). 

200. Il primo termine di n termini in progressione 
aritmetica è 3p + 5, dove p € N, l’ultimo termine 


è 17(p + 1), la ragione è 2. Determinare, in fun- 
zione di p, il numero dei termini e la loro somma. 
Dimostrare che tale somma è divisibile per 14 se 
e solo se p è dispari. 


(R.n=7(p+1).s=7(p+1)(10p+11).) 
201. Siano ap. ag. @r,p,g.r € N, tre termini (> 
0) di una progressione. Dimostrare che 
e se la progressione è aritmetica vale la relazione 
ap(d-T)+ag(r-p)+ar(p-q)=0: 
e se la progressione è geometrica vale la relazione 
(g — r)lnap+(r — p)lnag+(p — g)lna, = 0 


(R. Se la progressione è aritmetica si ha an = a+(n— 
1)d, dove a è il primo termine, d la ragione; 


dunque .... Se poi la progressione è geometrica, pren- 
dendo i logaritmi .... Lo studio delle funzioni logarit- 
miche verrà fatto nel paragrafo 2.3.) 


202. Sia S la somma dei termini in progressione 


geometrica a, aq. ag?...., aq", P il loro prodotto 
(a.q # 0). Dimostrare che 

Sn 

|) =P?. 
(7) 


dove R è la somma dei reciproci dei termini con- 
siderati. 

[SUGGERIMENTO. I reciproci sono in progressione 
geometrica di ragione... .) 


3. Il prodotto cartesiano A x B, dove A è l’insieme 
delle cifre decimali {0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10} e B 
è l'insieme delle lettere dell'alfabeto italiano. 

(R. 240) 
4. Il prodotto cartesiano A x B, dove A è l'insieme 
dei ranghi {0, 1, 2,3,4,5,6.7.8,9.10} possibili di 
una carta da gioco e 

B := {bastoni, coppe. denari, spade} 

è l'insieme dei semi. 


5. Il prodotto cartesiano A x B, dove A e B sono 
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insiemi di cardinalità finita. 
6. Un negozio di mobili ha quattro tipi di scrivanie 


e tre tipi di poltrone. In quanti modi si possono 
abbinare una scrivania e una poltrona? (R. 12) 


7. In un ristorante si può pranzare scegliendo 
da un menu composto da due antipasti, cinque 
primi, cinque secondi, tre contorni, quattro vini, 
una frutta e quattro dolci. Quanti pasti completi 
si possono fare (senza bis)? (R. 2400) 


8. Per andare da A a B esistono tre strade, per 
andare da B a C' altre quattro strade. In quanti 
modi è possibile andare da A a C' passando per 
B? (R. 12) 


9. La scomposizione in fattori primi di 24 è 23 - 3. 
Determinare il numero di divisori di 24 (incluso 
1). (R. 8) 


10. Stesso problema del precedente esercizio per 
il numero 540. (R. 24) 


11. Ricordiamo che ogni numero naturale n > 2 
si può scrivere (in modo unico a meno dell'ordine 
dei fattori) nella forma 

Mm PIPE DE 

dove i fattori p1, p2,..., px sono primi, e gli espo- 
nenti sono interi > 0. Quanti divisori (sia primi 
che composti) possiede il numero 4752? E il nu- 
mero 1800? 


12. Con gli stessi simboli del precedente esercizio, 
dimostrare che i divisori di n sono 
p(n1+1)(n2+1)...(nx+1) 

(SUGGERIMENTO. Sono divisori di n tutti, e solo, 


i numeri del tipo pi 'p3” ...pr*, dove, per ogni 
indice è compreso tra 1 e k, l'esponente mi ... .) 


13. Quante rette distinte sono individuate da 
cinque punti nel piano, tre dei quali non risultino 
mai allineati? (R. 10) 


14. Quanti triangoli si possono formare con dieci 
punti del piano, tre dei quali non risultino mai 
allineati? (R.120) 


15. Quante circonferenze sono individuate da sei 
punti del piano, di cui mai quattro equidistanti da 
un medesimo punto del piano stesso? (R.6) 


16. Quante sono le intersezioni di quattro rette 
del piano, tra le quali non ci siano coppie parallele, 
nè terne di rette concorrenti in un punto? (R. 6) 


17. In quanti modi diversi sei persone possono 
occupare i sei posti di uno scompartimento ferro- 
viario? (R.720) 


18. In quanti modi diversi quattro persone pos- 
sono sedersi in uno scompartimento ferroviario? 
(R. 360) 


19. Per ciascuna delle parole di seguito elencate, 
indicare quanti sono i modi di permutare le rela- 
tive lettere: 

a) FORLÌ 

b) BOLOGNA 


(R. 120) 
(R. 2520 = Pi/Pa) 
c) BRINDISI (R. 6720 = P3/P3) 
d) RAPALLO (R. 1260 = P;/P2) 


20. Quanti anagrammi della parola ARAGOSTA 
hanno le tre A disposte di seguito? 

[SUGGERIMENTO. da ciascuno degli anagrammi in 
questione si immagini di cancellare due delle tre 
A consecutive ... .) (R. 6!= 720) 


21. Determinare il numero di colonne diverse che 
si possono realizzare al Totocalcio. (R. 1594323) 


22. Determinare quanti sono i diversi risultati 
che si possono ottenere lanciando una moneta per 
dieci volte. (R. 1024) 


23. Determinare quanti sono i diversi risultati che 
si possono ottenere lanciando un dado a sei facce 
quattro volte. (R. 1296) 


24. Quanti sono i numeri con non più di tre cifre 
decimali e parte intera 1? (R. 1000) 


25. Quanti sono i numeri naturali di tre cifre? 
(R. 900) 


26. Quanti numeri di tre cifre dispari, tutte di- 
verse, si possono formare? (R. 60) 


27. Quanti sono i numeri naturali di sei cifre, 
tutte diverse, che non contengono lo zero né il tre? 


(R. 20160) 


28. Una città ha 90.000 utenti del telefono. Di 
quante cifre (almeno) dovranno essere formati i 
numeri telefonici di quella città? (Si tenga pre- 
sente che i numeri di telefono non possono iniziare 
con lo zero.) (R. 5) 


29. È maggiore il numero delle disposizioni sem- 
plici di 9 oggetti di classe 6 oppure il numero delle 
combinazioni semplici di 9 oggetti di classe 6? 


(R. È maggiore il numero delle disposizioni) 


30. Una cassaforte ha una combinazione formata 
da 3 numeri, che possono essere scelti tra 70 dispo- 
nibili, rispettando le seguenti regole: 


- eseguire una rotazione in verso orario a partire 
dal primo numero scelto: 

- eseguire una rotazione in verso antiorario a par- 
tire dal secondo numero scelto: 


- eseguire infine una rotazione, di nuovo in verso 
orario, a partire dal terzo numero scelto: 


- due numeri consecutivi non possono essere uguali. 
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Quante diverse combinazioni sono possibili? 
(R. 70-69-69 = 333270) 
31. Un numero intero di tre cifre può essere for- 
mato scegliendo le cifre fra 1, 2, 3, 4, 5. Quanti 
numeri diversi possono essere formati se 
a) le cifre del numero devono essere tutte diverse; 
b) le cifre possono essere ripetute; 
c) le cifre non possono essere ripetute e il numero 
deve essere minore di 500? 
(R. a) 3-4-5= 60; b) 5°; c) 48) 
32. In quanti modi diversi si può ottenere 6 volte 
testa e 3 volte croce in 9 lanci di una moneta? 
(R.9!/(6! - 3!) = 84) 
33. Quanti numeri interi maggiori di 400000 pos- 
sono essere scritti usando una sola volta la cifra 4, 
tre volte la cifra 1 e due volte la cifra 2? 
34. Quanti numeri interi di quattro cifre possono 
essere scritti rispettando una delle seguenti regole: 
a) il numero deve essere pari; 
b) il numero deve essere dispari; 
c) possono essere usate soltanto cifre pari; 
d) possono essere usate soltanto cifre dispari; 
e) possono essere usate soltanto le cifre da 0 a 7: 
f) possono essere usate soltanto le cifre da 1 a 8. 
(R. a) 9-10-10-5= 4500; b) 4500; c) 256; d) 625; e) 
7-83; f) 84 = 4096) 
35. Quanti numeri interi diversi di quattro cifre 
possono essere formati rispettando contempora- 
neamente tutte le regole seguenti: 
- possono essere usate solo le cifre da 0 a 7: 
- il numero deve essere dispari; 
- il numero deve contenere la cifra 4 (in una qua- 
lunque delle quattro posizioni); 
- le quattro cifre devono essere tutte diverse tra 
loro. 
[SueGERIMENTO. Calcolare quanti sono i numeri 
che contengono 4 nella prima posizione, quanti 
sono quelli che contengono 4 nella seconda e nella 
terza posizione.] (R. 320) 
36. Quanti numeri interi diversi di tre cifre pos- 
sono essere formati rispettando le seguenti regole. 
- possono essere usate soltanto le cofre da 1 a 7: 


- il numero deve contenere la cifra 4. (R. 147) 
Calcolare le seguenti espressioni: 
41 21 4 1 
Sata” (R. 3) 
5I Sl 2I 1 
agata 0g (R. 3) 
I gl 
ul ca. 20) 


3! 9! 9 
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9! 20! 

" 10118! 

41. Esprimere mediante il simbolo di fattoriale il 

prodotto dei primi n numeri pari e il prodotto dei 
primi n numeri dispari. 


(R. 38) 


Risolvere in NN le seguenti equazioni: 


42. n!-3(n-2)!=3(n-1)! (R.4) 
43. 6(n-—1)!+2n!=(n+1) (R.3) 
44. sini =n(n+1). (R. impossibile) 
45. Dt = 126 (R. 6) 
ae. ® = = 3 (R.2) 


nIi(n+1) 
2 

48. (n-1)!In!=(n2-n)(n2+n-1)(n-1) 

(R. impossibile) 


47. (n-1)!(n2+n)= (R. impossibile) 


Calcolare le seguenti espressioni: 


(OO n 
"OOO 
si. (A): ao (2) 


52. (6) 4 (1) 2) 


Risolvere in NN le seguenti equazioni: 


= (-() no 


54. (5) nel (R. 2) 
55. 2(,) uneé (R. 4) 


56. 


9-0 n” 
57. (5) = 3(n-2) 
() 


(R. impossibile) 
58. (R. 22) 
59. 2 


1 
3 
n-1 n 
1-0) no 
1 


60. 2 


App. 2 - Elementi di calcolo combinatorio 


461 


© 88-08-1148 


1/n 1(n+2\__3 n+1 
61. 3(5)+3("3)=-("}). 


62. 6(3) +6("43) =fle= n -1). 


o (e) 


64. Date una spiegazione combinatoria della se- 
guente identità: 


(7-00 
-2(5)0) 


(SUGGERIMENTO. S’immagini di fare l’unione di 
n oggetti rossi con m oggetti blu; per estrarre un 
sottoinsieme di £ oggetti da tale unione. ...) 


65. Verificate l’uguaglianza del precedente eser- 
cizio pern=4,m=3,k=2. 


66. Deducete dall’uguaglianza dell’esercizio 64 
l'uguaglianza 


2 2 2 
n + n +. & mi _ 2n 
0 1 na n n 
(Suggerimento. Tenere presente l’uguaglianza 
pet 


67. Verificate l'uguaglianza del precedente eser- 
cizio pern=2en=3. 


68. Dedurre nuovamente il risultato dell’esercizio 
66 a partire dall’identità 
(1+2)"(1+2)"=(1+2)?", 

usando la formula del binomio. 


69. Dimostrare che 

n 

k 1 

k=0 5 

(Suggerimento. Applicare la formula 

r -1 r-l 

(£) » Da ) iù (1 

70. Un punto si muove dalla posizione A ad una 
delle cinque posizioni numerate da 0 a 4 nella 


figura seguente, evitando gli ostacoli rappresen- 
tati dai quadrati in colore. 

Dimostrare che i cammini che arrivano alla po- 
sizione & sono (), # = 0, 1, 2, 3,4. S'intende che il 
punto mobile non possa risalire verso A. 
(SUGGERIMENTO. Ogni cammino è l’unione di 
quattro cammini elementari verso destra, in sim- 


boli D, oppure verso sinistra, in simboli S; in figura 
è rappresentato il cammino SSDDS.) 


do 
SÒ 
XS 


Sviluppare i seguenti binomi: 
71. (2-2). 

72. (r-a?). 

73. (1+v2)*. 

74. (3-r-3).. 

75. (a — b8)3. 

76. (a—ai)5. 


mr. (ve+ 2 


; 

78. (24 1) e 

di 
79. (r-y). 
80. Calcolare il valore di ogni termine nello svi- 
luppo di (1/4+ 1/4) e calcolarne la somma. 
(R. 1/1024, 5/1024, 10/1024, 10/1024, 5/1024, 1/1024; 
1/32) 
81. Determinare il termine indipendente da x 
nello sviluppo del binomio 


9 
ga 
2x 
e determinarne il valore. 
(R. È il settimo termine, pari a 21/16) 


4 


82. Determinare £ sapendo che il coefficiente di 
3 nello sviluppo di (£ + 2x)? è 320. 
(R. 2 oppure —2) 
83. Calcolare il quarto e il sesto termine dello 
sviluppo della potenza (2a — b)9. 
(R. —160a53; —12ab5) 


84. Calcolare il terzo termine dello sviluppo del 


binomio (x — y)}. (R. 28x5y?) 
85. Calcolare (2 + v2)?. (R. 26 + 1573) 
86. Calcolare (2+ v2)f + (2— v2)3. (R. 40) 


87. Calcolare (3 — Vr) — (3+ v7)A. 
(R. —216vT — 24x37) 
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88. Sapendo che il secondo, il terzo e il quarto 
termine dello sviluppo di (a + db)” sono ordinata- 
mente 192, 240 e 160, trovare a, b, n. 
(R.a=2,b=1,n=6) 
89. Dimostrare che il termine massimo dello svi- 
luppo di (1+x)”, per ogni fissato x > 0 è il termine 
di indice k, dove & è il più grande intero che non 


Esercizi e problemi per il Capitolo 2 
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supera 


x 
+1 


(n+1) 


(SUGGERIMENTO. Calcolare il rapporto tra il ter- 
mine di indice & e quello di indice k — 1.] 


Il concetto di funzione 


1. Si consideri la relazione fra gli elementi di un 
insieme X e gli elementi di un insieme Y rap- 
presentata dalla figura seguente. Spiegare perché 
questa relazione non è una funzione. 


[SuGGERIMENTO. Si riveda la definizione 2.1-1; 
una funzione deve far corrispondere a ... elemento 


di X...,] 


X Ad 


2. Si consideri la relazione fra gli elementi di un 
insieme X e gli elementi di un insieme Y rapp- 
resentata dalla figura seguente. Spiegare perché 
questa relazione non è una funzione. 


ba bd 


3. Si consideri la corrispondenza fra l'insieme X 
dei nomi degli abbonati al telefono di un certo 
distretto e l'insieme Y dei numeri telefonici real- 
izzata dall’elenco della Telecom. Spiegare perché 
questa corrispondenza non è una funzione. 


(SUGGERIMENTO. Alcune grandi imprese, e anche 
alcuni privati, hanno ....] 


4. Si consideri una curva C tracciata nel piano 
riferito ad un sistema cartesiano ortogonale rOy. 
Spiegare perché il seguente criterio serve per ri- 
conoscere se la curva rappresenta o meno una fun- 
zione: 

“La curva C rappresenta una funzione se (e solo 
se) ogni retta parallela all’asse delle ordinate in- 
contra C al più in un punto.” 

[(SucGERIMENTO. Sia x = & l'equazione di una 
parallela all'asse delle ordinate; se tale retta incon- 
tra C in due punti allora allo stesso £ corrispon- 
dono ... .] 


5. Si consideri la relazione che ad ogni numero 
naturale n > 0 fa corrispondere i suoi multipli kn, 
k € N. Tale relazione è una funzione? —(R. No) 


6. Si consideri la relazione che ad ogni numero natu- 
rale n > 0 fa corrispondere i suoi divisori, distinti da 
1 e da n. Tale relazione è una funzione? 
[SUGGERIMENTO. Si consideri un numero primo, ad 
esempio 5, ed un numero composto come 12.) 


7. Spiegare perché la seguente espressione 
y=V-x2-x-1 

non definisce una funzione da X a R. con X sottoin- 
sieme di R. 

[SUGGERIMENTO. X dev'essere non ... .] 


8. Spiegare perché la seguente espressione 
x+y°=1 

(equazione della circonferenza di centro l’origine e rag- 
gio 1 riferita ad un sistema cartesiano ortonormale) 
non definisce una funzione y = f(x). 
[SUGGERIMENTO. Ci sono coppie (x,y) e (x,y), 
y' # y". che verificano l’equazione scritta?] 


9. Spiegare perché la seguente espressione 

dic y? = E 

(equazione di un’iperbole equilatera con i fuochi sul- 
l’asse delle ascisse) non definisce una funzione, mentre 
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definisce una funzione l'equazione dell’iperbole equi- 
latera riferita ai propri asintoti: xy = È. 


10. Dire quali, tra le seguenti espressioni, rappresen- 
tano funzioni y = f(x) e quali no: 

a)y—x+1=0; 

b)y=ax°+br+c, a,b,ce€ R: 

c)xy+y° -1=0; 

d)y= el; 


(R. No, sì, no, sì, sì, no) 


Funzioni composte: dominio, restrizione, 
prolungamento 


Si determini l’insieme “naturale” di definizione delle 
funzioni definite mediante le espressioni seguenti. 


îl. y=3e—2 (R. x € R) 

12. y=x? (R. x € R) 
2r 

13.y==3 (R.r e R\{3}) 
x°-1 

14. y= 373 (R.r e R\{-v3,v3}) 

ge che (R. x € R\{1}) 

e 
l@ysteonasi (R.c e R\{-1,1}) 


(R. x € reali 


Di, 20—I 5 
VE 


18. 


(R. x €]2,+00[) 


r_-2 
19. = - i (R. x €] — 00, —3]U]4, +00) 
20. E Li (R. x € [-v3, 1(U]V3, +00) 
ZI. & 1 - 

LC 9 


(R. x € R—- {5}. oppure soltanto x > 5, a seconda 
del modo con cui s'intende la funzione radice cubica: 
v. la parte finale del paragrafo 2.3) 


x? 


Ya 
(R. x € R\{0}, oppure x > 0; v. risposta al precedente 
esercizio) 


22. y= 


23. y= — î (R.>1) 
1 
24. y= R. x € [-1,8[U8, 
v=;  Rs€[-1,8108,400) 
serve l—* tased-a 4041] 


26. Per ognuna delle funzioni dal n. 11 al n. 25, de- 
terminare, se esistono, gli elementi x appartenenti al 
dominio per i quali è y = 0 (determinazione degli zeri). 


27. Per ognuna delle funzioni dal n. 11 al n. 25, deter- 
minare per quali x del dominio si ha y > 0, per quali x 
si ha y < 0 (determinazione del segno della funzione). 


28. Si considerino le seguenti espressioni: 


x-1 1 
= : b)y= /=-1 
a) 7 ) y = 
Vr-1 xc-1 
c)y= SS d)y= 


Si determini se esse rappresentano o meno la stessa 
funzione. 


[SUGGERIMENTO. Si cominci con la determinazione 
dell’insieme “naturale” di definizione.] 


29. Si considerino le seguenti espressioni: 

a)y= vr; b)y=va3: c) y= |a|va. 

Si determini se esse rappresentano o meno la stessa 
funzione. 


30. Verificare che le due espressioni seguenti defini- 
scono la stessa funzione sull’intervallo [0. 1): 


VIl+x+v1-2 e v2+2Vv1-z? 


31. Stesso problema del precedente esercizio per le 


due espressioni 
/1+vr+yVv1-yvr e v2+2Vv1- 


sull’intervallo [0, 1]. 


32. Si considerino le seguenti espressioni: 
1 


20° Hei 
b) 3(VEFT+ ven). 


Si determini se esse rappresentano o meno la stessa 
funzione. 


33. Si considerino le seguenti espressioni 


sd VI-= x? l-a? 


b = 
T ) y x? 


) VI-xrVvl+a 
ce) —T__. 

x 
Si determini se esse rappresentano o meno la stessa 
funzione. 


34. Si considerino le seguenti espressioni 


a)y= Va: ciyu= 122]. 


Si determini se esse rappresentano o meno la stessa 
funzione. 


b) y= lel: 


35. Le funzioni f : X — Y, con X e Y sottoinsiemi 
di R. possono essere rappresentate da curve tracciate 
nel piano riferito ad un sistema cartesiano ortogonale. 
In tal caso, per riconoscere se una funzione è iniettiva, 
si può usare il seguente criterio: 

“La funzione f è iniettiva se ogni retta parallela all’asse 
delle ascisse , di equazione y = k.k € Y, ha al più 
un'’intersezione con la curva che rappresenta f”. 


Spiegare perché questo criterio è coerente con la defini- 
zione del testo. 
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36. Nelle stesse condizioni del precedente esercizio, 
per riconoscere se una funzione f : X — Y è suriet- 
tiva, si può usare il seguente criterio: 

“La funzione f è suriettiva se ogni retta parallela al- 
l’asse delle ascisse , di equazione y = k,k € Y, ha 
almeno un’intersezione con la curva che rappresenta 
Pe 

Spiegare perché questo criterio è coerente con la defini 
zione del testo. 


37. Determinare quali, tra le funzioni degli esercizi 
dal n. 11 al n. 25, sono iniettive. In caso di funzioni 
iniettive, determinare, se possibile, l’espressione e il 
dominio della funzione inversa. Considerate come fun- 
zioni a valori in R, determinare quali sono suriettive. 
Ricordiamo che alcuni Autori usano il termine fun- 
zione biunivoca in luogo di funzione biiettiva. 
(Alcuni esempi di risposte: 

— la funzione y = 3x — 2 è biiettiva con inversa x = 
y- 


i, definita su R; 


— la funzione y = x? non è iniettiva né suriettiva; 


— la funzione y = è biiettiva con inversa x = 


De 
3y/(y — 2), definita per y € R\ {2}; 


— la funzione y = (2r+1)/(x—1) è biiettiva con inversa 
x=(y+1)/(y— 2), definita per y € R\ {2}; 


— la funzione y = (x? — 1)/(x? — 3) non è iniettiva né 
suriettiva; 


- la funzione y = v2x — 1 è iniettiva con inversa x = 
(y° +1)/2,y20.) 


38. Dimostrare che la funzione f : N + N, definita 
ponendo f(n) := n +1 è iniettiva ma non suriettiva. 


39. Dimostrare che la funzione f : N + N, definita 
ponendo f(n) := F, (n-esimo numero di Fibonacci: 
v. esercizio 193 del capitolo precedente, ed anche il 
problema 2.1-10 al termine del paragrafo 2.1), non è 
iniettiva né suriettiva. 


40. Sia f la funzione definita in 
As={1,2;3;4,5;(61 
a valori in Q che associa a n € A il valore del termine 


n-simo dello sviluppo di (3 + 1) secondo la formula 
del binomio. Si chiede se f è iniettiva. Rappresentare 
f in un piano riferito ad un sistema cartesiano ortog- 
onale. 

[Suggerimento. Si riveda l’esercizio 80 relativo all’ Ap- 
pendice 2.] 


Successioni 


41. Una successione f : N — R può essere rappre- 
sentata graficamente in uno dei due modi seguenti: 

- facendo corrispondere i punti della retta reale ai val- 
ori della successione; 


- mediante punti del piano, riferito ad un sistema 
cartesiano ortogonale, di coordinate (n, an). 


Ovviamente queste rappresentazioni possono coinvol- 
gere solo un numero finito di termini della successione, 
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ma possono talvolta essere utili per “intuire” alcune 
proprietà della successione in esame. Rappresentare 
i primi quattro o cinque termini di ognuna delle suc- 
cessioni seguenti nel primo e nel secondo modo sopra 


descritti: 
a) ()nen: b) ()nen 

n+1 n 

In+4 in +n : 
c) (F)ne Ni d) (TI °),neN,n>2; 


e) (n° -—n),n € N; 


8) ()nen 


42. Scrivere il termine generale di una successione i 
cui primi quattro termini sono 3, 5, 7, 9. 


(R.an=2n+1,ne N*) 
43. Scrivere il termine generale di una successione i 
cui primi quattro termini sono 1, 1/4, 1/9, 1/16. 
(R.an=1/n°,n e N*) 
44. Scrivere il termine generale di una successione i 
cui primi otto termini sono 1, 4, 3, 16, 5, 36, 7, 64. 
(R. qan+1=2Nn+1, aon= 4n?) 


f) ((-1)°),n e N; 


45. Scrivere il termine generale di una successione i 
cui primi quattro termini sono —1, 1, —1, 1. 
(R.an=(-1)",ne N°) 

46. Scrivere il termine generale di una successione i 
cui primi sei termini sono 1, —2, 3, —4, 5, —6. 

(R. an =(-1)"*!,n € N*, oppure 
an=(-1)"(n+1).n € N) 

47. Scrivere il termine generale di una successione i 
cui primi cinque termini sono 1, 8, 27, 64, 125. 

(R. an =n8,ne N*) 

48. Scrivere il termine generale di una successione i 
cui primi cinque termini sono 1, —4, 9, —16, 25. 

(R. an =(-1)"t!n?,n e N*) 

49. Scrivere il termine generale di una successione i 
cui primi cinque termini sono 1/2, 2, 8, 32, 128. 
(R.an=1/2-4",n € N) 

50. Una successione è definita per ricorrenza come 
segue: 

ua s= 0; pern>2. 


Calcolare i primi sei termini della successione e la loro 
somma. 


uo =2 Uh Und Une 


(R. uz = 2, ua = 0, us = —2, vu = —2; somma nulla) 


51. Una successione (un) è definita in modo tale da 
aversi un = a + bn + cn?. Sapendo che ui = 0, ua = 
3, uz = 12, determinare a,b e c e successivamente 
calcolare le somme 


Viva Uni Tia Un. 


(R.a=3,b= —6, c = 3; le somme valgono rispetti- 
vamente 90 e 258) 


Funzioni polinomiali 


52. Decidere se le due espressioni seguenti rappresen- 
tano la stessa funzione: 
x? — Lo 
T+1° 
53. Decidere se le due espressioni seguenti rappresen- 
tano la stessa funzione: 


Y qa de 
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at 


ca-1 


y=r°+r+1l: y= 


54. Decidere se le due espressioni seguenti rappresen- 
tano la stessa funzione: 

y=r9+3x° — 4x— 12; y=(c-2)(r+2)(r +3). 
55. Dimostrare che gli zeri della funzione 
y=x°+2x— (2h+2k+1)(2h+2k— 1) 

sono interi se tali sono À e k. 


56. Dimostrare che le soluzioni dell'equazione 
x°-—2x-(m-n)?+1=0 

sono razionali se tali sono m e n. 

57. Ricordiamo (cfr. esercizio 2.2-14) che se r1 e 72 
sono soluzioni dell’equazione ar? + br + c = 0, allora 
x1+x2 = —b/a, r1r2 = c/a. Dimostrare che se 71, c2 
e x3 sono soluzioni dell'equazione r*+ax?+br+c=0, 
si ha 
zite2+c3=_-1, 
T1X2X3 = C. 
[SUGGERIMENTO. Si utilizzi l'uguaglianza 2° +ax? + 
br +c=(x—21)(x — r2)(c — x3).] 


T102+ 103 + r2r3 = Db. 


58. Determinare le radici dell’equazione 

2x3 — 130° — 26r +16=0 

sapendo che sono in progressione geometrica. 
[SUGGERIMENTO. Dividere i due membri dell’equa- 
zione per 2 e utilizzare il precedente esercizio.) 

(R. —2, 1/2. 8) 

59. Una radice dell’equazione 3 — 3x° — 3r +k = 0 
(K reale) è —2. Determinare il valore di & e dimostrare 
che l'equazione non ha altre radici reali. (R. & = 14) 
60. Determinare le tre radici dell'equazione 

2x° — 3ax° +a° =0. 


(R. a,z(a+ ja])) 


61. L'equazione x3 + 6x2 + hx + k = 0, h e K reali, 
ammette 1 e -5 come radici. Determinare la terza 
radice. (R. -2) 
62. Verificare che l'equazione x — 3abxr — (af + 68) = 
0, a,b # 0, ammette a + d come radice. Utilizzare 
questo risultato per determinare una radice dell’equa- 
zione x° — 6r - 6= 0. 
(SUGGERIMENTO. Porre 6 = 3ab, 6 = a? + b* |] 
(R. Y2+ V4) 
63. Determinare il polinomio di grado < 3 che inter- 
pola i seguenti punti: (1,2): (2,3): (3,4): (4,5). 
(R.y=x+1) 
64. Determinare il polinomio di grado < 4 che inter- 
pola i seguenti punti: 
(2,0); (4,3); (65); (84); (0,1). 


(e. y= e — 26x + 220r° — 664x + 640) 

65. Determinare il polinomio di grado < 3 il cui 
grafico passa per i punti: 

(0,3): (2;1); (3,4); (4,7). 


(Ry = (22° — 15x° + 25x — 9) 
66. Determinare gli zeri del polinomio p(x) := x! — 


8x3 + 12x? + 32x — 64. sapendo che 4 è uno di essi. 
Studiare il segno di p. 


(R. p(x) = (1 4)°(x? - 4)) 


67. Abbiamo dimostrato (î Prop. 2.2-3) che se i coef- 
ficienti dell'equazione ao +a1r+a2x° +...+anx" = 0 
sono interi, le (eventuali) radici razionali sono del tipo 


+-—, dove A è un divisore di ao e £ un divisore di an. 


Il risultato è applicabile anche alle equazioni a coef- 
ficienti razionali, previa trasformazione in equazioni 
equivalenti a coefficienti interi (basta moltiplicare tutti 
i coefficienti dell'equazione per il minimo comune de- 
nominatore dei coefficienti stessi). Utilizzare il risul- 
tato precedente per determinare le radici razionali delle 
seguenti equazioni: 


da, 7 nen 
Tg +30+3=0; 


b) x° — 9x4 +27r° — 33r° + 26r—24=0. 

(R. è) 3,2; 1/2; b) 23,4) 
68. Determinare il segno delle funzioni considerate 
nei due precedenti esercizi. 


[SUGGERIMENTO. Si utilizzi la regola di Ruffini per 
fattorizzare i polinomi assegnati.) 


a)x 


69. Determinare segno e zeri delle seguenti funzioni: 


a) y= 8x3 — 12x° + 6r- l: b)y=ax"+1; 
3. la, d3 1 6 
= = —_ =; —_ io — 128: 
c)y=5r +3? +395+3 d) y x 8 


e) y=8x5-7x8-1; f)y=(4-x°)(x8-x2+x-1). 
(R. Si trovano i seguenti zeri: a) 1/2: b) —1; c) —1/4; 
d) —2, 2; e) —1/2, 1; f) —2, —1, 1, 2) 

70. Sia p(m) il valore assunto dal polinomio p(x) := 


ao + ar + ar? +... + anx” per r = m,n € N. 
Dimostrare che |p(m)| < km”, con k > 0 opportuno. 


[SUGGERIMENTO. |p(m)|< |ao]+|a1|m+...+(|an|- 
iii 


71. Sia f(x) := x — 1/2. Dimostrare che la somma 


1243) = 
= fa) +f(2+1) +. + f(2+ E). 


ne N° è uguale a f(na). 


[SUGGERIMENTO. Si ha 

n-l n_-l 

k 1, È 
Det Lie ata 
k=0 k=0 
ricordare la formula che fornisce la somma dei rpimi 
n— 1 numeri naturali.] 


72. Determinare i valori del parametro reale & per cui 
le disequazioni seguenti sono verificate per ogni x: 


a) 3x1 — kr-2>0: b) 3ke? +2r+1<0. 
Funzioni esponenziali e logaritmiche 


Dire quali, tra le seguenti espressioni, hanno signifi- 
cato: 


73. log_, 10 


(R. No: la base del logaritmo deve essere ...) 
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7A. (-8)7 101. 9° = 35-? (R. 1/2; 2) 

(R. No: se l'esponente è irrazionale, la base ...) 102 ir =@ (R. e°) 
# . = _ 33 È 

75. (V7) (R. Sì: (v7)® = 1/(V7)9) 103. (Ina) =2 (R. exp(v2): exp(-v2)) 

76. (-20)°/* 104. In|Inx|=0 (R. e; 1/e) 

(R. No; l’indice della radice è un numero ... mentre pa 

la base è un numero ...) 105. e =2 (R. —(1/2)In2) 

77. logs di (R. Sì: —2) 06. «= : (R. Priva di soluzioni) 
64 

78. (log /3 3)” (R. Sì: 1) 107. e" + e ® = k, (k reale) 


79. (l0g1/33)" 

(R. No: il logaritmo è < 0 e l'esponente è ...) 

80. log; d (R. Sì. see0<b# 1) 
81. log, 100 

(R. No: la base del logaritmo dev'essere .. .) 


82. log, x (R. Sì, se x > 0) 
Calcolare i seguenti logaritmi: 


83. log 5 V2 (R. 1) 


84. log, 1 (R. 0, se0<b# 1) 
85. log, —1 (R. Privo di senso) 
b 
86. log_ ; (R.=1) 
TT 
s/1 3 
87. 10g1/2 VE (R. 1/5) 


Determinare i valori di x per cui sono valide le seguenti 
uguaglianze (il simbolo log indica una qualsiasi fun- 
zione logaritmica). 


88. log(x° + x — 6) = log(x — 2) + log(x + 3) 
(R.È=2) 


89. logvr = 5 logx (R-#=0) 
90. log(3x — 1)! = 4log(3x — 1) (R. x > 1/3) 
91. log(r—1)+log(x—2)=log(x°—3r+2) (R.x>2) 
92. log(x°? — 2x1) =2log|le-1| (Ri #1) 
93. log(x° — 2r + 1) = 2log(x — 1) (R-.>1) 
94. exp(loga?) = x? (R.x #0) 
95. exp(— logx?) = 1/x? (R.x #0) 
96. log(x + 1) — log (& + 4) = log(e° +7 +1) 
(R.x>_-1) 
97. log(2x — 3) — log(x° — 3x + 2) = log da 
do” = 3042 
(R.®=2) 


98. Vero o falso: 
logg.r = 5 logga (a > 0)? 
(R. Falso: logs € = log, x/ log, 8 = (log, x)/3) 


Risolvere le seguenti equazioni: 


99. logo (x? — 5u) — log9(1- x) = 1 (n ù =) 
2 il % 
100. 2° = 18 (R.1:2) 


[SUGGERIMENTO. Si ponga t := e?.] 


(R. Priva di soluzioni per & < 2: per & = 2 ammette la 
soluzione x = 0: per & > 2 ammette le due soluzioni 


x=In[(kft vk?—4)/2].) 
108. log(x° +9) — 2logx =1 (R. 1) 
x° +24 _ 


109. log nl (R. 4; 6) 


LIO, 2° 9711 — peo 
SUGGERIMENTO. Uguagliare i logaritmi dei due 
membri.) (R. Log(5/3)/Log(6/25)) 


dii. 2%" 43-27"=1=0 


SUGGERIMENTO. Porre 2° = t.] (R. -2) 
112. logg a + log, 3 = n 

[SUGGERIMENTO. log, 3= 1/log3 x.]  (R. 27; 31/8) 
118. 2° .3!=T =—.6 (R. logg 2/ logg(2/3)) 
114. 37° = gr+t4 (R. 4; —2) 
115: gr = (R. log(5/2)/log(8/5)) 
116. 9" - 4-37 +3=0 (R. 0, 1) 


117. log,9+log,23 = 2.5 
[SUGGERIMENTO. Esprimere i logaritmi nella stessa 
base r.] (R. 3) 


li. 4°% = g08=! (R. 1/2) 
(R. v3: 9) 
(R. log; 3: log; 2) 


119. log.3+logg rx = 2,5 
120. 6— 514" + 5°" =0 
121. Risolvere il sistema 


4.9 —Sy=-1 
5.2°—3y=1 


122. Risolvere il sistema 
al= gi 
{iso = 1 
3 


123. Risolvere il sistema 
x° + y?° = 169 
log x + log y = log 60 
(Ri. 0=bBiy= Di = 129 =5) 
124. Risolvere il sistema 
Ina +ln4=1n3— ny 
et = e27Y 


(R.e= 102,49 =3/2: #=3/2y= 1/2) 
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125. Risolvere il sistema si. In(a° +e) -1 <1 
dire edi In(a:="1)*=1 
=N5 1 
sci anli (R. x €] — o0.-1[U[3.1[U]1.1+ vel) 
(R.x=4/5,y=3/5) 3 
126. Risolvere il sistema In(e2) — 1 
ho 142. —_—_-_<x1 
a #9 he * 
DES y—_ 4 4 4 
_ logg12+2. _ logy12-4 (Raq-n e vete STE gg EST DA | 
(Ri-0= lx i se 
127. Risolvere il sistema 143. (3 < ua < 5: dove u= In x/x(x +1) 
C+ 
{ «ta È (R. La disequazione proposta è equivalente a 
t-Y - 97 


(R.2=32y= 1) 
128. Tracciare i grafici cartesiani delle due funzioni 
x — min{l,e%}, x max{1,e*}; 


su quali intervalli della retta reale esse sono stretta- 
mente crescenti? 


129. [Baccalauréat Lille, Amiens, Rouen, settembre 

1996]. E assegnata la funzione della variabile reale x 
5E 

f(x) va 522 usi 1 

- Determinare l’insieme di definizione della f. 

- Risolvere l'equazione f(x) = 2/3. 


- Dimostrare che f è una funzione dispari. Utilizzare 
questo risultato per risolvere l’equazione f(x) = —2/3. 


(R. Dominio di f = R* = R\ {0}: x =1n2/In5) 


Disequazioni relative alle funzioni esponenziali 
e logaritmiche 


Risolvere le disequazioni seguenti (s'intende che log 
sta per logaritmo in base 10). 


130. |3°® — 3©°|<2 (r-= <x<log32= mis 


181. (@—2)3*°-# <0 
132. logg(r - 8) > 0 
133. log1/9(3x — 5) > 2 


(R. 00 <ar <2) 
(R. x €]9, +00[) 

R.5/3 <a < 7/4) 

134. logo(x° — 3/4) < — 

vB 


(R. © €]-1. -Èu 1310 
135. /logg 02 < 2 (R. x €]-9, de 
136. log, j4(r - 5) > 0 (R. x €]5, 6[) 


137. 2logr +log9r-3>0 
(R. x €]0,1/1000[U]10, +00[) 


138. log(r +1) +log(r — 2) — loga > 0 
(R. x €]1+ V3, +00[) 
139. log; /9 7 < log 9.3. (R. x €]3. +00) 
È ei 
140. In (22 22) <0 
gi 1 


u]o, ZII pred 2.40) 


con la condizione che sia x €] 
è soddisfatta per 


— 00, — 1[U]0. +o0[. Essa 


-1-v13 -1-v3,, ;-1+v3 —1+v13 
pale === [) 
2 2 2 2 
ad. la = aos (R.x > 1) 

}+E1 
145. 10g,/9 vu < log; j9.7 (Re:a=1) 


146. |x? — x|e® > 0 (R.x € R\{0.1}) 


> 0 (R.r e R\{-1}) 


2x — 3 
148. In Poelesi £ 0 
149. (Ina)? — 6(Inx)? +9lnr - 4<0 
[SUGGERIMENTO. Porre In x = t.] 


(R. x €]0. e[U]e, e4[) 


(R.d'<®<3972) 


li €] — 00.ln 2[U]In5.ln Cau 


151. e” = be” +9” = 4.<0 
(R. x €] 


152. Dimostrare che se a? + 6? = 23ab. con a. db > 0, 
allora 


Ina+lnb= 21n ( 


— 50. 0[U]0. In 4[) 


a+ °). 
5 


[SUGGERIMENTO. Si cominci con lo sviluppo di 

(a+b)?.] 

153. [Cambridge Local Examination Board]. Le va- 

riabili reali x e y sono legate dalla relazione y = ar, 

dove a e b sono due costanti reali. Sia y = 3 quando 

r=4,y=2 quando x = 9. Determinare a e bd. 
(R.a=6.b=—-1/2) 

154. [Joint Matriculation Board]. Sia 

2log, x +2log,y = 5: 

mostrare che log,, x vale 1/2 oppure 2. Trovare poi le 

soluzioni del sistema 


cy = 217 

2log, x +2log,y = 5° 
(R. Si cominci osservando che log, y = 1/log, x. Si 
trovar—=-3,y= 9) 
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155. [Associated Exam. Board]. Sia y = log, 23, 
z = log,a e yz = 3. Determinare y e 2 quando è 
verificata la seguente equazione: 

log, (3log, ©) — log; (log, a) = log, 27. 

(R. Si osservi innanzitutto che log, x è necessaria- 
mente > 0. Si trova z = 1/3,y= 9) 


Si determini l’insieme “naturale” di definizione delle 
funzioni definite mediante le espressioni seguenti (il 
simbolo log denota la funzione logaritmica in una qual- 


sivoglia base). 


156. y= log(2x — 2°) (R. x €]0,2[) 

157. y= log|le + 2| (R. x € R\{2} 

isa, — (R. x €]0, 1[U]1,+00[) 
log 

159. Pole nti (R. x €]2,3[0]3. +000) 

160. /log(x + 2x2) (R. x €] — ce, -1]5; +0c[) 

161. mi (R.c e R\{0,1}) 


162. {/log(x + x?) 


(R. x €] — 00, —1[U]0, +oc[). ove s’intenda che la fun- 
zione radice cubica è definita per ogni x reale) 


163. log = (R. x €]8,+00[) 
164, y=37#7? (R. x € R) 
165. y= 27"? (R.xr € R\{2}) 
166. y= log(1— x) (R-@<1) 
167. y= loga? (R.x #0) 
168. y = log|a| (R-0# 0) 
169. y= |logr]| (R.x > 0) 
170. y= log|e— 1| (R.a#1) 
171.y=2+log(x—1) (R:@®= 1) 
172. logi (R.i>0) 
173. y=log|2- a| (Ra #2) 
174. y=1-loga3 (R.x > 0) 
175. y=logv4=x (R.a<4) 
176. y=1—-e7”” (R. x € R) 
IrT. (R. 270) 
178. y = de! (R. x € R) 
179. log(Va? -1- x) (R. x €] — 00. —1]) 
180. (I a 
eil 


(R. x # 1, ove s'intenda che la funzione radice cubica 
è definita per ogni argomento reale, altrimenti x € 
]— 00, — 1[U]1, +00[) 


181. Si considerino le seguenti espressioni: 


a)y=lnz?, b)y=21Inx, c)y=21Inja]: 


© 88-08-1148 
si determini se esse rappresentano o meno la stessa 
funzione. 


182. Determinare se le seguenti espressioni rappre- 
sentano la stessa funzione: 


a)y=log|lr-1|?, b)y=log(xr-1)?, 
c)y=2log|e- 1|. 

183. Determinare se le seguenti espressioni rappre- 
sentano la stessa funzione: 

a)y=log(x — 2)+log(xr +3). 

b)y=log(x — 2)(cr — 3), 

c) y= log(e° +x— 6). 

184. Determinare se le seguenti espressioni rappre- 
sentano la stessa funzione: 


a) y=log(x° — 1)}. b)y= 5 log(a? LE 


185. Determinare se le seguenti espressioni rappre- 
sentano la stessa funzione: 


a) y=log(x* — 1), b)y= 5 logla* = 1 


186. Determinare se le seguenti espressioni rappre- 
sentano la stessa funzione: 


a) y=log(x* — 1)}. b)y= 5 ogla* WS, 


187. Determinare se le seguenti espressioni rappre- 
sentano la stessa funzione: 


IT 
imper togles SÌ, 
a)y=log(x +1)— log +7] 
b) y=log(x° +x +1). 
188. Utilizzando il significato di valore assoluto e la 


conoscenza del grafico della funzione logaritmo natu- 
rale, tracciare i grafici delle seguenti funzioni: 


y=Inje], y=|lna| 
Basandosi sulla conoscenza dei grafici delle fun- 


zioni esponenziale e logaritmica, tracciare un grafico 
qualitativo di ciascuna delle seguenti funzioni: 


189. y=]ln(1- x) 
190. y= —e” 
191. y= e 
192. y=1—-e® 
193. y= —e® 


194. y=ln Lo 
n 


195. y= el/” 

196. y= —Inax 
197. y=3lnx 
198. y = —3e® 


Basandosi sui grafici tracciati nei precedenti eser- 
cizi, tracciare un grafico qualitativo di ciascuna delle 
seguenti funzioni: 


199. y=|In(1- 2)| 
1 
200. y=ln|- | 
Hi 


201. y=In|1 - «| 

202. La legge dell'esempio 2.3-3 può essere formulata 
come segue: 

N(t) = Noexp(-At). t>0; A>0, 

dove No è il numero di atomi presenti in un campione 
di sostanza radioattiva al tempo t = 0, N(t) è il nu- 
mero di atomi presenti al tempo t. A una costante 
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che dipende dal tipo di materiale. Un campione di 


sostanza radioattiva contiene all'istante iniziale 101° 
atomi; il periodo della sostanza è 30 giorni. Dopo 


quanto tempo saranno presenti 10% atomi? 
[SUGGERIMENTO. Si ha T = (In2)/A, dove T è il 
periodo. ] (R. Circa 747 giorni) 


Funzioni Circolari 


Si determini l’insieme “naturale” di definizione delle 
funzioni definite mediante le espressioni seguenti: 


1 
203. y= ? 2+kr,k€EZ 
‘°° (R.x#7/2+kr,k € Z) 
1 
204. y= ni (R.ar#kTr,keE Z) 
205. y= tan (2- z) (R.r#kr,kE Z) 
206. y=cot (20+5) (R.2#7+k7.K€ 2) 
207. y= sec2r = Rag t+kt.ke Z) 
dii — cos2x Î 4 p* 
T 1 
setto 3: (R.xr #2kr,k € Z) 
sac —__  Redirtiabea 
‘IT sinr+ cos i 4 i 
210. y=sint (R. #0) 
I 
211. y= DaE (R.x #7/2+kr,k € Z) 


Determinare se le seguenti funzioni sono periodiche (e 
in tal caso calcolarne il periodo), se sono pari o dispari: 


213. f(x) = sin2x + cos 7 + tan 3x 
(R. Né pari né dispari, periodica di periodo T = 67) 
214. f(x)=sinrtan2r 
(R. Pari, periodica di periodo T = 27) 
215. f(x) =sinrcos3x 
(R. Dispari, periodica di periodo T = 27) 
216. f(x) = sin* r cos3r 
(R. Dispari, periodica di periodo T = x) 
Ù TT 

217. f(xr)=sin(-—--— 

T. f(e)=:sin (5 2) 
(R. Né pari né dispari, periodica di periodo T = 67) 
218. f(x)=xtanx 
(R. Pari, non periodica) 


219. f(x) =tan (È + =) 


(R. Né pari né dispari, periodica di periodo T = 37/2) 
220. f(x) = cost +xsin2r 

(R. Pari, non periodica) 

221 f(x) =sinv2xr — cosv5x 

(R. Né pari né dispari, non periodica) 


Dopo aver determinato il dominio “naturale” di cias- 
cuna delle funzioni seguenti, determinarne segno e zeri. 


Osservare anche se i rispettivi grafici presentano sim- 
metrie particolari. 


AZ, fe = Tr: 


(R. Definita per x # 7/2+k7,k E Zerxr#kTr,kEZ. 
Il grafico è simmetrico rispetto all’origine) 

223. f(x)=In(1+sinx) 

(R. Definita per x # (3/2)mT +k7,k € Z. 

Positiva per x €]2k7,(2k + 1)7[, negativa per r € 
](2k+1)7,2(£k+1)7[.kKEZ) 


224. f(x) = ycost 
(R. vazso per 


x €]2kr, — 3+ 2kr(U[S T+2kr,27 + 2kr]. k € Z: nulla 
nei punti Zi fonthai dell’insieme di definizione) 
225. f(x) =!n(sinx) 

(R. Definita per x €]2kr, (2% + 1)7[,k € Z:< 0in 
ogni punto del dominio. In particolare, f si annulla 
per x = 7/2+2kr) 

226. f(x) = njsina] 

(R. Definita per x # 2kr: nulla per © = 7/2 + 2kr, 
negativa in ogni altro punto del dominio. La funzione 
è pari) 

227. f(a)=sinx? 

(R. Definita su R; pari, non periodica. Nulla per x = 


+v2kr,k € N) 


sull 
228. f(x) =sin 72 


(R. Funzione definita per x # 0: pari, non periodica; 
si annulla per x = +1/vV2kr,k € N*) 

229. f(x)=xsine 

(R. Definita per ogni x reale, non periodica: si annulla 
per x = 2kr.k € Z) 

Tracciare (almeno qualitativamente) il grafico delle 
seguenti funzioni: 

230. f(x) =3cosx 

231. f(x)=1+sinx 


232. f(x)=-sinx 

233. f(x) = 
_ fsina  perx € [2k7,(2k4+1)7], k € Z, 
TAO, altrimenti. 

234. f(x) = 
_ Jsina perze [2k7,(2k+1)7], kE Z, 
— |cosx, altrimenti. 

235. f(c)= 
_ J vsine perc e [2k7,(2k4+1)7],kEZ, 

0, altrimenti. 


Come si situa il grafico della funzione appena consi- 
derata rispetto a quello dell’esercizio 233? 


236. f(x) = [sin x], dove le parentesi quadre indicano 
la funzione “parte intera” (= approssimazione intera 
per difetto; |] esempio 3.4-2). 


237. f(x) = sgn(sinx — cosx), dove sgn indica la 
funzione “segno” (| formula (3), par. 1.5). 
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238. f(x) =Incos?x [SUGGERIMENTO. Usare la formula dimostrata nel 
599: f(2) = infesa) problema 2.4-1.] 
i 261. Dimostrare la seguente identità: 
240. f(x) =In(sinx) | x ) i 
arcsina = arctan ——___,-l1<xr<1 

241. f(x)=1n|sina]| VI- ax? 

[SUGGERIMENTO. Trattandosi di due funzioni dispa- 
242, (2) =ln]cosal ri, basta esaminare il caso x > 0. Si ponga arcsin x = 
243. f(x)=ln|tana]| a, cioè r = sina. Usare la definizione di tangente e 
s44, N) = cose] l'identità cos? a = 1 — sin? a.] 

262. Dimostrare per x,y € [--1, 1] l’identità: 
245. f(x) = cos|z| : . 

sin(arcsin x + arcsiny) = aV1-x2+y/1-y2. 
ian [SUGGERIMENTO. Si ponga arcsin x = a, arcsin y = 
247. f(x) = sinje] 8, dove a e 8 € [-7/2,7/2]: si tenga presente che 
£ > 0. 
s4ù. f(x) = [tane cosa e cos 3 sono > 0.] 
ESERCIZIO SVOLT 

249. f(x) = tan|e] 263. ESERCIZIO SVOLTO. è 

arctan(x + 2) — arctan(r +1) = 7 

coso 

250. f(x) = dee SOLUZIONE. Utilizziamo la formula di addizione della 


251. f(x) = 20057 


[SUGGERIMENTO.Basta studiare la funzione sull’in- 
tervallo [0,27]. Si verifichi che il minimo e il massimo 
di f sono rispettivamente 1/2 e 2. Si tenga presente 
che la funzione composta r + f(g(x)), se f è mono- 
tona crescente, è crescente oppure decrescente su un 
intervallo se tale è g.] 


exp(—x)cosr per x > 0 
252. = 
f(2) { 0, perz<0 
4exp(—x/4)cos2x per x > 0 
253. = 
f(2) { 0. per r< 0 


254. f(x) = min{[|sinx|,|cosx]|} 

255. f(x) = minftana,cotr:x # k7/2,k € Z} 

256. Tracciare il grafico della funzione f(x) := cosr— 
[cos x]. dove s'intende che [t] indichi la parte intera (= 
approssimazione intera per difetto) del numero reale # 
(7 esempio 3.4-2). 

(R. f(x) = 0 perx = 0, cosx per 0 < x < 7/2, 
1+cosx per 7/2<x < 7) 


257. Spiegare perché una funzione periodica f : R + 
R non può essere iniettiva. 


258. Dimostrare la seguente identità 


cos(arcsin a) = V1— 2.7 € [0.1]. 
[SUGGERIMENTO. Porre arcsinr = a: se x € [0, 1]. 
a € [0,7/2]. Usare a questo punto l'identità cos? a+ 
+sina= 1] 


259. Dimostrare la seguente identità 


a 
V1+ 22 
[SUGGERIMENTO. Porre arctan x = a e usare l’iden- 
tità sin a = 1- costa =1—-1/(1+tan? a): osservare 
infine che , per —7/2 < a < 7/2. il seno e la tan- 
gente di a hanno lo stesso segno. Alternativamente. 


si osservi che le funzioni ai due membri sono entrambe 
dispari, dunque basta dimostrare che esse coincidono 


perso) 
260. Dimostrare la seguente identità: 
a+ A 


sin(arctan 7) = . x reale. 


tan(arctana + arctan 8) = a,B e RriaB#1. 


tangente: | problema 2.4-1. Prendendo la funzione 
tangente di entrambi i membri, si ottiene l'equazione 


(r+2)-(c+1) sì 
1+(cr+2)(c +1) ° 
cioè 
1 =1&r°+3r+2=0 
x2+3r+3 0" i MRAZ. 
da cui le soluzioni r = —1l.r=-2. 
264. arctan(x — 1) + arctanx + arctan(x +1) = 
= arctan 3x 


[SUGGERIMENTO. Sottrarre da enstrami i membri 

(R.e=0,=1/2,a=-1/2) 

265. arctan(1+x)+ arctan(1— x) = 7/4 
(R.e=+v2) 


arctan x.] 


266. ESERCIZIO SVOLTO 


> 4a 
arcsin — + arcsin — = arcsina 
5 


SOLU ZIONE. Affinché le quantità scritte abbiano sen- 
so, dev'essere 


a < 1,17] <a 


codesta cio che sia soddisfatta l’ultima condi- 
zione perché lo siano anche le due precedenti. L'equa- 


zione è evidentemente soddisfatta per x = 0 (in tal 
caso essa si riduce all’uguaglianza 0+0=0): inoltre, 
poiché i due membri sono funzioni dispari, se essa am- 
mette una soluzione. essa ammetterà necessariamente 
anche l'opposta. 
Se a. 8 e y sono i tre arcoseni indicati, trattandosi di 
numeri appartenenti all'intervallo [-7/2, 7/2]. e quindi 
per i rispettivi coseni si ha cosa > 0, cos > 0, 
cosy > 0. Prendendo la funzione seno di entrambi 
i membri ed applicando la formula di addizione del 
seno, si trova 

3r V25 — 167° 4r v25 — 9x2 

=== 

5 5 5 5 
cioè 


58V25 — 1672 +4V/25— 9x2 = x, 
) 


da cui subito la soluzione (ovvia) x = 0. Dividendo 
entrambi i membri per x, ed elevando al quadrato si 
ottiene 
9(25  16x2) + 16(25 
+24/(25 — 16r2)(25 — 
cioè 


=, 


1622) 
i) =:(625; 
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(25 — 16x2)(25 — 9x2) = 1222, 


e, con un ulteriore elevamento al quadrato, 1— x? = 0. 
da cui le soluzioni x = 1,x=-1. 


267. 2cos(4arccosr) — 8sin°(arccos e) +7 = 0 
(R.&=1/2,.==—L/2) 
(R.x=0) 
269. arcsin x + arccos /x = arctan(Vt +1+ v£)?, 
0<x<1 (R.2=1/2,a=v2/2) 


Risolvere le seguenti disequazioni: 


268. arcsinx + arctan a = arctan2r 


270. 2arcsin° x + arcsina - 1> 0 
[SUGGERIMENTO. Dev’essere |x|] < 1; porre # := 
arcsin x con |t| < 7/2.] 

(R. e € [-1,sin(-1)]U [sin(1/2),1)) 
271. arcsin(1—x)< arcsin2x (R.1/3<x< 1/2) 
272. arccos(x? — 2) < cos(x — 1) 


(R.1<x<(1+v5)/2) 
2.5 Numeri complessi 


Scrivere ciascuna delle seguenti espressioni complesse 
nella forma a + ib. 


273. (5— 31) +(2+3ì) (R. 7) 
274. (1+1)° (R. -2+ 24) 
275. 1+i+i2+18 (R. 0) 


276. (1+i)(1+2i)(1+ 3i) (R. —10) 


277. Per ciascuno dei numeri seguenti scrivere l’oppo- 
sto, il coniugato e il reciproco: 
v3 


1 
a)l+i b)1+2; c)3i d) 5 he 
278. Qual è la condizione sufficiente affinché la somma 
dei numeri a+ib e c+id sia reale? Qual è la condizione 
perché sia immaginaria # 0? 

(R.b+d=0:a+c=0,b+d#0) 


279. Scrivere la condizione affinché il prodotto dei 
numeri a + id e c + id sia reale. (R. ad +bc = 0) 


280. Verificare, mediante un calcolo diretto, la va- 
lidità in C' della legge di annullamento del prodotto, 
vale a dire, se a+ib e c+id sono due numeri complessi 
il cui prodotto è nullo, cioè 

ac—bd=0, ad+bc = 0, 

allora necessariamente uno dei due è nullo. 
[SUGGERIMENTO. Supponiamo che a + ib non sia 
nullo, ad esempio sia db # 0; ricavando d in funzione di 
c dalla prima uguaglianza e sostituendo nella seconda 


A 


281. Verificare, mediante un calcolo diretto, che per 
inumeri z=a+ibe w= c+id, risulta |2w| = |z||w]. 
[SUGGERIMENTO. Si confrontino i quadrati dei due 
membri.] 


282. Definiamo in R? (insieme delle coppie ordinate 
di numeri reali) due operazioni: la prima è l’addizione 
così come è stata definita in C| la seconda è definita 
ponendo 

(a, b) * (c. d) := (ac, bd). 

Si chiede se R?, strutturato mediante le due operazioni 
così definite, è un campo. 


[SUGGERIMENTO. Si determini l'elemento neutro ri- 
spetto all'operazione * e si esamini il problema del- 
l’invertibilità di una coppia (a,b) rispetto alla stessa 


operazione. ] 


Per ciascuna delle seguenti coppie di numeri z1 e 22, 
verificare la disuguaglianza triangolare. Individuare le 
coppie per le quali vale il segno di uguaglianza. 


283. z;:= l; zo=l 
284. z:=1+1:; zo=l-1. 
285. 2:=2+ì: za =3+ 21. 
286. 2:=3+1; zo=6+21. 
287. 21 =% zo = -3i. 
288. 21 = 2a: z2= 3i. 


(R. L’uguaglianza vale solo per le coppie proposte 
negli esercizi 296 e 288.) 


289. Quanto vale il segno di uguaglianza nella disu- 
guaglianza triangolare |z1 + z2| < |z1| + |22]? 
290. Per quali numeri complessi per cui si ha |z| = 2? 


291. Verificare la disuguaglianza |x|] + |y| < V2]z. 


[SUGGERIMENTO. Confrontare i quadrati dei due 
membri.) 


292. Calcolare parte reale, parte immaginaria, modu- 
lo e argomento del numero complesso 2 = 2 — 21. 


(R. Rez=2; Im2z=-2; |z|= 272; arge = —7/4) 


293. Anticipando la formula ei = cost + i sint, per 
ogni t reale (v. paragrafo 7.5), esprimere in forma 
trigonometrica ed esponenziale i numeri complessi 


z2=-l+i, 2z=3+iv3. 
(R. z1= V2( cos in +isin 7) = V2exp (în): 


22 = 2V3(cosT/6 + isin7/6) = 2V/3exp(i7/6)) 
294. Esprimere in forma esponenziale i numeri com- 
plessi z1 = V2— iV2,z2= V3+i. 

(R. 21 = 2exp(i7/4); z2 = 2exp(i7/6) ) 
295. Esprimere in forma trigonometrica il numero 
complesso 2 = 2V3 — 2î. (R. 4(cos7/6— isinT/6)) 


In ciascuno degli esercizi seguenti esprimere nella forma 
a + ib i numeri complessi indicati. 


3-i 
296. R.l-i 
2+i ò) 
297. d+3 (R.1+2ì) 
2-ì 
1+i\? 
298. ( ) (R. -1) 
1-i 
299. (2— i)? (R.2-11i) 
2- 3i € di; 
titani TI" (R. 10° 10°) 
2-i oi 
li: .3-3 
ideali F7: ( 2 3) 
(4— i)? ( 53 9 i) 
302. —— ETRETTÀ 
2+3ì Isa 
i Ea (Rtx) 
304. Verificare che se 
T+iy 


— a + 32b, 


c=W 
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allora a +62 = 1. 


305. Calcolare la potenza (1+ i)" utilizzando: a) la 
formula del binomio: b) la formula di De Moivre, dopo 
aver rappresentato in forma trigonometrica il numero 
1+i. (R. -4) 


306. Qual è il minimo n € N* per cui (1+i)" è reale 
> 0? (R. 8) 


+9 
to) na 
(R. 4) 


308. Semplificare le seguenti potenze dell’unità imma- 
ginaria: i; 9; d°; 1%; dl. 
(R.—i, i, —i, -1, —i) 


309. Calcolare il numero 1+i+i° +i5+:i'. (R.1) 


307. Qual è il minimo n € N* per cui ( 


310. Generalizzare il risultato del precedente eser- 
cizio, mostrando che una somma del tipo 


«dn 


1+i+i+...+i 
vale 1 per ogni n intero > 0. 
311. Verificare che l’espressione 1 — i", n € N, può 
assumere soltanto quattro valori. Quali sono ? 
(R.0,1-èi,2,1+) 
312. Verificare che la somma dei termini in progres- 
sione geometrica 
1l+ti+ti+...+i", neN, 
può assumere solo quattro valori. Quali sono ? 
(R.1,1+i, î, 0) 
313. Dopo aver espresso in forma trigonometrica i 


numeri complessi 23 = 1+i, 22 = V3+i,23 = 1+iv3, 
calcolare il numero complesso 
Z1 


z= . 
22Z3 


(R. z1 = V2(cos7/4+isinx/4): 
z2 = 2(cosT7/6+isin7/6): 
z3 = 2(cos7/3 + sin 7/3); 
_ V2cos7/4+ sinn/4 ” 1a -i) 
4cosTt/2+isinm/2 4 
314. [Joint Matriculation Board]. Detto P il punto 


che nel piano complesso rappresenta il numero 4+ Ti, 
scrivere il numero complesso che è rappresentato 


i) dal punto P' simmetrico di P rispetto all’asse x; 
ii) dal punto P” simmetrico di P rispetto alla retta 
di equazione y = x: 
ili) dal punto P”’ simmetrico di P rispetto alla retta 
di equazione y = —x. 

(R. i) 4- Ti; ii) 7+4i; ili) —-7— 4i) 
315. Descrivere il luogo dei punti del piano complesso 
individuato dalle equazioni 
i)z=-2z: sz 

(R. i) a:=0; ii) y='0) 

316. Descrivere il luogo dei punti del piano complesso 
individuato dall’equazione zz = 16. 
(R. È la circonferenza di centro l’origine e raggio 4) 
317. Dimostrare che tutti i numeri immaginari puri 
z = ty (y reale) e soltanto essi, sono soluzioni del- 
l'equazione 2° + |2]f = 0. 
(R. Con le consuete posizioni l'equazione proposta si 
scrive x? — y° — i2xy+x° +y° = 0, quindi ...) 
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318. Trovare i numeri complessi che appartengono 
alla bisettrice dell’angolo formato dalle semirette us- 
centi dall’origine individuate dai numeri z1 = 6 + 8, 
zz=4-81ì. 

(R. Si cominci col determinare, sulla prima semiretta, 
un punto, diciamo 23, avente dall’origine la stessa dis- 
tanza di 22; il punto z2 + 23 appartiene alla bisettrice 
cercata. Si trova l’equazione parametrica 2 = t(7+ i), 
t reale) 

319. Determinare due numeri reali x e y che soddi- 
sfino l’equazione 

x(3+4î) — y(1+2i1)+5=0. 

(R.I valori cercati sono le coordinate del punto d’inter- 
sezione delle rette di equazione 3r—y+5 = 0, 2r-y = 
0; dunque € = —5,y= —10) 


320. Determinare il numero complesso 2 che soddisfa 
il sistema di equazioni 


|,z+3i| =|2+5—2i| 
|,z-4i] =|2z+2il. 

Si dia un’interpretazione geometrica del risultato. 

(R. Ponendo 2 = x + iîy, ed eseguendo i calcoli si trova 
il sistema costituito dalle equazioni y= x +2, y = 1, 
da cui z = —1+ i. Il punto Z di coordinate (x,y), 
dovendo essere equidistante dai punti A = (0, —3), e 
B = (-5,2), così come dai punti C = (0,4)e D= 
(0,—2) deve appartenere tanto all’asse del segmento 
AB quanto all’asse del segmento C'D, e pertanto è la 
loro intersezione) 


321. Verificare che il sistema di equazioni 


|\z+1+il=v2 
|z]=3 


è privo di soluzioni 


(R. Si può procedere ad un calcolo diretto uguagliando 
i quadrati di entrambi i membri delle due equazioni 
proposte. Più semplicemente, in termini geometrici, 
si osserva che la circonferenza T1, avente centro nel 


punto corrispondente al numero —1— i e raggio V2, e 
la circonferenza I°, di centro l’origine e raggio 3, non 
s’intersecano. Si può osservare che da z=2z+1+i— 


(1+ i) segue |:]| <|:+1+i|+]1+i=v2+v2= 
2V2<3.) 
322. Indicati con a e 2 i numeri complessi (3 + 2i) e 
(x + iy) e con a* e 2* i loro coniugati, dimostrare che 
l'equazione 
az+a*z" +1=0 
rappresenta una retta nel piano xy. 
(R. È la retta di equazione 62 — 4y+1= 0.) 

323. Dimostrare che se a, bd, c, d ed il rapporto 

a+ ib 

c+ id 
sono numeri reali, allora vale la relazione ad = be. 


324. Utilizzando il risultato del precedente esercizio, 
dimostrare che se 

22° +22 

22 +4 
è un numero reale, allora il luogo descritto dal punto 


P che rappresenta il numero complesso 2 = x + îy 0 è 
l’asse reale oppure è una circonferenza. 


(R. Si è condotti all’uguaglianza (x° — y° + 2x)xy = 
y(x + 1)(x° — y? + 4). che è soddisfatta per y = 0, 
oppure per x° — y° — dr - 4= 0) 
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325. Siano A e Bi due punti del piano complesso 
che rappresentano rispettivamente i numeri 2 # 0 e 
w := z + iz. Dimostrare che il triangolo 0 AB ( dove 
O è l’origine degli assi) è un triangolo rettangolo e 
isoscele. 


(R. Il numero iz è rappresentato dal vettore che si 
ottiene dal vettore rappresentativo di 2 mediante una 
rotazione di 7/2 in senso positivo; si ha infatti è = 
= exp(i7/2).) 

326. I quattro punti A, B, C, D rappresentano or- 
dinatamente, nel piano complesso, i vertici di un qua- 
drato. Sapendo che A rappresenta il numero 3 + 2i 
e D il numero 4 + 3î, determinare i numeri complessi 
rappresentati dai punti B e C. 


(R. Si ha AD = v2. Il punto B deve appartenere alla 
retta per A perpendicolare alla retta per A e D, di 
equazione y = —r +5. Dunque il numero complesso b, 
rappresentato da B, deve avere la forma r + i(5— x). 
Dovendo distare V/2 da a, si ha la condizione x° — 6r + 
8=0, dacuix = 4oppure x = 2. Pertantoè db= 4+1, 
oppure b = 2 + 3î. Procedendo in modo analogo per 
C si hanno i valori 5 + 2î oppure 3 + 4.) 


327. Rappresentare nel piano gli insiemi dei numeri 
complessi 2 che soddisfano le condizioni seguenti: 
a) |Imz|> 1; b) |Imz|<2; 
c) |Rez| < 1 oppure |Imz| < 1; d) |z- i|<1. 


(R. a) Semipiano che giace “sopra” la retta di equa- 
zione y = 1; b) striscia compresa tra le rette di equa- 
zione y = 2, y = —2; c) la “croce” delimitata dalle 
quattro rette x = 1, r = —-1y=1,y= -1l; d) 
l’interno del cerchio di centro l’unitimmaginaria e rag- 
gio 1.) 

328. Determinare i numeri complessi 2 che verificano 
la relazione 

1<|2-4|<4. 
(R. Si tratta dei punti della corona circolare di centro 


nel punto c = 4, delimitata dalle circonferenze di raggi 
le 4) 


329. [Joint Matriculation Board]. Nel piano comp- 
lesso il punto P rappresenta il numero 2 = x + iy. 
Posto z +2 = Ai(z +8), con A parametro reale, deter- 
minare il luogo descritto da P al variare del parametro 
A. Se è inoltre z = u(4 + 37), con 4 parametro reale, 
dimostrare che esiste una sola posizione possibile per 
il punto P. 


(R. Il luogo descritto da P al variare di A è la circon- 
ferenza di equazione x? + y? + 10x + 16 = 0; il luogo 
descritto da P al variare di y è la retta di equazione 
y = (4/3)x. Tale retta è tangente alla circonferenza 
precedente nel punto (—12/5, —16/5). Dunque 


2 = —12/5- (16/5)î.) 


330. Fra gli infiniti punti 2 del piano complesso che 
verificano la relazione 


|z- i|=|z+3i+4| 
determinare quello di minimo modulo. 
(R. La relazione scritta individua l’asse del segmento 
AB, dove A e B sono i punti di coordinate rispet- 
tivamente (0,1) e (-4,—3). Il numero 2 di modulo 
minimo si ottiene mandando dall’origine la perpendi- 
colare allo stesso asse. Si ottiene z = —3/2 — (3/2).) 


331. Si consideri la trasformazione di C in C definita 
a 
1 
= —, 5-1 * 
PT gl 7 l) 


Dimostrare che (*) trasforma la circonferenza di cen- 
tro (-1,0) e raggio R nella circonferenza con centro 
nell'origine e raggio 1/R. 


[SUGGERIMENTO. Si ha 2 = 1/w— 1,] 


332. Tracciare nel piano complesso i grafici che rap- 
presentano i luoghi di equazioni 


a)|z|= 4; Bz il=|z-3il. 


Determinare i luoghi di punti a’ e 0’, trasformati 
rispettivamente di a e 8 mediante la trasformazione 
di C in sé di equazione w = 2z+-5, e tracciare i grafici. 


(R. a')|w—-5|=8; 0)|w-5-2i|=]|w-5-6i].) 


333. Qual è il luogo di punti del piano complesso 
descritto dall’equazione 2 = #(2 + 3î),t € R ? Stesso 
problema per l'equazione 2 = #(2 — 3î). Cè un legame 
tra i due luoghi? 


334. [Joint Matriculation Board]. Esprimere le radici 
terze dell’unità zo, z1, z2 nella forma a + ib, con a e 
b reali. Si consideri nel piano complesso l’esagono re- 
golare avente due vertici consecutivi coincidenti con i 
punti A e B che rappresentano rispettivamente 21 e 22 
e inscritto in una circonferenza I con centro nel punto 
C = (1,0). Scrivere l'equazione della circonferenza T; 
esprimere nella forma a + ib i numeri complessi rap- 
presentati dagli altri quattro vertici dell’esagono. Cal- 
colare infine il prodotto di questi quattro numeri. 


(R. Si ha zo = 1, z:1= —1/2+iv3/2, 22 = -1/2- 
iv3/2. T ha raggio r = |z1 — 22] = V3 e dunque 
la sua equazione è (x — 1)? + y? = 3. Il punto F è 
simmetrico di A rispetto alla retta di equazione x = 1 
e quindi rappresenta il numero complesso 5/2+iv3/2, 
E rappresenta il coniugato 5/2 — iV3/2. G può, ad 
esempio, essere determinato sulla base della relazione 
AB = GC e dell’appartenenza a T. G rappresenta 
il numero 1— iv3. Il prodotto dei quattro numeri 
complessi vale 28) 


335 Determinare i numeri complessi 2 che verificano 
l'equazione 


, 2rz 
scESE 


Verificare che tali punti, ad eccezione del valore 2 = 0, 
appartengono alla circonferenza di centro l’origine e 
raggio 1. 

(R. Si è condotti all’equazione 
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272 

1+22 
Per k = 0 si ottiene 2 = 0, per & # 0 si ottengono le 
soluzioni 


2=F(1+iV8-1) 


336. Assegnata la relazione 3 + di = (rx + iy)?, con x 
e y reali, determinare x e y. 


(R. TI = Di Yi = Je T2= 2, yz = 109) 


=kr& kz2°-2:+k=0, kEZ. 


337. [London University Entrance and School Exa- 
mination Council). Calcolare le radici quadrate di i, 
esprimendole nella forma a+ib, a e b € R. Dedurne le 
radici quadrate di 2î. Dimostrare che (1+ i) è radice, 
nel campo C, dell'equazione 2° — 42° + 62z—4= 0 e 
determinare le altre radici della stessa equazione. 


2 
(R. Le radici di è sono +La + i), le radici di 2i 
sono +(1+ i). Dividendo il polinomio assegnato per 
il binomio (2 — (1 + i)), ad esempio con la regola 
di Ruffini, si ottiene il quoziente 2° + (-3 + i)z + 
2(1- i); uguagliando a zero quest’ultimo si ottiene 
un'equazione di secondo grado con le soluzioni 
3-itv2i 
itv2i Ds 
2 

338. Determinare i numeri complessi 2 che verificano 
l’equazione |z — 3î|] = 2|z — 3|. 
(R. Sono i punti della circonferenza di centro (4,—1) 
e raggio 272; la relativa equazione si scrive x? + y? — 
8r+2y+9=0.) 
339. [London University Entrance and School Exa- 
mination Council]. 
i) Assegnati z1 = 3 + 4i, zo = —1+ 2i, disegnare nel 
piano complesso i vettori che rappresentano z1, 22. 
z1 + 22, 22 — z1. Esprimere il numero complesso 


= 20 1-4) 


z1 + 22 

7% — ZI 
nella forma a + ib, con a e b reali. Determinare l’am- 
piezza dell'angolo convesso formato dai due vettori che 
rappresentano (z1 + 22) e (22 — z1). 
ii) Una radice dell’equazione 

2° — 62° +132+k=0 
dove k € R, è il numero complesso (2 + i). Deter- 
minare È e le altre radici dell’equazione. 
(R. i) z1+2z2=2(1+3i), za -z1=-2(2+1), 
(z1+ z2)/(22— z:)= —1-—- i, l'angolo richiesto misura 
t/4. ii) k = 10; dividendo 23 — 62° + 132 + 10 per 
(2 — (2+ i)) si trova il polinomio di secondo grado 
2°2+(-4+i)z+2(2— i) che ammette gli zeri 21 = 2. 
zo = 2- i.) 
340. Tra le radici quarte di —1 ci sono numeri im- 
maginari puri? 
341. Determinare le radici seste di —1, cioè risolvere 
in C l'equazione 25 + 1 = 0. 


ia V3+i | _=v3+i 
È = D A = 2, z sifo 4 

=N3=td V3-=-1i 
23 = sù «e. za==l g5= 5 .) 


342. Quali, tra le radici seste di —1, sono radici cu- 


biche di i? (R zo, za, 24) 


343. Verificare che il numero complesso 
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_BA 
"Bui 
non è una radice n-esima dell’unità anche se |z| = 1. 
[SUGGERIMENTO. Se 2” = 1, deve essere (2 + i)” = 


(2— i)": sviluppando con la formula del binomio ed 
uguagliando i moduli ... .] 


344. Sia z una radice n-esima dell’unità; dimostrare 
che ogni sua potenza 2”, m € N, è ancora tale. 


t. ga 
345. Siaz:i=--+i—_. 
i 3 i 3 
a) Verificare che le radici terze di 1 sono 1, 2, 2? e che 
la loro somma è nulla: 
b) verificare che le radici terze di —1 sono 1, —z, —2?; 


c) verificare che le radici seste dell’unità sono 1, —1, 
o. 2 


eine III 


d) scomporre il binomio 25 — 1 nel prodotto di quattro 
polinomi a coefficienti reali. 


(R.25-1=(2-1)(z+1D(2-z+1)(2°+2z+1).) 


346. Verificare che nel piano complesso le radici del- 
l'equazione 23 — 1 = 0 sono i vertici di un triangolo 
equilatero. 
Verificare che le radici dell'equazione 2% — 16 = 0 sono 
i vertici di un quadrato. 
(R. L’ultima equazione ammette come soluzioni 2, —2, 
2i, -—2i.) 
347. Siano m ed n due numeri naturali primi tra loro. 
Dimostrare che le equazioni 
a" -1=0,x"° -1=0 

hanno una sola radice in comune. 
[SUGGERIMENTO. Le radici in questione si scrivono, 
rispettivamente, 

2km. . <»_ 2kr 2han. .. 2hr 
Zk = Cos — +<sin —,;,Y, = cos— + sin —-; 

m m m m 

zx = yn se k/m= h/n... .] 


348. Verificare che le radici n-sime dell’unità si pos- 
sono scrivere, utilizzando la funzione esponenziale in 
campo complesso (| par. 7.5), nella forma 


2k7 
a=exp(i05), k=0,1,...,n-1 


349. Con gli stessi simboli del precedente esercizio, 
verificare l'uguaglianza zx = (21)®, per ogni indice 
compreso tra 0 e n — 1. 


350. Utilizzando il precedente esercizio, dimostrare 
che la somma delle radici n-sime di 1 è uguale a 0. 
351. Dimostrare che se 2 # le 2" = 1,n € N°, allora 
1+2+22+...+2"=0. 

[SUGGERIMENTO. Scomporre 2" — 1 nel prodotto di 


(2 — 1) per...; applicare la legge di annullamento del 
prodotto.) 


352. [Joint Matriculation Board]. Sia 
z=ex (È) 
= p 7 — 


Esprimere le radici dell'equazione x° — 1 = 0 come 
potenze di 2. 


a) Calcolare 2 + Papa 
b) Siap= z(1+2+23)eq= 23(1+2?+28); verificare 
che p e q sono radici dell'equazione r° +7 +2 = 0. 
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c) Utilizzare i risultati precedenti per determinare il 
valore di 


Cita pnl sa E 4 
T Td TÀ 7 A 


[SUGGERIMENTO. Esprimere le radici in forma espo- 
nenziale; per a) si può utilizzare il risultato del prece- 
dente esercizio. Per c) si esprimano le soluzioni del- 
l'equazione 2° + x + 2 = 0 in forma algebrica e si 
utilizzi il precedente punto b).] 


(R.a) 1; c) -1/2,v7/2) 
353. Risolvere in C l'equazione 2° +22 —1-—i=0. 
(R. 21=V2/2-1+iv2/2; 
zz =—vV2/2-1-iv2/2) 
354. Stesso problema per le equazioni: 
a) 22°-22z+5=0; b)z?+2z-2=0; c)2z2-2-2=0. 


T 


cos 


355. Determinare le soluzioni dell'equazione 2° — 
22*4+2= 0 ed esprimerle in forma polare. Costruire 
nel piano complesso il poligono i cui vertici rappresen- 
tano le soluzioni trovate. 

(SUGGERIMENTO. Si utilizzi la sostituzione w = 24: 
si trovaw=1+%.) 


(R. Si hanno le soluzioni 


T/4+2kr 


Y2|cos 44242 3 isin gk=0; 1523) 


356. Scomporre il polinomio x? + y?, x e y € R, nel 
prodotto di due fattori di primo grado a coefficienti 
complessi. 

357. Se z := a + ib, w:= c+ id, sappiamo che 
Re(zw)=ac — bd, Im(2w)=ad + bc: 

dunque il calcolo del prodotto z2w richiede due ad- 


dizioni e quattro moltiplicazioni tra numeri reali. Si 
verifichi, però, che si ha anche 


Problemi ed esercizi per il Capitolo 3 
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Limiti di successioni 


Calcolare i limiti delle seguenti successioni: 


4 In+4 
da 1 —- 
ecco Bi +1 
. im Dt 
n-++00 n 
2 
n°-1 
3: li ——. 
osi 
i 
4. Ta n 6n+1 


n-++0c In_- 4 
2 n 
n —bn—-1 
5. li —,. 
una 6n3 — 6n+1 


» 5 
6. lim ( ici ) 
nto \ trn+1 


Re(zw)=(a + b)(c— d) + ad — bc, 
Im(zw)=ad + bc: 


tenuto conto che i prodotti ad e bc compaiono tanto 
nell'espressione di Re(zw) quanto in quella di Im(zw), 
le formule precedenti richiedono cinque addizioni e tre 
moltiplicazioni. Se ta è il tempo richiesto da un certo 
elaboratore per eseguire l’addizione tra due numeri 
reali, e tm è il tempo richiesto per eseguire una molti- 
plicazione (in generale si ha tm > ta), sotto quale con- 
dizione le seconde formule sono più vantaggiose delle 
prime? (R.. Sta < bas) 


358. Posto per brevità c := cost, s := sint, la formula 
di De Moivre si scrive 
cosnt +isinnt = (c+ is)". 


Supposto n > 2, sviluppando il secondo membro con 
la formula del binomio ed eguagliando le parti re- 
ali a primo e secondo membro, si ottenga l'identità 


cosnt = >. 


n k_m—-2k 2k 
(3) ire 8a 
O<k<n/2 


Tenendo presente che 5? = 1— c?, si deduca che cos nt 
può essere scritto come polinomio in c = cost: tale 
polinomio è pari (cioè contiene soltanto potenze pari 
di c) se n è pari, dispari se n è dispari. 


359. In base al precedente esercizio, calcolare cos 2t, 
cos 3t, cos 4t in funzione di cost. 


360. Con gli stessi simboli dell’esercizio 358, ver- 
ificare, uguagliando le parti immaginarie dell’ugua- 
glianza considerata nell'esercizio stesso, che sin nt può 
essere rappresentato sotto forma di polinomio nella 
variabile s := sint soltanto per n dispari. Si ottenga 
l'identità sin 3t = 3sint — 4sin5 t. 


361. Dedurre dal precedente esercizio che la cono- 
scenza di sint consente il calcolo di sin 3t, ma non con- 
sente il calcolo di sin 2t; è possibile calcolare soltanto 
il valore assoluto di sin 2t. 


8. lim 


n-+-+0c 


3n°+3n n-3n? 
n?—-1 


2n-3 
n_-1 n+1 


n 

9. I 1 
gia os( + a) 
10. limn-+-(Vn?+1-vn?+n-1) 
11. limn--+-c[(In(n? +1) — In(n8 + 1)] 
12. limn-+00[(lIn(n8 + n?) — In(n4+n+1)] 
13. Verificare che la successione 

10n — 7 
TR e 


ammette 13/4 come massimo, 0 come estremo infe- 
riore c come limite per n —- +00. 


i zl 
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14. Verificare che la successione (an) definita ricorsi- 
vamente ponendo 


ao := 1, Qn41 = Van +2; 

è monotona crescente e converge al limite 2. 

15. Con gli stessi simboli del precedente esercizio, 
verificare che se il valore di ao è < 2 la successione (an) 
è monotona crescente, se ao > 2 la stessa successione è 


monotona decrescente, ed infine è costante se ao = 2. 
In ogni caso il limite vale 2. 


16. Si consideri la successione an,n > 1, definita 
ponendo 


ln1+1ln2+...+lnn 


ni 


n 

Si verifichi che, per ogni n, si ha 
ln2 

A2n — An > " 


Se ne deduca la divergenza della successione assegnata. 
Che cosa si può dire della successione (7 prob. 3.7-14) 
Vnl? 

[SUGGERIMENTO. Prendendo i logaritmi ... .] 


17. Consideriamo la successione definita in modo ri- 
corsivo ponendo 


1 
ao = a} = i, An+1 = g (Gna +an-1), n = nh 


Verificare che si tratta di una successione monotona 
descrescente: se ne calcoli il limite. 


[SUGGERIMENTO. Si proceda per induzione: ar < 
< a;: se, per un assegnato n > l,@n+1 < Q@n, allora 


18. Consideriamo la successione definita in modo ri- 
corsivo ponendo 
dp:i= Gg = G0 = 1, 

Dei 
Qn+1 = 3(Gn + 0n-1+0n-2), n>2. 
Verificare che si tratta di una successione monotona 
crescente: an < an+1. Se ne deduca che si tratta di 
una successione positivamente divergente ragionando 
per assurdo. (Se la successione tendesse ad un limite 
L, sarebbe necessariamente L > 1; ma dalla relazione 
ricorsiva segue ....) 


19. Si consideri la successione definita da 
das = 30 P4, n>0. 


Si verifichi che si tratta di una successione monotona 
crescente: se ne determini il limite. 


(010) = 


0. Si consideri la successione definita da 
ao := 0, An+1 = V2an + 35, n>O0. 


Si verifichi che si tratta di una successione monotona 
crescente: se ne determini il limite. 


[SUGGERIMENTO. Si dimostri che la differenza an+1— 
an ha lo stesso segno della differenza 


An — Guai] 


21. Si consideri la successione definita ponendo 
a 

ao = 1, dati = a (an + 1°, n>O0. 

Si verifichi che 


1 
An+17- An 3 5 (an i“ An-1)(Gn +an-1+ 2h 


Se ne deduca che la successione in esame è crescente. 
Si concluda che si tratta di una successione positiva- 


mente divergente ragionando per assurdo. (Si con- 
fronti con l’esercizio 18.) Si ottenga lo stesso risultato 
osservando che an+1 > an + 1/2. 
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22. Un segmento di lunghezza L viene diviso in n > 
2 parti, su ciascuna delle quali, tranne l’ultima, si 


costruisce una semicirconferenza. Si ottiene una curva 
costituita da n—1 semicirconferenze e da un segmento. 


Si chiede di calcolare il limite della lunghezza di tale 
curva per n — +00. (R. Lr/2) 


(NN N_ 


e 122—=2=M>MLoLro”-__ 


L 


23. E assegnato un segmento di estremi A e B e di 
lunghezza L. Sia C| il punto medio di AB, C5 il punto 
medio di AC;, C3 il punto medio di C9C1, C4 il punto 
medio di C3C3, .... Qual è la posizione limite di Cn 
per n + +00. 


(R. La lunghezza di AC, tende a L/3.) 
24. Determinare il dominio della funzione 
f(a):=Inx+ wi 


Dimostrare che la successione (an) definita ponendo 
an := f(e")—n, n € N, è una progressione geomet- 
rica. Determinarne la ragione e il limite per n + +00. 
Calcolare poi 

Sn =Q00+a1+...+ Gn, 


ed utilizzare il risultato per calcolare 


F(1) + f(e) + f(e?)+...+ f(e”). 
(R. Il dominio è l’insieme dei numeri > 0. La ragione 
della progressione è 1/e ed il relativo limite 0. Si trova 
poi 

e et! 1 


2 en(e — i) 


Sn 


25. Sia (kn) una successione di numeri reali, positiva- 
mente divergente, con kn > 1 per ogni n. Dimostrare 
che l’equazione 


2(2kn +1) cos°x +3cosr+1—kn=0 


ammette una soluzione x nell’intervallo [m/3,7/2] 
per qualunque kn. Dimostrare che la successione (cn) 
è convergente e determinarne il limite. 


(R. L’equazione ammette la soluzione cosa = —1/2 4 
x = 27/3, e la soluzione 


Il limite vale 7/3.) 


Limiti di funzioni e continuità in un punto 


Calcolare i seguenti limiti: 


26. lim — — (R. 1/4) 
cas Tg — E — è 
ST. lim EC (R.1) 


r-+s r + sin 
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2 ; 
28. lim + (R. +00) 57. limz-+o0(Vr*+1- 2) (R. +00) 
r-+00 X + SINT COST he a)? 
Spa 58. lim (R. 0) 
29. lim ASTA (R. 5/3) ca x2 — a? 
al r° — 3x° +2 #1 
59. lim (R. 2/3) 
30. lim (tan 2a — nl ) (R. 0) a-120? -x-1 
Va DA #0. ty EU (R. 0) 
._ V4r+ 922 * si a — e +8 i 
T-++00 e = 
È i N a = (R. 3/2) 
i; 3x°% — 5r cost +7sinx c-12°—1 
32. lim —=-===—_— (R. 1/2) 
r-++00 6x2 +5 sine x -1 
2 $ 62. lim (@-1)? (R. +00) 
si, i (R. 1) i 
r-++00 T° — COST x? A (R ) 
63. lm . —00 
2 DE cos -- T/4 (R. 2V2) prete fa I° 
alla 64. limz_+0(r + va? —=4) (R. +00) 
— j 3 
98, im PETE (R.3/0) 65: limeolet+val=9 (R. 0) 


ci cosìr 


36. limz-.+o[arctan(1 — x?) + arctan(1+ x°)] (R. 0) 


37. limz-.+c0 arctan? x (R. 72/4) 
38. lims-+00(1/x — sine) (R. non esiste) 
39. limz-+c0(7 — sine) (R. +00) 
40. lim:-+c0(r — 2arctan x) (R. +00) 
41. limz--+s0(T — 2arctan 2) (R. 0) 
= 
42. lim { arccos a + arccos FINTE 
TA+0 v2 
(R. 37/4) 
= 
43. lim | arccost +arccos pira Slta 
c--1t v2 
(R. 77/4) 
44. lim;-+co arcsin i (R. 0) 
45. lime-+00 arccos È (R. 7/2) 


45, dm PES? (R. 1/(2+ v2)) 


r-2 1-4 
47. lim va v2 (R. V2/4) 
r-+2 Tt_-2 
75 
sa i (R. 1/3) 
c>l x-1 
y 2 
49. lim s(1 _ 3 (R. -2) 
xr_-0 LT 
50. lim n si (R. 1/6) 
51. lim:-+o0(Vr2+2r— 2) (R. 1) 
52. limz-+c00(Vr? +3x — x) (R. 3/2) 
53. limz-+o0(Vr?2+3- 2) (R. 0) 
54. lim:-+oo(Va2+1- ve? — 1) (R. 0) 
55. limr-+o(Ve-1-vr+2) (R. 0) 
56. lim:_+o(Ve?+2r+2- 2) (R. 1) 


Determinare per quali valori del parametro reale n 
valgono le seguenti relazioni di limite: 


x? -— 25r-1 


66. limo —— —=1 (R.n=2) 
67. lim a (R.n=4) 
” et nc +2) ò 
68. limz_.+00 a sf (R.n= 1/2) 
3/ 2 
GI limita ELL =. (R. n= 2/3) 
” 1- costr 1 
70. lim:-0 an _ DI (R. na 2) 
° tanx — sing 1 
71. lim:-o ——— =" = (Ri. ni=3) 
HAL 2 
72. Dimostrare che la funzione 
ra=f È. perx>0 
cosa, pert<0 


è continua nell’origine. 


73. Determinare per quale valore del parametro reale 
a la funzione 


a 
= 0O<e<2 
f(@) = < 20-—5" sana 
x, per 2<xr<3 
è continua nel punto x = 2. 


74. È possibile prolungare per x = —1 la funzione 


f(0) = ep(H o) 


in modo da ottenere una funzione continua? 


75. Stesso problema del precedente esercizio per la 
funzione f(x) := arctan 1/x, nel punto x = 0. 

76. Studiare la funzione f(x) := x — [x], dove [x] 
denota la parte intera di x (cfr. esempio 3.4-2); trac- 
ciarne il grafico ed esaminare il problema dei punti di 
discontinuità. 


77. Stesso problema del precedente esercizio relativa- 
mente alla funzione f(x) := x[q]. 
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78. Stesso problema del precedente esercizio per la 
funzione f(x) := [sine], parte intera di sine. 


79. Stesso problema del precedente esercizio per 
f(x) := sgn(sinx). segno di sin x. 


80. Per quale valore di & la funzione 


mel perx>0 
ME 1 perr<0 
è continua nel punto x = 0? (R.1) 


81. Esiste un valore di m per cui la funzione 


2x +2, 
ne { mr+1, perr<0 


perr>0 


è continua nel punto x = 0? (R. No) 

82. Per quale valore di £ la funzione 

Rat per -1<x<0 
x+kx+k, perrx>0 

è continua nel punto x = 0? (R. 1) 

83. Sia f(2):= +35 -4 DE- 3, a#l 


è possibile prolungare f nel punto x = 1 in modo da 
ottenere una funzione continua? 


84. Sia 

1- cosa 
f(©) = n # #0; 
è possibile prolungare f nel punto x = 0 in modo da 
ottenere una funzione continua? 
[SUGGERIMENTO. Si tenga presente il “limite note- 
vole” studiato nell’esempio 3.6-3.) 


85. Determinare le costanti A e B in modo che la 
funzione 


—2sinz, per x < —x/2 
fe) = fase per —7/2<x<7n/2, 
COST, x> n/2 


sia ovunque continua. 
86. Sia f la funzione 


|el. pere <0 
n= {2 per0<rT<2 


e, r>2; 


tracciarne il grafico ed esaminare il problema dei punti 
di discontinuità. 
87. Sia f la funzione 


le], perg <0, 
f(7) = 


% per0<xr<l, 

x, x> Ie 

tracciarne il grafico ed esaminare il problema dei punti 
di discontinuità. mallskip 


88. Sia f la funzione 


Vl1+x?, perr<0, 


f(x) :=< V1+x, per0<x<1, 
VI +22; > 


tracciarne il grafico ed esaminare il problema dei punti 
di discontinuità. 
89. Sia f la funzione 
0. per x < 00. 
di per 0<x<1, 
-x° +4x-—2, per1<x<3, 
4-%, per x > 3; 


f(x) := 
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tracciarne il grafico ed esaminare il problema dei punti 
di discontinuità. 


90. Sia f la funzione 


1=%; perr<1 
TISERSE perl<x<2; 
-—dr -2, per 2 < x; 


tracciarne il grafico ed esaminare il problema dei punti 
di discontinuità. 


91. Dati i punti 
A=(2.6)0=(0,0)eB=(6k—-2,4kK— 6), 


k reale, determinare il limite del rapporto tra l’ordinata 


e l’ascissa del centro del cerchio circoscritto al trian- 
golo AOB, quando È tende a zero. (R. 1) 


92. Dati i punti A = (0,2k), B= (-k,0)eC = 
(4k,—(5/2)k), D = (4k,0), con £ > 0, verificare che il 
quadrilatero ABC'D è un trapezio rettangolo. Costru- 
ire il trapezio A'B'C'D' simmetrico al precedente ri- 
spetto all’asse y e determinare il valore di £ per il quale 
l’area del quadrilatero intersezione dei due trapezi vale 
1. Per tale quadrilatero calcolare il limite del rapporto 
tra la diagonale maggiore e quella minore quando k 
tende a zero. (R. k = 1: il limite è 5/4.) 


Limiti riconducibili a casi notevoli 


Calcolare i seguenti limiti riconducendoli al limite note- 
vole (cfr. esempio 3.6-3): 


. sing 
lim —. 
x—-0 
sinf x 
93. lim —— (k>1) (R. 0) 
x—-0 TC 
di, in 40 (R. k) 
x—-0 T 
© k 
95. lim COSTI (k>1) (R. 0) 
96. lim 2° (k>1) (R. +00) 
c--0t T 
ik 
97. lim E ® (nk>0,h4k) 


x—0+ sin" x 
(R. 0, se & > h, +00 se k < h) 
sin È 


98. lim 
r—0+ SIna 


(A.k > 0,h # k) 


(R. 0, se & > h, +00 se k < h) 
Vr + sine 


99. li R. 1/2 
0 278 Vania. 
sinx 
100. 1 R.0 
. Vr+sino 

101. ] R. i 
Bi vr ( ) 

102. lim can he (kK£ 0) (R. k) 
+ 20+3sine AR 

ni > 3r + 4sine (E art) 
iua. tim IE (R.1) 


cn db 


124. lim 


125. lim 


126. lim 


x 


a e z 
lim = lim È 
c-0 T t+-1 Int 


ma scrivendo x al posto di t — 1. l’ultimo limite si 
»scrive ancora 


imita 
x-0 In(1+2) 


148. Dedurre dal precedente esercizio che per ogni a, 
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sin e! gol 
105. li Ra 1 i Z 
lin a (R. 1) 127. n (È a” (R. 1/e?) 
tan ha 3r 
106. lim h,k>0,h#k R. h/k 1 
r—0 tanke ( DA Ik) 128. lim (22 ) (R. eve) 
107. lim a (R. —1/4) 3 
r_- i a a 
108. lim:-orcotr (R. 1) nia mA (1 Li 3 cisl 
li sin? 5 È ba 
109. SR a (R. 1/4) 130. lim (1 + 3 (R. e°°) 
110. limr--o(lnsin3x — ln3x) (R. 0) P 
111. limz-o(lnsin3r — In 27) (R. ln(3/2)) 131. lim(1 +90) (R. e) 
Abbiamo verificato, nell’esempio 3.8-4, che 132. lim(1+ x)? (R. ed) 
PA x xc_-0 
lim (141) = lim (141) = €. È > 
sali > ica » 133. lim (1 E 3) (R. ve) 
In base a ciò calcolare i limiti di seguito indicati. aa 
px? 134. lim(1 — 2)? (R. 1/e) 
112. lim (1 + x) (R. e) ; 
too 27 135. lim(1—x) = (R. e) 
n c_- 
113. lim (1 + 4) (R. e) 136. lim(1+3x)? (R. e5) 
c-+t00 TX c_-0 
1 x-2 x -i 
i 137. lim(1-= R. e? 
114. (1 sha) (R. e) tm ( s) (R. e?) 
i z 
) g\E 
115. LA (1 + ae i) (R. e) 138. tim ( te 3 (R. ve) 
1 xz+1 Li 
116. lin (1 + 1) (R. e) 139. tim (1 + c) (R. eve) 
r+3 
117. lim (1+1 (R. e) dx 
* goo0 x 140. lim (i + L) (R. eÉ) 
si x—-0 3 
118. lim (i + 1) (R. e5) 141. limso(1 + sin)? (R. e) 
| men 142. lim;-.0(1+ tan? acer? di (R. e) 
Tata dn (i 3 T- i) (R. e?) 143. limr-o(1+4tana)?®. (R. ef) 
9\7 144. limr-o(1 + cos x)?59"® (R. e?) 
120. lim |[1+- (R. e?) In(1 7 
Lam ( 2) 145. lim mi + se) (R. 3) 
10 
121. lim (14 È) (R. Ye) © 146. tim EU+9) (R. loge) 
r-+toc T x—-0 L 
1 2/3 147. Nell'esempio 3.8-6 abbiamo calcolato il limite 
122. lim (1 + 1) (R. e) notevole 
ssi . ln(1+x) 
1\7 lim —_= 1 
123. lim (i - +) (R. 1/v€) i 
r_-+£00 2x Ponendo e” = t 4 x = Int se ne deduca che 


con0c<a-#1si ha 
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lim © = Ina. 168. lim V2-VI+ cost 
c—-0 r_-0 sin? x 
Calcolare i limiti seguenti, tenendo presenti i risultati == — 
degli esercizi 147 e 148, oltre ai limiti notevoli già r--—169. lim V1+tSnT-vI- sine 
cordati in precedenza. r_-0 tano 
._ In(1+%2) _ x-1+yVx-1 
149. lim —_ 170. l 
Ù bat; 2a Pes; Vxr-1 
180: lira +80) 
40 x Proprietà delle funzioni continue su un inter- 
P vallo 
15, di = 
EOS 171. Sia f(x) := 5r—2; determinare l’immagine f(A), 
2°] dove 
152, lim — a) A=[-3,51; 
b) A= [2,+00[. 
. In(1—-3x 
153. lim ci Sq 172. Sia f(x) := x?: determinare l’immagine f(A). 
dove 
2 a) A=]—-1,2|; 
ind. ti SPS) 3; I 
c-0 sin’ b) A=]-3,-1]U [2,3[. 
sine 173. Sia f(x) := v©: determinare l’immagine f(A), 
PERE: 1 
155. lim dove 
+ pa 
a) A= [1,4]; 
156. lim - —1 b) A= [0.+o0c[. 
STRO 174. Sia f(x) := [x] (parte intera di x: si tenga pre- 
&-i sente che f è discontinua nei punti appartenenti a Z. 
157. lim = Determinare l’immagine f(A), dove 


® 
158. lim (3) 
T++00 xr+1 
x 
159. lim (E) 
x-+ce\x-1 
160. lim 
2a -—-3\° 
161. li 
9 2%. ( x? + 2 ) 
2 x 
x r°+2 
via n (2343) 


163. lime+00(14 26)1/2° 


3 — 
104, im re 
r_-0 pi 


(Suggerimento. Si ponga Y1+x = t: il denomina- 
tore si scrivegt=x+1—-1=#°-1....) 


ca. 3 
ta iS 


r-0 xsin2r 


a 1+sinrx — cosr 
166. lm —_______—-z 
xe-01—sinx — cosT 


= 2 
r-0 tan° x — sin° 7 


a) A=]- 1,2[; 
b) A=]2,3[: c) A=[0.+oc[. 


175. Sia f(x) := sinx: determinare l’immagine f(A), 
dove 


a) A=R: b) A= [0,27]; 
c) A=[-27,27[; d) A=]0,7/2[; 
e) A= [0,7]: f) A=]0.7[. 
176. Sia 

1 
f)= 1 
determinare l’immagine f(A), dove 
a) A=]0,1[: b) A=]2,+00[. 


177. Verificare che il polinomio p(x) := 2° — 3r — 1 
ammette almeno uno zero compreso tra 0 e 2. 


178. Siay = f(x) una funzione continua sull’intervallo 
chiuso e limitato [r1, 72] che gode delle seguenti pro- 
prietà: 

f(x1) <L1; f(x2) > T2. 


Si dimostri che esiste almeno un punto x* interno 
all'intervallo assegnato, tale che x* — f(x*) = 0. 


179. Si verifichi che la funzione 
_ 1.3 189 243 
chest cda ‘aglio È 


gode delle proprietà descritte nell’esercizio precedente, 
relativamente all’intervallo [0, 7] e si determinino i suoi 
punti x°. 


(R. Per la funzione g(x) := x — f(x) si ha g(x1) < 
0. g(x2) > 0. Per la funzione data si ha x* = 6.) 
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Problemi ed esercizi per il Capitolo 4 


DERIVATE 


La derivata come limite del rapporto 
incrementale 


Per ciascuna delle seguenti funzioni polinomiali di se- 
condo grado calcolare il rapporto incrementale 


p(x) — p(co) 
LC_- o 


nel punto xo specificato, ed esprimerlo come funzione 
polinomiale in x, di grado < 1. Calcolare infine la 
derivata in xo, come limite del rapporto incrementale. 


1. p(a)=x?+xr+1, bo= 1 
2. p(x)=x°+x+1, czo=-1l 
3. p(x)=3x° — 2xr+3, %o0=2 
4. p(x)=3x° — 2c+3, x0=0 
5. p(a)=-—2x°+5x—1,x0=2 
6. p(xr)=x° -3rx+2, x0=2 
7. p(a)=x°-—3rx+2, xo=1 
8. p(x)=x? — 2a, Zo=1 
9. p(r)=x° — r+5, xo=-1l 


10. p(xr)=x° - r+5, xo=1 


Per ciascuna delle seguenti funzioni polinomiali di se- 
condo grado determinare il punto xo in cui la derivata 
prima assume il valore m specificato. 

11 p(a)=x°+x+1, m=l1 

12. p(a)=x°+c+1, 
13. p(x) = 3x° — 2r +3, m=2 
14. p(x)=3x° — 2r +3, m=0 
15. p(xr)=-2x° +5xr-1m=-2 


mz=t_-1l 


16. p(a)=x° —- 3r+2, m=3 
17. p(xr)=x° -3r+2, m=-1 
18. p(x)= x? — 2x, m=0 
19. p(xr)=x° -xr+5, m=-2 
20. p(x)=x? -x+5, m=0 


Per ciascuna delle seguenti funzioni polinomiali di terzo 
grado si calcoli il rapporto incrementale 
p(x) — p(wo) 
T_- Lo 
nel punto xo specificato e lo si esprima come funzione 


polinomiale in x, di grado < 2. Si calcoli infine la 
derivata in ro come limite del rapporto incrementale. 


[SUGGERIMENTO. Si riveda la regola di Ruffini.) 


21. p(r)=x8+x?+x+ko=1. 
22. p(xr)=-x°+x?+r4k4=-1 
23. p(x) = r3 + 3x2 — 2r #3= 2. 


24. p(r)=x° +3r° — 2r+3=0. 

25. p(x)=x° — 2x° +5r #d=2. 

26. p(x)=2x° +x° —- 3r+2=2. 

27. p(x)=2x° +x° -3r+@= 1 

28. p(xr)=-x°-—x°—2xrx0=1. 

29. p(x)=x°+x°-x+%0=-1 

30. p(a)=x° — € —-r+Z0o=1. 

Per ciascuna delle seguenti funzioni polinomiali di terzo 
grado, si discuta, al variare del parametro reale m, 
l'equazione p'(x) = m. Si verifichi che esiste un val- 


ore mo in corrispondenza del quale l’equazione posta 
ammette un’unica soluzione, mentre (se il coefficiente 


di x3 è maggiore di 0), per ogni m > mo si hanno due 
soluzioni reali distinte, per ogni m < mo non si ha 
alcuna soluzione reale. L’opposto accade se il coeffi- 
ciente di x3 è < 0. 

31. p(a)=x+r°+r+1 

32. p(xr)=-x*+r°+x+1 

33. p(x)=x° +3rx° — 2r+3 

34. p(x) = x — 3r° — 2r+3 

35. p(e)=x° — 2x°+55-1 

36. p(x) = 2x° +x° — 3r+2 

37. p(x) = 2x° — x? — 3r£+2 

38. p(a)=-x° —x° — 2x 

39. p(ar)=x°+x? -—r+5 

40. p(a)=x° — x — x+5 


41. Verificare che il rapporto incrementale di una fun- 
zione r + p(x) polinomiale di grado n, relativo ad un 
qualsivoglia punto xo, può essere scritto come funzione 
polinomiale di grado < n — 1 nella variabile x. 


Calcolare le derivate delle seguenti funzioni diretta- 
mente in base alla definizione, vale a dire come limiti 
dei rispettivi rapporti incrementali. 


12. ie i, PRES, 
4.) DI #0 

da. i@=. sd 
45. f(x) = &-1 
18. fi) = cs 
arto TI, prdaa 


482 


Esercizi e problemi 


48. f(e);= TTI #0 
49. fa= E=tti x#0 
50. f(x):=(x°+x+#1)° 
51. f(a):=(x° -xr+1)? 
52. f()i= ve, c>0 
53. f(x) =% a>0 
54. f(x) :=Vr+1, x>-1 
55. f(2):=vr?+1 
56. f(x):=v2x+1, x>-1/2 
57. f(a):=v3x-1, x>1/3 

1 
58. f(x) := "PE c>-1 
59. f(x) = c>0 

2x 
60. f(x):= Y©, x>0 


Derivate delle funzioni composte 


Calcolare le derivate 


delle seguenti funzioni (si sug- 


gerisce di determinare anche l’insieme naturale di defi- 


nizione): 
1 
61. y= v2a (RE) 
2x 
62. y= Va? +1 (=) 
va? +1 
2x+1 
63. y=Vr?+xr+1 ( En) 
si 2Vx? +x+1 
% l-a? 
64. y= 
di +1 (8 ‘Ive + Te) 
T =1 
65. y= ( ) 
di =] 2Ve(a — 1)8/2 
THt1 ( —1 ) 
66. y= ifle——__=e 
Ùi z-1 Va+I(x— 1)8/2 
pe È x VE 
ina x-1 (8. x-1 eona) 
c-1 1 
08. V= floii 
La c+1 Va —1(x +1)3/2 
VENETO 1 ( ___ 20+1 
*# deren 22 +xr+1)3/2 
x 
70.y= ——_____—- 
si Vaz+x+1 
(R 1 2x° + ) 
Verri 22+5+ I? 
TI.y=ln(2z) (R. 1/2) 
1 
72.y=ln3 (R. -2/x) 
E 


103. 
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73. y=]n(sina) (R. cot x) 
a 
TA. y=1 b (RR) 
y=In(ax + bd) — n 
1 
75. y=lnva-1 (£7=>) 
76.y=]lntanx (R—__) 
sin x cos € 
77.y=]n(sece + tane) (R. sec x) 
78. y=]lnsin° x (R. 2cot x) 
79. y=xlnx-x (R. Inx) 
80. y= E (RIP) 
Di, di 
les =2 
Sla polismo (Ri) 
82. y= cosrIn(sinx) (R.cosrcote — sineln(sina)) 
83. y= e37 (R.3e87) 
84. y= exp(—x?) (R.-— 2xrexp(—z°)) 
85. y= eSinT (R.cosre8?) 
86. y= e (Re) 
87. y= e31 (R.ae?"+?) 
88. y= 27 (R.2° In2) 
89. y=3°° (R.In32737°) 
90. y= e” cosr (R.e”(cosa — sin x)) 
91. y= rexp(—x°) (R.(1- 2x°)exp(-x?)) 
e de? 
9 Ue (Rata) 
93. y=e"Inr (R.e*(lne +1/2)) 
94. y= sin(2x +1) (R.2cos(2r + 1)) 
95. y= sin(r° +r+1) (R.(2x+1)cos(r +r+1)) 
ced E-1 2 
ve. g=si (za) (Ro) 
x 
or. y= cos (7771) 
: % 1=g? 
(R-sin lm ++ 1) (e? +r+ n 
98. y= cos(2r + 1) (R.-2sin(2x+1)) 
99. y= sin(2x + 1) cos(3x + 2) 
(R. 2cos(2r +1) cos(3x +2)—3sin(2rx+1)sin(3r+2)) 
1 
101. y= tan(2x) (R cul =) 
102. y= tan(2x +1) (R Ciali FI) 


104. 


“= 3) 
oe 1 
sin x exp(—x?) 
(R. exp( 


= R. 
È an ( ( ENTE Eni i) 


-x°)(cosx — 2xr sin z)) 
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—2 arccos x 
105. y = (arccos x)? (REESSI) 
y=( ) vi=s? 
—2r 
106. y = arccos x? (==) 
y VI- 24 
2 arcsina 
107. y= (arcsina)? (RESI) 
y= ( ) dip 
2a 
108. y = arcsin x? (==) 
si V1I- 24 
109. y = arccos 3 (RE) 
x a2Vr? —1 
si —|z| 
110. y= arcsin — (RE) 
di x r?Vr? — 1 
111. y= arctan(1— x?) +arctan(1+?) (R _Ba° ) 
dati ‘2844 
1 -1 
112. y= arctan 3 (R mi =) 
113 = arctan . (R sa] 
si cr+1 ‘2+2r+22 
x 1 
114. y= t Riz 05) 
v aa 73 ( 1+4+2r + 2x2 
1 —-2 
115. y= tan — ‘4 
5. y= arctan a (R =) 


116. Verificare che se y = e?”, allora y” —3y'+2y = 0. 

117. Verificare che esiste un valore di A # 2 tale che 

per y = xe” si ha y” — 3yY' + 2y= 0. 

118. È assegnata la funzione y = e”°*, m reale. De- 

terminare m in modo che sia y” — 3y' — 4y= 0. 
(R.m=4,m=-1) 


119. Si consideri la funzione y = 2e 4° — e”. Deter- 
minare per quale valore di £ è verificata la relazione 


y! + 2y' — 8y = ke8®. (R.k=-7) 
120. Sia 

_ fsinz, pera <0 
fel (a, per x > 0. 


Studiare la continuità di f e della sua derivata prima 
nell’origine. Tracciare il grafico di f e di f/. 


is1. È assegnata la funzione 


2+4x—3x?, perx<1 
fl@a)= i 4 


; 2a 
FI per x > 1, 


a,b € R. Determinare per quali valori dei parametri 
a e b la funzione è continua e derivabile per x = 1. In 
tal caso tracciare il grafico di f. (R.a=0,b=9) 


122. Verificare che la funzione y = re” soddisfa 
l'equazione ry' = (1— x)y, dove y' è la derivata prima 
della funzione. 


123. Verificare che la funzione y = x exp(—x?) sod- 
disfa l’equazione xy’ = (1— x°)y. 
124. Verificare che la funzione 
= x +2x+2 
di a 
soddisfa l'equazione 1+ (y')? = 2yy”. 


125. Dopo aver tracciato il grafico della funzione 


1-2, perx<0 
faje en perrz>0 


tracciare il grafico della funzione derivata prima. 


126. Un corpo si muove lungo una linea retta. Dopo 
t secondi ha percorso uno spazio di s metri, dove s = 


t*-—4t° +4t. Determinare in quali posizioni il corpo è in 
quiete e il valore dell’accelerazione in tali condizioni. 
(R. 0 m, 32/27 m; accelerazioni corrispondenti: 
—4ms7?, 4ms?) 


127. Un corpo si muove lungo una linea retta. Lo 
spazio percorso al tempo t, a partire dall’origine del 
moto, è dato da s = sinkt, dove k£ è una costante 
reale. Calcolare la velocità al tempo t. Mostrare che 
l'accelerazione è proporzionale a s. 


(R.v= kcoskt, 


128. Un corpo si muove lungo una retta secondo la 


legge s = t* — 9t°? + 24t. Determinare in quali posizioni 
è nulla la velocità e in quali è nulla l'accelerazione. 


(R. 20 m, 16 m, 18 m) 


a=—k? sinkt.) 


Si chiamano punti critici (o stazionari) di una asse- 
gnata funzione i punti del suo dominio in cui si annulla 
la derivata prima (7 pag. 252). Ricordiamo che i punti 
estremanti (= punti di massimo o minimo relativo) 
vanno ricercati tra : 

- i punti in cui la funzione non è derivabile; 

- i punti stazionari interni al dominio; 

- i punti del dominio che non sono interni al dominio 
stesso (ad esempio gli estremi di un intervallo chiuso). 


129. Dimostrare che i punti x = (1/4 + k)7, con 
k € Z, sono stazionari per la funzione y = e” sin a. 
Determinare per quali valori di % tali punti sono di 
minimo e di massimo relativo. 

(R.I punti di massimo si ottengono per È pari, quelli 
di minimo per & dispari.) 


130. Determinare i punti stazionari della funzione 
y= (1+%x)?e-?® e i corrispondenti valori della fun- 
zione. (R.a=0;y=2;ex==1l;y='0) 


131. Determinare i punti stazionari della funzione 
y = (Inx)/x e i corrispondenti valori della funzione 
stessa. (Ro.s=a,yi=1e) 


132. [Joint Matriculation Board]. È assegnata la fun- 
zione y = e?” cos4r. Dimostrare che la sua derivata 
prima può essere espressa nella forma ke?” cos(4r+a) 
dove k è un numero reale positivo e a è una costante, 
0<a < 7/2. Determinare il valore di sina e cosa. 
Calcolare inoltre la derivata seconda e dimostrare che 
può essere espressa nella forma he cos(4r + 2a) con 
h reale positivo e a è la stessa costante che compare 
nella derivata prima. 


(R. Si trova y' = 3e?* (cos 4x — 3 sin 47); posto 


4 : DARRE 4 3 

tana Pile Risultati: sina 3° cosa 5° 
y' = 5e8” cos(4x + a), y” = 25e8” cos(4x + 2a).) 
133. [Joint Matriculation Board]. Sia f: RR R 
una funzione continua su Pf, derivabile per x = 0. Si 
consideri la funzione g : R — RR, anch'essa continua 
su Re derivabile per x = 0, definita come segue 


g(x) := { [f(x) +1]3, perx<0 
-f(a)-1, pero >O0. 
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Determinare il valore assunto dalla f e dalla sua deri- 
vata prima per 7 = 0. (R. f(0)=-1, f'(0)= 0) 


134. Sia f : [0,1] — RR una funzione continua e deri- 
vabile sul dominio indicato. Sotto quali condizioni è 
possibile prolungare f in una funzione g definita in A, 
ivi continua, derivabile e periodica di periodo 1? 


(R. f(07) = f(17), fa(0) = fs(1)) 


135. Un conduttore sferico viene scaricato mediante 
un filo metallico. Sapendo che la carica totale della 
sfera è data, in funzione del tempo, da q = 1073e7?*, 
dove q è in coulomb e # in secondi, determinare la 
corrente che attraversa il filo agli istantita = 0eto.=5 
secondi. 


[SUGGERIMENTO. Si ha i(t) = dg/dt.) 


Tangenti 


Per ciascuna delle funzioni di seguito indicate, scri- 
vere l'equazione della tangente al grafico nel punto di 
ascissa x = 1. 


136. f(x) :=2r+4 
137. f(a):= x? 
138. f(x) := x 


139. f(a):=x?+r+1 
140. f(x) = 

IL. fg "i 

142. f(a)= sa 
143. f(x) = =, 


144. f(x) :=2x° — x+3 

145. f(x):=x* —x+10 

146. f(x) := 24 

147. f(x) := ax? + br +c, a, b, c reali 


1 
148. f(a):=a—- > 


149. f(x) :=ar+ 2, a, b reali 


150. f(a):=v7 
151. f(x) :=vV2a 


152. f(x):= veri 
158. fle) = Or -F5 
in. fl + 
155. f(2) = -- 
166, fl) = a 
157. f@= = 


158. f(2):= 
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159. Scrivere l'equazione delle rette tangenti al grafico 
della funzione f(x) := |x| nei punti di ascissa x = 1 e 
r=-1 


160. Scrivere le equazioni delle tangenti alla curva di 
equazione y = xÎ — 4x2 + 1 nei punti di ascissa x = 1 
ex =—1. Tracciare tali tangenti: come sono disposte 
rispetto all’asse delle ordinate? 


161. Con riferimento ai due precedenti esercizi, si 
dimostri che se y = f(x) è una funzione pari, allora le 
tangenti al grafico di f nei punti di ascissa xo e —xo 
sono simmetriche rispetto all’asse delle ordinate. 


162. Scrivere le equazioni delle tangenti alla curva di 
equazioiie y = x° — 4x nei punti di ascissa x = 1 e 
x =-1. Come sono tali tangenti? 

163. Con riferimento al precedente esercizio, si di- 
mostri che se y = f(x) è una funzione dispari, allora 


le tangenti al grafico di f nei punti di ascissa ro e —xo 
sono tra loro parallele. 


164. Trovare i punti in cui le tangenti alla curva 


di equazione y = x + x hanno coefficiente angolare 
uguale a 4. 


165. Esistono punti in cui le tangenti alla curva di 


equazione y = x*+x hanno coefficiente angolare uguale 
a 1/2? 


166. Determinare il valore minimo dei coefficienti an- 
golari delle tangenti alla curva di equazione y = x°+x. 


167. Per quali valori delle costanti a, d e c le curve di 
equazione y = x° + ax +b e y = cr — 1? sono tangenti 
l’una all’altra nel punto (1, 0)? 


168. Per quali valori delle costanti a, bd e c la curva di 
equazione y = ar? +br +c passa per il punto (1, 2) ed 
è tangente alla retta di equazione y = x nell’origine? 


169. Data la curva di equazione y = x3 — x, si scriva 


l'equazione della tangente nel punto di ascissa -1; in 
quale altro punto tale tangente interseca la curva in 
questione? 


170. Determinare i punti della curva di equazione 
y = 2x3—3x?—12r+20 nei quali la tangente è parallela 
all’asse delle ascisse. 

171. Determinare le equazioni delle rette tangenti alla 
parabola di equazione y = x — x? nei punti di ascissa 
1,0, 1/2. (R.y=-x+1,y=%x,y=1/4) 


172. Determinare i punti della curva di equazione 
y = 3x% + 4x3 — 12x? + 20 a tangente orizzontale. 
(R. Sono i punti di ascissar = —2,0x = 1) 


173. Determinare in quale punto della parabola di 
equazione y = x? — 7x + 3 la tangente è parallela alla 
retta di equazione 5r+y—-3=0. (R.P=(1,-3)) 


174. Determinare l’equazione della parabola con asse 
di simmetria parallelo all'asse delle ordinate che ha 
tangente nel punto (1,1) parallela alla retta y = x. 


(R.y=x?-x+1) 


175. Determinare le equazioni delle tangenti alle curve 
y= 1/x e y= x? nel punto di intersezione e la tan- 
gente dell’angolo £ da esse formato. 


(R.y=-r+2,y=2r—l.tang=3) 
176. Data la funzione f(x) = e *, calcolare l’espres- 
sione y = f(0) + xf'(0). Qual è il relativo significato 
geometrico? (R.y=1l=) 
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177. Mostrare che il segmento intercettato dagli assi 
coordinati su una tangente all’iperbole di equazione 
xy = k è diviso a metà dal punto di tangenza. 


178. Data la funzione 


2 
f@a= ESSI, 272, 


determinare le ascisse dei punti del grafico nei quali la 
tangente relativa forma un angolo di 30° con il semi- 
asse positivo delle ascisse. (R..w=2:714) 


179. Date le curve di equazione y = 4— x? e y = 


(4-x°)e-®, determinare gli angoli acuti formati dalle 
tangenti ad esse nei loro punti di intersezione. 


4(e? — 1 
(Ra = arctan TO B = arctanA, 
= arctan Me - 1) — 1) 
in 1662 +1 


180. Data la parabola y = —x? — 2r+2, determinare il 
punto in cui la tangente forma con il semiasse positivo 


delle ascisse l’angolo a = arcesin(3/V3). 
(R.x=-1/2) 


181. Data la curva di equazione y = x3 — 2, deter- 
minare i punti in cui la tangente alla curva stessa è 
perpendicolare alla retta di equazione 2x + y = 4. 


SIDIO) 


182. Data la curva di equazione y = x? — 4x. de- 
terminare le equazioni delle tangenti nei punti in cui 
essa incontra l’asse delle ascisse e le tangenti alla curva 
stessa che sono parallele allo stesso asse. 


a 
dd 


(R.4= —4x,y=8x+16,y=8x —16,y= LI 3, 
16 


183. Data la curva di equazione y = —x + 4x, deter- 
minare le ascisse dei punti aventi tangenti che formano 
con la tangente nell’origine angoli di ampiezza 7/4. 


(R.x=+y/17/3,e = +\/17/15) 


Derivate a sinistra e a destra. 
Derivate successive 


Per ciascuno dei polinomi seguenti calcolare le derivate 
di ordine minore o uguale al grado. 

184. p(x) := 3x3 — 42° +x+1 

185. p(x):=x'—2r2+3 

186. p(x):=x3+r°+r+1 


1 1 
ro + 3° 


187. p(x): + 5r +x+1 


Lg I 
188. p(a):=xr- =r° + 20° 
3 5 


Lardo 
189. iis = 
89. p(x) 3% + ta 


190. Dimostrare che la funzione y = Vsin? x è con- 
tinua ma non derivabile nell’origine. 


191. Studiare i punti di non derivabilità della fun- 
zione f(x) := |x|+|c — 1]. In tali punti esaminare il 
problema delle derivate a sinistra c a destra. 


(R. Si tratta dei punti x = 0 e x = 1; nel primo le 
derivate a sinistra e a destra valgono rispettivamente 
—1 e 0, nel secondo 0 e 1.) 


192. Studiare i punti di non derivabilità della fun- 
zione f(x) := |x? — 4l. (R.ax=2,rx=-2) 
193. Studiare i punti di non derivabilità della fun- 
zione f(x) := |e +x— 2|. (R.axr=1l,x=-2) 
194. Studiare i punti di non derivabilità della fun- 
zione f(x) := exp|x? — 3r + 2|. (Rae Lo=2) 
195. Studiare i punti di non derivabilità della fun- 
zione f(x) := exp|x? — 1|. (R.@=1,a=—1) 


196. Quali sono i punti di non derivabilità della fun- 
zione x — | cos |? 


197. Studiare la continuità e la derivabilità della fun- 
zione i 


x 
0, per x=0. 
nell’origine. 


198. Studiare la continuità e la derivabilità della fun- 
zione 


2 

a a <3 
EIA sa anita 

2x+3, perr>3. 


199. Ricavare la derivata di ordine n della funzione 
f() = In(1+ 2). (R. (-1)"#(n-1)!/(1+2)".) 


200. Dimostrare che la derivata di ordine n della 
funzione f(x) = (ar +b)",n € N,a,b € Rè data da 


nla". 


Massimi e minimi 


201. Dimostrare che la funzione y = re” ha un solo 
punto di massimo. (R.s=1y=1/e) 


202. Dimostrare che se v = p(1+ nr) — gr, con 
p eq parametri positivi, allora v è massimo quando 
r= p/a. 
203. Studiare le due funzioni 
Pf icni St 

vV3 — 2a vV2x — 3 


Dopo averne tracciato i grafici in uno stesso sistema di 
riferimento cartesiano ortogonale, calcolare l’area del 
triangolo OF P, dove 


— O è l’origine del sistema di riferimento; 
— F è il punto di flesso del grafico della a; 
— P è il punto della 8 avente distanza minima dal- 
l’origine. 

(R.F=(-3,-2),P=(2,-1), area = 7/2) 
204. Due punti si muovono di moto rettilineo uni- 
forme su due rette perpendicolari. All’istante iniziale 
uno dei due si trova alla distanza di 20 m dal punto di 
incrocio e si muove verso lo stesso punto alla velocità 
di 2 m/s; il secondo si trova alla distanza di 60 m e 
si muove alla velocità di 4 m/s. Per quale valore di t 


essi si trovano a minima distanza uno dall’altro? 
(R. 14 s) 


205. Sia f(x) (= x" + pr +gq, dove n è un numero 
naturale > 0, p e q due numeri reali non contempo- 
raneamente nulli. Dimostrare che 

- se n è pari, f possiede al più due zeri; 

- se n è dispari, f possiede al più tre zeri. 
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[SUGGERIMENTO. Studiare i limiti di f per x — +00 
e x + —00: determinarne gli estremanti.] 


206. Tra tutti i rettangoli inscritti in un cerchio di 
raggio r determinare quello di area massima. 


(R. Si trova il quadrato di lato rv2.) 


207. Un triangolo isoscele, di angolo al vertice 20, è 
inscritto in una circonferenza di raggio r assegnato. 
Scrivere l’espressione dell’area del triangolo in fun- 
zione di @ e dimostrare che tale area è massima quando 
il triangolo è equilatero. 


208. Tra tutti i triangoli rettangoli per cui è costante 
la somma dei cateti, verificare che il triangolo (rettan- 
golo) isoscele è quello per cui 


- è minima l’ipotenusa: 
- è massima l’area; 
- è massima l’altezza relativa all’ipotenusa. 


209. Un segmento di lunghezza assegnata L viene di- 
viso in due parti e su ciascuna delle due viene costruito 
un triangolo equilatero. Verificare che la somma delle 
aree è minima quando il segmento viene diviso in due 
parti uguali. Cambia il risultato se su ciascuna parte 
si costruisce un quadrato? 


210. Un segmento di lunghezza assegnata L viene 
diviso in due parti: su una delle due viene costruito un 
triangolo equilatero sull'altra un quadrato. Si chiede 
come deve essere diviso il segmento per ottenere che 
la somma delle aree sia minima. 
(R. Il segmento su cui è costruito il triangolo dev'essere 
lungo È L.) 

P HI 
211. Il numero c > 0 viene scritto come prodotto di 
due numeri non negativi: c = ab. Si chiede quando è 
minima la somma a? + b?. 
212. Tra tutti i rettangoli MN PQ inscritti in un tri- 
angolo equilatero ABC di lato 2a, in modo che i vertici 
M e N appartengano al lato AB e Pe Q appartengano 
rispettivamente ai lati AC e BC, determinare quello 
di area massima. 


(R. Posto x = AM = NB, l’area massima si ottiene 
per x = a/2 e vale 8) 


213. I punti A e B hanno ordinate rispettivamente 
positiva e negativa. Tra tutte le circonferenze che pas- 
sano per A e B determinare quella che stacca la corda 
di lunghezza minima sull’asse delle ascisse. Esprimere 


la lunghezza di tale corda in funzione delle misure AH 
e BH dove H è l’intersezione della retta passante per 


(R. 2V AH - BH) 


214. Tra tutti i coni circolari retti aventi apotema di 
assegnata lunghezza a si determini quello di volume 
massimo. 


(R. Si trova il cono avente raggio di base R = /2/3a e 
2 ‘ 
altezza h = a/V3: il relativo volume vale 57 V3ra.) 


A e B con l’asse delle ascisse. 


215. La lunghezza dello spigolo di una piramide esa- 
gonale retta è uguale a /. L'altezza della piramide e 
l’apotema formano un angolo 8, mentre il rapporto 
fra l’area di base e l’area della superficie laterale è 
uguale a cos 8. Si determini per quale valore di 3 
il volume della piramide è massimo. (Si utilizzino i 
simboli: b per il lato di base, A per l'altezza . a per 
l'apotema, Sy per l’area di base, S; per l’area della 
superficie laterale.) 
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(R. Si trova tan 8 = \/2/3, a cui corrisponde il volume 
massimo /* /3.) 


216. Si verifichi che tra tutti i coni circolari retti 
circoscritti ad una sfera di raggio assegnato, quello di 


volume minimo corrisponde all’angolo di semiapertura 
i 2 
8 = arcsin -. La figura seguente mostra la sezione 


del cono mediante il piano contenente l’asse del cono 
stesso. 


217. Determinare per quale valore del parametro 
reale m la distanza tra i due punti A = (m,3m) e 
B=(3.,m— 2) è minima. (R. m= 8/5) 


218. Dati i punti A = (5,0) e B = (--2,1), si con- 
siderino i punti C e D, in semipiani opposti rispetto 
alla retta contenente A e B, aventi uguali ascisse e tali 


che gli angoli ACB e ADB siano retti. Esprimere in 
funzione dell’ascissa x di C' e D l’area del quadrilatero 
ACBD e determinarne il valore massimo. 


(R. A(x)=7V-x?+3rx+7,-2<x<5; 
Amaz(7/2)V87.) 


219. Sia A = (4.6) e B simmetrico di A rispetto alla 


è ; 1 è 
retta di equazione y = 37 — 1. Determinare C' sulla 


1 
parabola di equazione y = = x? — 7x — 30 in modo che 


sia minima l’area del triangolo ABC. Com'è disposta 
la tangente alla parabola nel punto C°? 


(R. Si trova B = (8,—2); x = 5: la tangente in C è 
parallela alla retta AB.) 


220. Tra tutti i rettangoli inscritti in un settore circo- 
lare di raggio assegnato R e di angolo al centro uguale 
a 7/3 si determini quello di area massima. Il rettan- 
golo così ottenuto è anche quello di perimetro mas- 
simo? 


(R. Con riferimento alla figura si trova 8 = 7/12, a cui 
corrisponde un’area massima pari a R?(16—3v3)/8.) 
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221. Tra tutti i rettangoli inscritti in un segmento 
circolare di raggio assegnato R e di angolo al centro 
uguale a 7/3 si determini quello di area massima. 


(R. Con riferimento alla figura si trova 


V3+vV35 
g_ 


@ = arctan 


222. [Cambridge Local Examinations Syndicate]. Una 
piramide retta a base quadrata è inscritta in una sfera 
di raggio R. Dimostrare che i quattro vertici del qua- 
drato di base appartengono ad una circonferenza di 
raggio r, con r? = 2Rx — x?, dove x è l’altezza della 
piramide. Determinare il valore di x per il quale il 
volume della piramide è massimo. 


223. Quattro punti A, O, B, C appartenenti ad una 


retta, sono tali che A0 = 0B = BC = I. Sia D una 
delle due semicirconferenze di diametro AB. 


Siano P un punto appartenente a T e @ l'angolo POC. 
Determinare per quale valore di @ l’area della regione 
di piano A, limitata dall’arco AP da T e dai segmenti 
AC e PC, è massima. Determinare inoltre i valori 
minimo e massimo della lunghezza L del contorno di 
R. 


(R. Si trova @ = 7/3: L ha come minimo 6/ e come 
massimo (4 + x)l.) 


224. In un triangolo di base AB = a e altezza CH = 
h inscrivere il rettangolo, con un lato su AB ed i ver- 
tici opposti sugli altri due lati, che in una rotazione 
completa attorno ad AB genera il solido di volume V 
massimo. 

Determinare gli angoli adiacenti alla base AB del tri- 
angolo, nell'ipotesi che essi siano l’uno il doppio del- 
l’altro e che il volume massimo sia ma? /36. 


(R. Il volume è massimo quando l’altezza del rettan- 
golo è 2/3h: si trova Vmar = Szrah?. 

Nel caso particolare considerato gli angoli richiesti val- 
gono 7/6 e 7/3.) 


225. Sulla faccia di un cubo di spigolo unitario si con- 
sidera la corda Pi P. parallela ad una diagonale della 
faccia stessa, mentre sulla faccia opposta si considera 
la corda P3 P4 simmetrica della precedente rispetto al 
centro del cubo. Congiungendo i punti Pi, Pa, P3, Pi 
si ottiene un rettangolo a cui appartiene il centro del 
cubo. 


Pa 


Detta x la distanza di P; dal vertice B, si esprima in 
funzione di x l’area del rettangolo in questione, e si di- 
mostri che essa è una funzione descrescente sull’inter- 
vallo 0 < x < 1, con un punto stazionario (= punto 


in cui s'annulla la derivata prima) per x = 1/4. Si 
verifichi che per x = 1/4 si ha PP. = PiP3, cioè 
il rettangolo è un quadrato di lato 3/2V2 e quindi 
area 9/8, mentre per ogni altro valore di x uno dei 
lati del rettangolo è minore di 3/2v2. Poiché il più 
grande quadrato che si può inscrivere nel rettangolo 
Pi, Pa, P3, P4 ha lato uguale a min{P} Pa, P3 Pi}, se ne 


concluda che il più grande quadrato che si può inscri- 
vere in tale rettangolo ha area 9/8. 
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226. [Ammissione alla Facoltà di Matematica Bu- 
carest 1973]. Sia A' un punto appartenente al lato 
BC di un triangolo ABC. La parallela per A’ del lato 
AC incontri il lato AB nel punto C” e la parallela per 
A' al lato AB incontri il lato AC nel punto B'. Si es- 
prima l’area del parallelogramma A’ B'AC' in funzione 
delle aree dei triangoli BA'C” e CA'B'. Si determini 
per quale posizione di A’ l’area del parllelogramma 
A'B'C' è massima. 


(R. Si trova 

area (A'B'AC") = 2\/area(BA'C")- area(CA'B'); 
l’area del parallelogramma A’'B'AC' è massima se A' 
è il punto medio del lato BC.) 


227. Da un tronco a forma cilindrica si vuole ricavare 
una trave a sezione rettangolare. Poiché la resistenza 
a flessione è proporzionale al prodotto della base della 
sezione per il quadrato dell’altezza, si chiede a quale 
forma corrisponde la trave di resistenza massima. 
[SUGGERIMENTO. Si tratta di determinare il mas- 
simo del prodotto bàh?, con la condizione b° +h? = 4r?, 
r essendo il raggio di base del cilindro.) 


(R. b= (2/V3)r) 


B 


228. Da un cerchio di carta di raggio r si ritaglia un 
settore circolare e con il settore residuo si forma un 
cono facendo combaciare i due raggi. Qual è l'apertura 
del settore da utilizzare se si vuole ottenere un cono 


di volume massimo? 
(R. 2/2/37) 


229. La parabola di equazione y = —r? + 2x passa 
per l’origine O ed ha il vertice V contenuto nel primo 
quadrante. Come dev'essere scelto un punto P ap- 
partenente all’arco di estremi O e V affinché il trian- 
golo OPV abbia area massima? 
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(R. L’ascissa di P è 1/2) 


230. Dedurre di nuovo il risultato del precedente eser- 
cizio utilizzando il teorema del valor medio. Il punto 
P a cui corrisponde il triangolo di massima area deve 
essere quello a distanza massima dalla retta passante 
per O e V, dunque la tangente alla parabola in tale 
punto deve essere ... . 


231. È data la parabola di equazione y = 6 — x? 
condurre una retta y = k,k > 0 in modo tale che i 
rettangolo avente un lato sull'asse delle ascisse e due 
vertici nei punti di intersezione della parabola con la 
retta data, abbia area massima. 


232. Con gli stessi dati del precedente esercizio, de- 
terminare k in modo che sia massimo il perimetro del 
rettangolo considerato. 


233. Fra i triangoli isosceli inscritti in una circon- 
ferenza di raggio r, trovare quello che è sezione assiale 
del cono avente superficie laterale massima. 


234. Con gli stessi dati del precedente esercizio, trova- 
re il triangolo che è sezione assiale del cono con super- 
ficie totale massima. 


235. Data la circonferenza di equazione x? + y? = 
r?, determinare il punto (appartenente al primo qua- 
drante) per cui il segmento di tangente intercettato 
dagli assi ha lunghezza minima. 


(R. È l’intersezione con la bisettrice del primo qua- 
drante.) 


236. Data l’ellisse di equazione 


2 2 

n gi 

+ pd" Ti 

a il punto (appartenente al primo quadran- 
te) per cui il segmento di tangente intercettato dagli 


assi ha lunghezza minima. 


(R. L’ascissa del punto richiesto vale ,/a3/(a + bd). 


Confrontare con il precedente esercizio.) 


237. Data la parabola di equazione y = x?, deter- 
minare il punto di essa (appartenente al primo qua- 
drante) che ha distanza minima dal punto (0,2). 


238. Data la parabola di equazione y = x°/4, si de- 
termini il punto P di essa per cui è minimo il rapporto 
OP/OF, dove O è il vertice e F il fuoco della stessa 
parabola. 


239. Le parabole di equazione y = 1— x? e y 


x? + x si incontrano in due punti di ascisse —1 e 
Come deve essere scelto il parametro reale k, —1 
k<.0, affinché le due parabole stacchino una corda di 
lunghezza massima sulla retta di equazione x = £? 


IAS II 


240. Qual è il valore della resistenza R di un carico 
esterno sulla quale un generatore di resistenza interna 
r e f.e.m. V dissipa la potenza massima? 


[SUGGERIMENTO. La corrente i che circola è data da 


Pr V 
_ r+R 
quindi la potenza dissipata sul carico esterno è 
2 
F'Q0PERE idr 
(r + R)? 


Si tratta di determinare il valore di R.) (R.R=r) 
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Il teorema del valor medio di Lagrange 


Per ciascuna delle funzioni di seguito indicate control- 
lare se sussistono le ipotesi di applicabilità del teorema 
del valor medio di Lagrange nell’intervallo [a, b] spe- 
cificato. Se la risposta è affermativa, determinare es- 
plicitamente i numeri reali £ per i quali è f'(£)(b-a) = 
f(6) — f(a). Illustrare graficamente tutti i casi: 


241. f(x)=x+ |a], x € [-1,1]. 
242. f(x)=x+ |a] x € [0,2]. 
243. f(x) = Da x €[-2,1]. 
244. f(x) = exp(|e|), x € [1,1]. 
245. f(x) = exp(|e]), x € [0,2]. 
246. f(x) = exp(2) x € [1,1]. 
247. f(x)=lnx, x € [1l, e]. 
248. f(x)=exp(x°), xe[-1,1) 
249. f(x) =ln(1+|x|]), «€ [1,1] 
250. f(x) =In(1+]|x|), «€ [1,3]. 
251. f(c)=tanxr x € [0, 7/4]. 
252. f(x) =cote x € (1/4, 7/2]. 
253. f(x) =sin- x € [4/37,4/7]. 


Per ciascuna delle seguenti funzioni polinomiali, ap- 
plicare il teorema del valor medio nell’intervallo spec- 
ificato, determinando i punti in cui vale la relativa 
identità. 


254. f(a)=x°+r+1, 0<x<2. (R.€é=1) 
255. f(a)=x?+x+1, 0<x<3. (R.é=3/2) 
256. f(x)=1+x-x°, 1<x<3. (R.é=1) 
257. f(a)=1+x-x°, -1<x<1. (R.é=0) 
258. f(r)=1+xr+22°, 0<x<4. (R.é=2) 
259. f(c)=1+28, 0<x<2. (R.&é=2/v73) 
260. f(2)=x+a8, 0<x<2. (R.é=2/V3) 
261. f(a)=x+28, -2<x<2 (R.£=0) 
262. f(c)=1+x-s8, —-1<x<1. (R.é&=0) 
263. f(x) =a3, -1<x<1. (R.&é=+1/V73) 


264. Spiegare perché alla funzione y = 1— Yx4 non 
è applicabile il teorema di Rolle nell’intervallo [-1, 1]. 


265. In quale punto la tangente alla curva y= e” (n 
naturale > 0) è parallela alla corda di estremi (0,0) e 


(a,a")? (S’intende che a > 0). 
(R c= "| i ) 
-p= ““ 


266. In quale punto la tangente alla curva di equazione 
y=Inx è parallela alla corda di estremi A = (e?,2) e 
B = (e8,3)? (R. x =eì— e?) 


267. L'equazione e° = 1+ x ammette in AR la radice 


ne î 0. Dimostrare che essa non ammette alcuna altra 
radice. 


[SUGGERIMENTO. Se, per assurdo, fosse f(b) = 0, 


con b > 0, applicando il teorema di Lagrange all’inter- 
vallo [0, b].... ) 


268. Determinare un punto P, sull’arco di parabola 
di equazione y = x?, determinato dai punti A = (1,1) 
e B = (3,9), tale che la tangente in P sia parallela 
alla corda AB. (R.P=(2,4)) 


269. Le funzioni f1(x) := Inze fe(x) := In(27) hanno 
la stessa derivata; è possibile prevedere tale risultato, 
prima ancora del calcolo delle derivate? 


270. Verificare che la funzione f(x) := sin? x + cos? © 
ha derivata nulla. 


Le regole di L’Hòpital 


Calcolare mediante le regole di l’Hòpital i limiti seguen- 
ti, dopo aver verificato le condizioni di applicabilità 
delle stesse regole. 


ta BE — v2 


271. lim (R. v2/8) 
. Yx-1 
Hi i 
272 lim 73 (R. 1/3) 
a? -1 
“a, la a R. v2 
sol Vvr-1l1+vr-1 v3) 
3 — 
ora, im +1 (R. 3) 
xc_-0 X 
x” -1 
275. li 1 
5. tm Sl] Rn/m) 
._ 4-23 +2x° - 2x+1 
sr0.: a detta a 
se, fi TESTE (R.1) 
xr-0 x 
ara, im (R. 2) 
xr_-+0 IT 
3, 3 
279. lim e si (R. 1/(397)) 
sò. ia (R.1) 
x-0 T_-SINT 
sing 
st, lla, ET i 
SEI ira) ca 
sal, lm Lt=3 (R. 3/2) 
x-0 V9+r—-3 
. Va?+r-a 
283. | ,b>0 R.b 
sd nl k 4/9) 
34, Tn TOTI djrabgti 


x--0 logg(b+x)-1° 
(R. — blnb/(alna)) 


1 1 
285. li _ ; 
286. lim (È at ) (R. — 00) 
att» . — 00 
287. lim, Incln(1+%) (R. 0) 
xr_--0 
288. lim xrarctan(1—a!/”),a>0 (R. — Ina) 
L-++00 
tane _ e? 
289. lim (R. 0) 


c-0 5? 
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log, x 1 
290. lim n 0<a#1  (R.1/(aloga)) 


c+a xX 


291. lim 0 <a#1 (R. (Ina)/a) 
292. lim (tan OT, (1/9 
298. lim (© Det, a,b>0 (R. vab) 
294. lim (1+e 7) (R.1) 
295. im (sin a)!" (R. 1) 
296. lim(1 — cos g)ne (R.1) 
297. limi e” arctane © (R.1) 
298. Calcolare il limite 
: XL 
Re eo 


dopo aver verificato che la regola di L’Hòpital è incon- 
cludente. 
299. Verificare che 

im si 
r-+0%0 TXT +Sinx 
dopo aver constatato l’inapplicabilità della regola di 
L’Hòpital. 
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300. Verificare che la regola di L’Hòpital applicata al 
calcolo del limite 


e 1/® 


lim 
xr_-+0+ LT 
è inconcludente, mentre essa è efficace se il rapporto 
considerato viene scritto nella forma 


1/x 
el/x 


301. Verificare che la regola di L'Hòpital applicata al 
calcolo del limite 


lim e) 
L++00 TL 


a>b>1, 


è inconcludente, mentre il limite stesso può essere cal- 
colato dividendo numeratore e denominatore per a”, 
ottenendo il risultato Ina. 


302. Utilizzando le regole di L’Hopital dimostrare che 
per la funzione f(x) := x” si ha 


lim f(c)=1, lim f(x) = —0c0. 
x-+0T xc-0+ 


303. Dimostrare che per la funzione f(x) = (1 2" 1) 


(T esempio 3.8-4) si ha 
lim f(2)=1, lim f‘(r)=+00. 


xr_-+0T xr_-+0T 


Problemi ed esercizi per l’ Appendice 5 


GRAFICI DI FUNZIONI 


Tracciare i grafici delle seguenti funzioni polinomi- 
ali; tracciare anche il grafico della funzione derivata 
prima: 

(x) = x° —3r+5 
2. f(a):=x(a-2)° 
3. f(a):=x3 x 
4. f(a):=x*+x 
5. f(a):= x} —2x 
6. f(a):=ax°-2x°+x 
7. f(a):= 208 -3r2+1 
8. f(x) = —2x8 +32? 
9. f(x) := 3° - x? 


10. Riesaminare gli ultimi quattro esempi; calcolare 
per ciascuno il valore della funzione e il valore della 
derivata prima nei punti r = 0e x = 1. Che cosasi 
osserva? 

11. In base al risultato del precedente esercizio, veri- 
ficare che esiste uno (ed un solo) polinomio p, di grado 
non superiore al terzo, che verifichi condizioni del tipo 


P(0) = a0, p(1)=a1, p'(0)=bo, p'(1)=b1. 


dove ao, a1, do, di sono quattro costanti reali assegnate. 


Per ciascuno dei cinque esercizi seguenti, determinare 
il polinomio di grado non superiore al terzo che verifica 
le condizioni assegnate. 


12.2(0)=1L pet #0)=1, P(D=1 
13. p(0)=0, p(1)=1, p'(0)=-1, p'‘(1)=2. 
14. p(0)=0, p(1)=2. p'(0)=0, p'‘(1)=-1. 
15. p(0)=0, p(1)=1, p'‘(0)=2, p’‘(1)=3. 
16.s(0)=i s)=<L #03L #0). 


Tracciare i grafici delle seguenti funzioni polinomiali a 
tratti; tracciare anche il grafico della funzione derivata 
prima (attenzione ai punti di non derivabilità): 


2 
17. f(a) = — 2a, pert<0 


Des per x > 0. 
0, perrz<0 
18. f(a)= 1a — x, perr>0. 
iù, fa) e x° —2x, perr<1 
y i 2-3, pero>l. 
i. TT pera<0 
20 Pg) (= per x > 0. 


2. f6)= {î pera <0 


U, per 20. 
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22. f(x) = { 


—x?, perx<0 
0, per tr > 0. 
Tracciare i grafici delle funzioni razionali fratte che 


seguono, determinando, per ciascuna, il dominio natu- 
rale. 


23. fa) = zi 

24. f(2) = = 3 

26. f(2) = Tee 

DI Fal n 
sica #_sH 
29. f(2) = 2 

20: fia) #5, 
31. fe su 

32. f(a):= = ; 

33. f(a):= o 
34. f(x) := 3, 
35. f(c):= i Ù, 

sa, fia) = SE 
37. f(a)= n! 
38. f(a):= - 

39. f(x) := DI 

40. f(x) = A = 
41. f(2):= (1 4 2) 
42. f(x) = = È i 

43. f(x) := > =; 

dà. fd Sl 
alice us 
pont 


2 


E 
AT. f(x) = i 
x°—3 
48. f(x) := sy 
x°-1 
3-2r? 2 
50. f(0) = i sà a 
2x2 — 11 
IR pg 
t_-1 
52. f(2)= a 
2x° +4x +7 
die flat: a? +2r+5 
2a? — 2r +5 
54. f(x) := u"=. 
9 18 
55. Î(x) = e) + per 


Studiare ciascuna delle funzioni dal numero 56 al nu- 


mero 88 
_ le+1| 
56. f(2):= 3 
57. f(c):=x+V1+27 
58. f(a):=vx2-1 
59. f(e):=vI=22 
60. f(©):=V1+x- |a 
Ii 
61. f(a);= ——___________ 
te) Vr +|x2 — | 
62. f(x) :=|2-x°|- £ 
63. f(x) =(r+1)° Va? 
64. f(x) := Va? — x? 
ta 
IR pari 


66. 
67. 
68. 
69. 


f(a):=a° (+1)? 
f(x) := Va8+2x2-1 
f(a) = a°e7® 


f(2) := e|exp(-2°) 


70. f(x) := 4rexp(—x/2) 
71. f(x) := exp(—|x|]) 
72. f(x) = exp(la)) 

73. f(x) := (x° + x)e-" 
TA. f(c):= (2x° + x)e?" 
75. f(x) := V2e® — e27 
76. f(x) := 2 
77. f(a):> SE 


et 
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e + e7” 
78. = 
ii 
T9. f(0) =wex (3) 
ì RE eb 


80. f(x) =In1+(c+1)î] 
81. f(@):=(e° — 1)In(e? — 1)? 
82. f(x) := In(e° +r+1) 71/2 


il 
n =n——__ 
n 0) n _2r+2 
1+1n|z| 
84. = 
fa gt 
2r 
85. f(a) si” In|x|, pera 40 
0. perr=0. 
86. f(x) := tanx+In|cosx|-x 
+2 
87. f(x) :=ln sei | 
1 


88. f(a):=|r-1|+- 
x 
Studiare ciascuna delle seguenti funzioni, tenendo con- 
to dell’eventuale periodicità: 
89. f(x) :=2sinx 
90. f(x) := sinrcosa 
91. f(x) := sin2r 


[SUGGERIMENTO. Si confronti con la funzione del 
precedente esercizio.) 


92. f(x) := sin(-x) 
93. f(x) :=sinr+cosr 
94. f(x) := rcose— sine 


95. f(x) := sinr + LI sin 2r 
ha 


96. f(x) :=2+sin2rcos?x 
97. f(x) :=(1+sinx)(1+cosr) 


2sin2r +1 
milizie 
3sinag-1 
vali "3 


100. Sia C il grafico cartesiano della funzione f(x) := 
3/%. 

a) Determinare i punti della curva C' in cui la tengente 
è parallela alla retta di equazione 3r +y — 2 = 0. 
Rappresentare tali tangenti. 

b) Esistono punti della curva C' in cui la tangente è 
parallela alla retta di equazione y = mx? Discutere 
secondo il valore di m. 

c) Sia A il punto di coordinate (—4,2): è possibile 
condurre dal punto A rette tangenti alla curva C? 
Se questo problema ammette soluzioni, rappresentare 
graficamente tali tangenti. 

d) Sia M il punto di coordinate (a, db); è possibile con- 
durre dal punto M rette tangenti a C? 

Discutere secondo le posizioni del punto M nel piano. 


101. Date le funzioni f(x) := 2v7. g(e) := x2/4. 
tracciarne i grafici. Risolvere l'equazione f(x) = g(7). 
Sia P = (p,0),0 < p < 4. Da Psi manda la perpen- 
dicolare all’asse x fino ad incontrare i grafici di f e g 
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nei punti Q e R. Per quale valore di p la lunghezza 
del segmento RQ è massima? 


102. È data la famiglia di funzioni 


fo :=p+ cosa, 2 € [0, 7], 


p reale. Tracciare il grafico di fi e risolvere l’equa- 
zione f1(x) = 0. Per quale valore di p il grafico di fy 
è tangente alla retta di equazione 2x + y = 0? 


103. È data la funzione 
1 
f(x): 


sà In(e— 2) 
Si determini il dominio naturale di f e si risolva l’equa- 
zione f(x) = 2. Calcolare l'angolo che il grafico carte- 
siano di f forma con l’asse delle ordinate nel loro punto 
d’intersezione. 


104. Data la funzione f(x) := (2° — 3r)e ®, se ne 
tracci il diagramma cartesiano. In particolare si chiede 
di determinare l’angolo che la tangente nell’origine 
forma con l’asse delle ascisse. 


105. Sono date le funzioni 
f(x) :=r+3, g(x) = —-2/xr 


Tracciarne i grafici in un riferimento cartesiano e de- 
terminare i punti comuni, A e B. Una retta di equa- 
zione x = a taglia il grafico di f in un punto C situato 
tra A e Be taglia il grafico di g nel punto D. Per 


quale valore di a la distanza C'D risulta massima? 
106. Sono date le funzioni 
f(x) := asinz, g(x) := be?, 
Con a e db parametri reali. Sapendo che i grafici di f e 
6 ; T 1 
g si tagliano nel punto P= (5. 5): calcolare a e b e 


l’angolo secondo cui tali grafici si tagliano nello stesso 
punto. 


107. Si consideri la funzione 


2 

x°+axr+b+1, perx<0 
f(a)= Los p : 

ba2 +a, per x > 0. 


A quali condizioni devono soddisfare i parametri reali 
a e b affinché f sia continua nell’origine (e di con- 
seguenza su tutto R)? Determinare a e db in modo che 
f sia ovunque derivabile. 

(R. a=4/3, b= 1/3) 


108. Della funzione f si sa che 


f(x) = Li + a: 


determinare a sapendo che il grafico di f passa per il 
punto (2,21/4) e ha un estremante in (1,4). Tracciare 
il grafico di f:; detto P il punto d’intersezione con l’asse 
x scrivere l'equazione della tangente al grafico in tale 
punto. Servirsi del grafico di f per decidere quante 
soluzioni reali ha l'equazione 


2x3 +(1-k)x? +1=0, 
al variare del parametro reale k. 
109. Si considerino le funzioni appartenenti alla fami- 
glia 

f(a)=ax*—4x°—2x°? +12x+k, keR. 
Verificare che i punti del grafico corrispondenti ai min- 
imi e ai massimi delle funzioni stesse appartengono a 


tre rette parallele all'asse delle ordinate. Determinare 
per quali valori di £ l'equazione f(x) = 0 ammette 
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i) quattro radici reali: 
ii) due radici reali e due complesse. 


Posto k = —40, nell’ipotesi che (1+iv3) sia una delle 
radici dell'equazione f(x) = 0, determinare tutte le 
radici e scomporre f(x) nel prodotto di due polinomi 
di secondo grado. 
(Rx =1,x=-1,x =3. Quattro radici reali per 
-7<k<9. due radici reali per k < —7. Per & = —40 
si hanno le radici x: = 1+iv3, c2 = 1- iv3, 3 = 
1+VI1l, ca=1- VII, f(x) =(x° -2x—10).) 
110. Studiare la funzione 

f(a)=x'+3x9+2?. 


Utilizzare i risultati ottenuti per determinare il nu- 
mero degli zeri della funzione 


f(a)=x'+3x3 +x° — k. 
al variare del parametro reale k. 
Determinare per k = —4 gli zeri complessi in forma 


algebrica. Per & = —9 l’equazione g(r) = 0 ammette 


u a radice intera, eterminare tale radice e inoltre 
ue valori interi fra ì quali è compresa la secon 


radice reale. 

(R. Due zeri per —4 < k < 0 e k > 5/256: quattro 
zeri per 0 < k < 5/256. Per k = —4 si hanno gli zeri 
x1=(1—-iv3)/2, x2 = (1+iv3)/2, x3 = —2 doppio. 
Per k = —9 la radice intera è x = —3; in tal caso si ha 
g(x) = (2 +3)(x° + x — 3); confrontando, ad esempio 
i grafici di x — x3 e x + —rx +3 si trova che l’altra 
radice cade tra 1 e 2.) 


111. Studiare la funzione 
f(x) = 3x4 — 4x3 — 122°. 


Utilizzare i risultati ottenuti per determinare il nu- 
mero degli zeri della funzione 


f(x) = 3x4 — 4x3 — 12x° — k 


al variare del parametro reale &. Determinare per 
quale valore di & il valore x = 1 è uno zero di g. In 
tal caso determinare due interi consecutivi fra i quali 
deve cadere il secondo zero. 

(R. Due zeri per £ > 0 e —32 < k < —5, quattro zeri 
per —5 < & < 0. Per & = —13 il secondo zero cade tra 
2e3.) 


112. Studiare la funzione 
2 
x°+1 
dmn DIA 


Utilizzare i risultati ottenuti per determinare per quali 
valori del parametro reale A l’equazione 


x +1=Ax(c—1)? 
ammette radici nell’intervallo [1, 2]. 
(R. Si consideri la retta y= Ax, A> 5/2.) 


113. Studiare la funzione 


9 


Dimostrare che il punto (4,6) è centro di simmetria 
per il grafico di f, operando una traslazione degli assi 
che porti l'origine nel punto indicato. 


114. Si consideri la funzione 


2ma — 1 
=_=; 
i" 1? 

e sia C,» il suo grafico cartesiano (m # 0). 


a) Che cosa si può dire delle curve Cm al variare del 
parametro m ? 


b) Studiare la funzione f per m = 1/2 e per m = 
—1/2; trovare una trasformazione semplice che per- 
metta di passare da C1/9 a C_1/9. In generale, le 
curve Cm godono di tale proprietà? 

c) Sia r la retta di equazione y = ax + b,a # 0. For- 
mare l’equazione di secondo grado che ha come radici 
le ascisse dei punti di incontro A e B della retta r con 
la curva Cm. Quale disuguaglianza devono verificare 
a, be m affinché r e Cm si incontrino? 

d) Dette P e Q le intersezioni della retta r con gli 
asintoti di Cm, calcolare le ascisse dei punti medi dei 
segmenti PQ e AB. Dedurre una proprietà notevole 
dei segmenti AP e BQ. 


115. Studiare la funzione 


i = Vr -2, pera > 2 
di —v2—- x, perr<2. 


Verificare che f è continua sulla retta reale, derivabile 
per x # 2 e dotata di derivata +00 in tale punto. Si 
verifichi che il grafico di f è simmetrico rispetto al 
punto (2,0). 


116. È assegnata l’equazione 
ye + (y-1)r+(y-1)=0. 

Si determini per quali valori di y l'equazione ammette 
radici reali e per quali valori di x è soddisfatta per 
y= 0. Si utilizzino i risultati ottenuti per studiare la 
funzione 

c. DEL 

“+e +1' 
La funzione f(x) è invertibile? 
117. [Maturità Scientifica 1948 - Seconda sessione]. 
< 1 va 
E assegnata la parabola y = (a +1). Dall’origine 


del sten di riferimento si conduca na 1 retta che in- 
tersechi, nel primo quadrante, la parabola neì punti A 
e B. Siano C e D le proiezioni ortogonali di A e B 
sull’asse 7, S l’area del trapezio ABCD e S' l’area del 
quadrato costruito sul lato CD. Indipendentemente 
dalla questione geometrica, si studi il rapporto 5/5” 
in funzione del coefficiente angolare della retta consid- 
erata. Si utilizzino infine i risultati ottenuti per deter- 
minare per quali valori di & vale la relazione 5/5° = Èk, 
keE.R. 

. S 2m°V/m?-1 

(R. Si ha 9 ie 


si ha una soluzione per k > 1.) 


118. Studiare la funzione 


— — I 
f(x) = arcsin (==). 
/2(1+ x?) 
Analizzare in particolare la natura del punto di ascissa 
x = —1. Spiegare perché la funzione non è invertibile. 
(R. Le rette di equazione y = 7/4 e y = —7/4 sono as- 


intoti orizzontali rispettivamente a destra e a sinistra. 
Si ha 
/ cr+1 

a)= —__,;;, 
f (2) |c +1|(1+ x?) 
Il punto x = —1 è punto di minimo assoluto. Le 
derivate a sinistra e a destra in tale punto valgono 
rispettivamente —1/2 e 1/2. Il punto (-1,—7/2) è un 
punto angoloso del grafico di f.) 


perx#<-1. 
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119. In un cerchio di centro O e raggio r sono trac- 
ciate due corde parallele, equidistanti dal centro. In- 
dicata con x la distanza di una delle corde da O, si 
dimostri che l’area A della regione di piano compresa 
fra le due corde e gli archi di circonferenza da esse 
individuati è data da 


. 
A=2xVr2 — 2x2 + 2r? arcsin ®. 
r 


Si studi la funzione A indipendentemente dalla ques- 
tione geometrica che l’ha generata. 


120. Tracciare il grafico della funzione 


; T+1 
f(x) = arcsin / rv 


Determinare la funzione inversa e tracciarne il grafico. 
Verificare che esiste un unico punto del grafico di f in 
cui la tangente è parallela alla retta y = —x (biset- 
trice del secondo e quarto quadrante). Si individui un 
intervallo contenente l’ascissa di tale punto. 

(R. La funzione è definita per x < —1 ed ha come 
immagine l’intervallo (0, 7/2[. La retta di equazione 
y = t/2 è asintoto orizzontale a sinistra (r + —00). 
La condizione f(x) = —1 conduce all’equazione 2x3 — 
2x° — 2xr+3=0. Confrontando i grafici della cubica 
x — 2x3 e della parabola x — 2x? + 2x — 3, si trova 
che l’ascissa richiesta cade nell’intervallo (-3/2,—1).) 


121. Si consideri la funzione 


-_ J1- exp(2eln|x|), pera #0 
fa) = i per 2 = 0. 


a) Si dimostri che f è continua nell’origine. 

b) Si dimostri che l’origine è un punto di flesso a tan- 
gente verticale. 

c) Si verifichi che f ammette un solo altro punto di 
flesso che cade nell’intervallo (-1, —1/e). 

d) Si tracci infine il grafico di f. 

(R. La retta di equazione y = 1 è asintoto orizzontale 
a sinistra, cioè per a + —c0; rx = —1/e e x = 1/e sono 
rispettivamente punto di minimo e punto di massimo 
relativo. 

Si trova 


f(x) = —-2exp(2eIn|x|)(ln|x| +1), 
f"(a)=-2 exp(22ln |a]) [2(tn a] +)°+ | 


Lo studio della derivata seconda può essere condotto 
per via grafica confrontando i grafici delle funzioni 


cr+1/rer + 2(In[e|+1)?.) 


122. Si studi la funzione y = rtanx. Indicato con 
T il punto in cui la tangente alla curva (grafico di f) 
nel punto M interseca l’asse delle ordinate, si dimostri 
che OT = OM?. Si dimostri che i punti di flesso della 
curva considerata appartengono ad una stessa retta e 
che la normale alla curva nei suddetti punti di flesso 
passa per l’origine degli assi. 

(R. La funzione proposta è pari; si trova 


% __ 2x+ sin2r 
L= 2 cos? 7 


f"(x)=2(1+tan?x)(1+xtanz). 


Le ascisse dei punti di flesso verificano l’equazione 
rtanxr = —l, dunque appartengono alla retta di equa- 


zione y= —1. Se M = (x0, yo) è un punto del grafico 
di f, per il punto T si trova l’ordinata —xg/ cos? xo.) 
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123. Studiare la funzione 


. x 


e se ne tracci il grafico cartesiano. Se ne deduca il 
grafico della funzione 


fi = r+2V2a2+1 
° Vaz+1 
124. Si consideri la funzione 
__3(e= 1)? 
fas ar? + be + c' 


Si determinino i valori dei parametri reali a, db e c 
sapendo che il grafico cartesiano di f ammette le rette 
di equazioni y = 3 e x = —2 come asintoti, e passa 
per il punto P = (3,12/5). 


125. Si studi la funzione 


Ho x 
=:la — 1, 
f(@):=In|T|-5 
Si calcolino le coordinate del punto P, intersezione 
tra il grafico cartesiano di f e la retta r che è asintoto 
obliquo dello stesso grafico. 


126. Si consideri la funzione 
f(a)=x(x +0). 


Si verifichi che esistono due valori distinti del para- 
metro c in corrispondenza dei quali il grafico di f passa 
per il punto P = (2,2). Dette y1 e 72 le curve cor- 
rispondenti. si calcoli l’area della regione limitata di 
piano compresa tra le curve stesse. 


127. Descrivere le proprietà della funzione 
2) 


x°-—a 
fat, 
al variare del parametro reale a. Si traccino i grafici 
relativi ai casia= —l1,a=0,a=1/2,a=1,a=2. 
128. Data la funzione 
ax3 +3 


determinare il parametro reale a in modo che il suo 
grafico cartesiano abbia per asintoto la retta di equa- 
zione y = x + 1. Si tracci il grafico in questione. (R. 
a= 4) 
129. Data la funzione 

ax3 + ba? 


fox 21° 


determinare i parametri reali a e db in modo che il 
suo grafico cartesiano abbia per asintoto la retta di 
equazione y = x. Si tracci il grafico in questione. 


(R. a= Lb=0) 
130. Data la funzione 
ax3 + ba? + cr + d 
fa) = TTT, 


determinare i parametri reali a, b, c e d in modo che 
il suo grafico cartesiano abbia per asintoto la retta 


di equazione y = -jo + 1 ed un massimo relativo nel 
punto M = (1,0). Si tracci il grafico in questione. 
(R. a 2, b=:3,6=/0, d==1) 


131. Data la cubica di equazione f(x) := ax* + br? + 
cx + d, determinarne i coefficienti in modo che per 
x=0si abbia un estremante. 
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(R.a=-1/12,6=1/4,c=0,d=11/6.) 


132. Data la cubica di equazione f(x) := ar? + br? + 
ce +d, determinarne i coefficienti in modo che si abbia 
un flesso nel punto (1,2) ed un estremante nel punto 
(0,1). (R.a=—1/2;,b=38/2, c=0,di= 1.) 


133. Data la funzione f(x) := ax3 + bx? + cr +d, dire 
sotto quali condizioni essa è dispari, e in tale ipotesi: 


- quando essa è monotona; 


- quando ha un flesso nell’origine con tangente di flesso 
orizzontale. 


134. Determinare i parametri reali a, db e c in modo 
che la curva di equazione 


2 
r+ar+b 
pe) xa + cr +d’ 


passi per l’origine e sia ivi tangente all’asse delle as- 
cisse, ed inoltre abbia la retta di equazione x = 1 come 
asintoto verticale. (R.a=b=0,c=-3.) 


135. Data la cubica di equazione y = x3 — 3r + 1, 
tracciarne il grafico cartesiano, verificare che esso è 
simmetrico rispetto al punto di flesso, e determinare 
la tangente di flesso. 


136. Data la cubica di equazione y = 3x3 — 92, 
tracciarne il grafico cartesiano e le tangenti nei punti 
d’intersezione con l’asse delle ascisse. Quale relazione 
intercorre tra i relativi coefficienti angolari? 


137. Data la quartica y = aox*' + a1x3 + asx? + 
a3r + aa, determinarne i coefficienti in modo che sia 
simmetrica rispetto all’asse delle ordinate, abbia come 
punti di minimo i punti (2, —3), (-2, —3) e come punto 
di massimo relativo (0, —1). 


(R.y=2x4/8-x2-1.) 


138. Data la funzione 


/1+tan?x 
fa= atane È 


determinare il valore del parametro reale positivo a 
in modo che la funzione abbia come minimo assoluto 
V2. Verificare che, per tale valore di a, il grafico di f 
è simmetrico rispetto alla retta di equazione x = 7/4. 


139. Dati i punti A = (2,4), B= (1,1) e C' apparte- 
nente alla retta y = x/2, studiare la variazione dell 
angolo |B AC al variare di C sulla retta. 


(R. f(x) = arctan 


e 


5r 
_——. 4/5, 
= per x < 4/5 


f(x) = arccot dosi per x > 4/5.) 


5a 
140. Data la funzione 
2 
x°+2r+k 
f(a= TET*, 
t-2 


determinare k e tracciare il grafico cartesiano, sapen- 
do che le intersezioni con gli assi appartengono alla 
retta di equazione y= r +4. 


(R. k = —8, asintoti: r = 2,y=r+4.) 


Per ciascuna delle dieci funzioni di seguito elencate, 
il grafico cartesiano è sottoinsieme di una conica del 
piano. Determinare tale conica. 


141. y=vVvx+2 
142. y=vax?2-1 
143. y=vV9- x? 


144. y=vx?-4xr-5 
145. y=Vr-x 


146. y=z Vezza 


147.y=Vx?-4-r 


148. y= ar + vax?+1, dove a è scelto in modo da 
avere l’asintoto y = 32. (R a=2a=6:) 


150. y= ve? — ar — 2, dove a è scelto in modo da 
avere l’asintoto y=3— 2. 


151. Studiare la funzione f(x) := sina?. In partico- 
lare, determinare i punti di intersezione del grafico con 
l’asse delle ascisse; dette xx, & > 0, le ascisse dei punti 
d’intersezione col semiasse positivo delle ascisse, ordi- 
nate per valori crescenti, dimostrare che la successione 
delle distanze rx — xx-1 tende a zero per & — +00. 


Esercizi e problemi per il Capitolo 5 


INTEGRALI 


Somme di Riemann 


Ciascuna delle somme considerate negli esercizi se- 
guenti può essere scritta nella forma 


1276): ca 12/5) 


con un’appropriata scelta della funzione f. Si tratta 
dunque di una somma di Riemann relativa all’integrale 


hf) de 


Calcolare i limiti indicati riportandoli al calcolo dell’in- 
tegrale appena considerato. 


A 1 1 
1. lim - +... + = 
n-+s0|n+1 n+2 n+n 


(R. ln2) 
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Esercizi e problemi 


1 ] e 
n+(n-1)n 
= lim | : (R.2V2=1) 
noti yin +(k—-1)n 
n-l 
- 1 Rot 
da = in È 2, sin sl (R. 2/7) 
10 _k 
4.= lim È cos ù (R. 0) 
n_-+00 | ar n 
> 1° kin 
5. = ali È > e | (R.e— 1) 
1 n-l 
S n 
ad ai, È = n2 + n] AA 
nt È 
tT.= lm In {/1+-= (R. In4- 1) 
n-+00 n 
k=0 
n-l 
(R. 7/2) 


9. Calcolare l’integrale 


1 
J xi da 
0 


procedendo come nell’esempio 5.1-2, sapendo che (v. 
ultima formula a pag. 67) 


n(n+1) ) si 
0 a È 
10. Vogliamo calcolare l'integrale 


1°+2°+...+n?=( 


2 
1 
dx 
1 T 


usando le somme di Riemann relative alla scompo- 
sizione dell’intervallo d’integrazione in n parti uguali, 
cr :=1+k/n, k=0,1,...,n,eallascelta & := rx. 


a) Verificare l'uguaglianza 
n n 
1 1 1 
"= iDa-Dae 


b) In base alla doppia disuguaglianza 


1 1 
+b@o+kt1) (n+h? 
1 
@ Pr 
(n+k-1)(n+k) 
dedurre che 
<Sn < 


È 1 
Pa (n+k)(n+k+1) 


-. 1 
"LG DRF9 


c) Sapendo che 


N 


| E 
de k(kK+1) 0 N+1 
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(si veda l'esempio 6.1-2), se ne deduca 


n(1- . —l+ )< < 
2n+1 n+1 ti 


(e+D@n#l ** * 2° 


da cui finalmente, passando al limite per n + +00, 
JP 1/2%dxe = 1/2. 


Primitive 


Per ciascuna delle funzioni di seguito indicate, si deter- 
mini la totalità delle primitive (vale a dire l’integrale 
indefinito). 


11. f(x) :=2x-4 (R.x° — 4r+c) 
2 
12. f(x):=4x°+% (R 3° + > + o) 


13. f(a):=x°+x°+x+1 


a ) 
2 3 
14. f(a)=T (R d +e) 
15. f(x) :=2x(e° - 1) (R È -x°+ c) 
16. f(x) :=(x-1)? (R ell +0) 
17. f(a):=(r+1)° +2(r+1)5 
(+1), (+1) 
era 
18. f(a):=x+(x-2)? (82/24 €22 40) 
19. f(2):=(1- 2)? (r n° = + e) 


20. f(x) := (ar+b)", ne Na#0 


(aula * °) 
21. f(M= VE (R. VB+ e) 
22. f(2):= - (R. 2VE+ e) 
23. f@):= +1 (RvE+T +0) 
24. f(x) := VE (R. 3 Vr + e) 
25. f)= WeF1 (R. 3 /c+ 1 + c) 
56. f(2) = VE (x î VI c) 
ar. f(a)= w (R SV+ e) 
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28. f(a):= re Va? 


2. fa ti 

30. f(x) =l+3+5 

31 = : 
«Ha x2+2r+1 

ss. fg = 

34. f(x) := Pi 

35. f(x) := = 

36. f(x) = e?” 

37. f(a) = e’? 

38. f(x) := rexp(2x° — 1) 


pi pps 


(R.3e®/3 + c) 


(r. ; pla - 1)+ c) 


(R.3n°2+c) 
(R R.jIn' 2+c) 
(R3 In'r+c) 
(R3 Vin'a+c) 
(R. In]Inx|]+0) 


(R. arctan e” + c) 
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1 
(R. 3 sin ?2+c) 
di 
(R. «3 n *z+c) 
(R--3 00 2+c) 
3 
1 
(R. 750 ‘24c) 


(R.—In|x +2cosxr|+c) 


(R.— In|cosx|+c) 


(R. In(1— cosa) +c) 


Ina 
In 
40. f(x) := É 
it flaî — SE 
L. sor 
Vina 
42. f(a)-= - 
1 
to Las cina 
e” 
44. f(x) := Ire 
45. f(x) = 3° 
46. f(x) := —— (R.lnle" - 11+0) 
AT. f(x) = sinecosa 
48. f(x) := sin? e cost 
49. f(x) := sinacos?r 
50. f(x) := sin? rcosr 
2sinx — 1 
51. = ——_ 
f(2) Tr+2costr 
52. f(x):=tanx 
8. foj= E 
Lo, 087 
54. f(x) SEE 


lesina 


(R.— In(1-sinr)+c) 


55. 


56. 


OT. 


58. 


59. 
60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


TO. 


S(e) := 


(1+x?)arctane 


arctanT 


1+22 
arcsin x 
V1- 22 
1 
V1- r? arcsina 
*Z sino 


1 
V1—- 4x2 


sin° (x?) 
sin(ln a) 
x 
cos(ln x) 
x 


x 


sin? 


(R.In|arctanx|+c) 


1 ; 
(R 5 arctan? x + o) 


(r. ; arcsin? x + o) 


(R. In|arcsinx|+c) 
(R. eSinT SÈ c) 
+c) 


(R. —gFtoosz: L 


(R3 — arcsin2x + c 


V1- 452 + +c 


deo 


D 
Sie 


arctan da + c 


R. 


arcsin x? +e 


be) 
ui 


D 


arctan 2a + o) 
arcsin x* + e) 
i —2 cotta + c) 
(R. — cos(Ina) + c) 


(R. sin(lInr)+c) 


(r. 3 In|sinx?|+ o) 


Per ciascuna delle funzioni di seguito indicate, calco- 
lare la primitiva F che assume il valore specificato. 


la 
72. 
73. 
TA. 
75. 
76. 
Kg 
78. 
79. 
80. 
81. 


Sr): 


Deli 
dela. 
— sin z, 
— sin 2, 
— sinz, 
sinx +2. 
sint +2, 
sino +2, 
cosr — ]l, 
cosr — 1, 


— cosr — 1. 


-+ra, 


F(1)=0 
F(1)=1 
F(0)=1 
F(m)=1 
F(7/2)=1 
F(0)=0 
F(r)=0 
F(7/3)=0 
F(0) = 
F(7)=0 
F(7/4)=0 


F(1)= 1. primitiva definita per 


F(-1)=1, primitiva definita 


Esercizi e problemi 


84. f(x):==+x°, F(1)= 1, primitiva definita per 
c>0 
85. f(a):= = +x°, F(-1)=0, primitiva definita 
pert<0 
1 
86. f(x): prep +x, F(0)=0 
1 
87. f(0): lag fe F(1)= 
it 
li ale e di F(1)=-1 
89. f(c):=1+r+2?, F(0)=0 
90. f(x) :=1+x+%?, F(0)=3 
91. f(x):=1+r+2? F(1)=0 
92. f(a):=1+x+x? F(-1)=0 
% 
93. f(x): 143? F(0)=0 
de 
94. f(x) 1a F(1)=0 
fa 


In ciascuno degli otto esercizi seguenti si chiede di de- 
terminare un appropriato valore per il numero natu- 


rale n in, modo, da avere un ; funzione che ammette 
una primitiva “immediata”. Si determini tale valore e 


la corrispondente primitiva. 
96. f(x) = "(23 +7)? 
97. f(a) := a"(x° +3)? 


a" 


98. f(x) = pe: 


x 


99. f(x) = VETi 


x” 


VI+ 23 

101. f(x) :=x"In(x° +4) 

102. f(x) := x” In(e*+1) 

103. f(x) := x" cos(e? +1) 

104. Verificare che, per ogni naturale n, la funzione 
f(x) := x"/n! ammette come primitiva la funzione 
F(x) = ax"11/(n+1). 

105. Della funzione f si sa che f'(x) = © — 1/2, e 
che f(1) = 2. Determinare f e tracciarne il grafico 
cartesiano. Determinare l’area della regione di piano 


delimitata dall’asse 7, dal grafico di f e dalle rette di 
equazione r = lex =2. 


(R. f(x) = x2/2-—n|x|+3/2; l’area vale 11/3 — ln 4) 
106. Della funzione f si sa che x° f'(x) = 2, e che 
f(1) = 4. Determinare f e tracciarne il grafico. 

(R. f(2) =6— 2/2) 
107. Della funzione f si sa che f'(x) = a + br, a e db 
parametri reali. Individuare a sapendo che f(0) = 0, 
f'(0) = 1. Individuare f sapendo che f(1) = 3. 

(R. f(e)=x+2°) 
108. Della funzione f si sa che f(x) = 4-1/x8. Si sa 
inoltre che f'(1/2) = 0, e che f(1) = 3/2. Individuare 
f e tracciarne il grafico. 


100. f(x) := 
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R. >il 1) 
( een 2r 


109. Una particella, in quiete all’istante t = 0 nell’ori- 
gine degli assi, si muove lungo l’asse x. La sua accele- 
razione al tempo t è data da 

dx 2 

— = 12t° — 60t+ 32. 

di? + 

Determinare la velocità della particella al tempo t e 
la legge che lega x a t. 


(R. v(t) = 4t3 — 30t° + 32t, x(t) = #4 — 10t3 + 16t°) 


110. Una particella inizia a muoversi all’istante t = 0 
con una velocità u, lungo una retta. La sua accele- 
razione è direttamente proporzionale al quadrato del 
tempo t. Determinare la velocità e lo spazio percorso 
al tempo +. 


(R. a = kt?, k costante di proporzionalità ; v(t) = 
kt3 + u, s(t) = kt4/12+ ut) 
Calcolo di alcuni integrali 
Calcolare i seguenti integrali definiti: 
1 
mu. f x° da (R. 1/3) 
0 
3 
T12. J xÎda (R. 65/4) 
2 
1 
113. Ni x° dx (R. 0) 
1 
1 
114. Ni t° dt (R. 1/3) 
0 
3 
115. J t3 dt (R. 65/4) 
2 
1 = 
116. J t9dt (R. 0) 
“© 
4 
117. | Vidr (R. 14/3) 
1 
1 
118. | vrdr (R. 2/3) 
0 
8 
119. J x°!3 de (R. 93/5) 
1 
1 da 
L R.r/4 
120 } mag (R. 7/4) 
* di 
« R.7/2 
121 rsa (R. 7/2) 
3° dr 
S R. 7/12 
122 Ri =“ (R. 7/12) 
3 dr 
A —- R. 3 
123 J FRA (R.7/3v3) 
7? ds 
124. / _ (R. — 5/72) 
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-3 dy 7/2 
125. Î na) (R.5/72) 147. J cos 32 sin 2r da 
2 0 
-3 d [SUGGERIMENTO. Utilizzare la formula 
126. J - (R.5/72) 1 
sg È sin a cos 3 = sz [Sin(a +8)+sin(a— L8)].) 
4 
127. ; Va +5dx (R. 38/3) In ciascuno degli esercizi seguenti si chiede di scegliere 
sn la funzione h(x), ovviamente non costante, in modo da 
pe rendere gli integrali stessi calcolabili elementarmente. 
128. Ver +5dx R. — 38/3 c 
I; 18) 148. / h(e)V1+2x dx 
Jo 
n/2 A 
129. d. R.1 
J n (el) 149. J h(x)vV2+ 5x dr 
sa 0 
130. J cos x dx (R.0) Ù 
) 150. h(x)V1+x? dr 
2r a 
131. Fi cos x dr (R.0) L 
O 151. h(x)V3+2x? dr 
n/3 n 
132. 3a d. R.—1/3 
li amica ( 13) 152. J h(x)V1+ 3 dx 
n/5 0, 
133. J sin(5x + 7/2) de (R.0) 153. J h(x)/2— 23 de 
0 
n/10 pi 
134. J sin(5x + /2) dr LO J ga rata 
0 x 
Ù 1 D 
3t 9_ 6 
135. i e° dt (R zl — e )) 155. J nega] - i de 
0 1 n 
136. li el" di (R gle —e° ) 156. J h(x)Vsin a de 
3 1 T 
137. J e °° dx (R ale” - e) 157. J h(x)V1+ sine da 
2 0 
3 n 
138. J dr (R. ln 3) 158. J h(x)vcos x dr 
i 0 
5 n 
g si 
5 + T 
140. J de (R.n5) 160. i h(x) sin a dx 
1 
1 : & 
141. J SE da (R. 1n2) Integrazione per parti 
Ria I 
5 i Calcolare i seguenti integrali 
142. J de (r In 5) È 
bi SL 2 161. Ine dr (R.1) 
_° Ù 
143. ——d R.0 di 
La Ùà O) 162. li cinede (R. e? + 2e? 1n2 + 1/4) 
i 1 
144 —_d_ (R.7/2) ° 2 3 
“kh i=# 3 163. J x°Ineda (R.(2e° + 1)/9) 
i dr n 
145. Di Wer (R. 7/2) 164. J x sine dr (R.7) 
1/2 dx n/2 
146. | R.0 = 
Li. > ET (R.0) 165. J r cose de (R.7/2-1) 
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7/2 3 “Inr 
166. Ni x? cosa dr (R.7°/4- 2) 189. ni e. da (R.4-2ve) 
6 1 
T 1/2 
2 7 
167. di t° cost dr (R. — 47) 190. li rarcsina dr (R —T+ > 
a 5 28 16 
168. Di x sine da (R.7? — 4) 191. J sin? x dr (R.7/2) 
0 0 
169. ii x° sine dr (R.0) 192. J sin? e dr (R.7) 
1 pa 
170. J xe” dr (R.e— 2) 193. i cos? x dr (R. 7/2) 
0 0 
1 n 
71. J re dr (R.2-— 5/e) 194. i cos? x dr (R.7) 
0 Lai 
1 4 
172. fee da (R.e — 5/e) 195. Di META (R. 10/3) 
= 0 
Lo 1 
173. Ni xe da (R.6 — 2e) 196. Îi xV1-xdr (R.4/15) 
0 
2 
per. 32 bal 197. Mediante integrazione per parti si ottenga il 
174. ri t Intdt (R oi In2- 55) seguente integrale indefinito 
Tm, CALL I = 
175. . x° sine dr (R.73 — 67) fi V1+2e2dr= 
" La 2:3/2,2 _ 2 25/2 
v3 1 1 1 =3(1+7) e — gll+te) È 
176. J arctant dt (R "( i 3) - 52) ° . ù : Tr . 
a V3 4 2 198. Mediante integrazione per parti si ottenga il 
vi seguente integrale indefinito 
177. i arctant dt (R. v3arctan V3 — ln 2) fa ima 
178 e _ 2 313/23 4 35/2 
. x sin3r dr (R. 7/9) =g(1+% ) e — gl+® Di 
0 
7/2 199. Mediante integrazione per parti si ottenga il 
179. Fi a sinmesen de (R Tar” 3) seguente integrale indefinito (n naturale): 
0 +1 1 
di fermede= [me - | 
180. . r cos 2a dr (R.0) n+1 n+1 
pe 200. Mediante integrazione per parti si ottenga la 
181. J Sa (R. € (sin1 ol 4 3) seguente formula di riduzione (n e m naturali): 
0 « È = = x"7 (In a)” 
Î x(Inx)"dr= ——_—+ 
e n+1 
182. e" cosa dr (R. =(sin1+cos1)— 5) 
p 2 m n m_-1l 
0 _ fa (Ina) dx. 
1 DE nt 
183. Pi arcsin x dx (R. 2° 1) 201. Mediante integrazione per parti si ottenga il 
È seguente integrale indefinito 
1/2 x 48 ; 
184. J arcsin 7 dr (R. gr 1) & osbade (Sento + a cos n) s 
0 1a di ° a? + b? 
1 
: a te_ 202. Mediante integrazione per parti si ottenga la 
185. J arctan x de (R 4 In 2) seguente formula di riduzione: 
1 n pira 
186. J rarctanrda R. 7 _ 5) feos sd = 
ja è i _ cos” esine «BS 1 fed 
187. J Vrlnedr (r. ge + 5) n n i 
A i 203. Mediante integrazione per parti si ottenga la 
188. Ina ta (R.1/2) seguente formula (analoga a quella del precedente es- 


J 


Tr 


ercizio) 
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203. Mediante integrazione per parti si ottenga la 
seguente formula (analoga a quella del precedente es- 
ercizio) 


fs? cdr = 


n—-1 


sin TCOST n-1 io 
Sii ui sin" eda. 
n n 


Mediante integrazione per parti, verificare le seguenti 
cinque identità (f è un numero naturale). 
i 0, er È pari, 
204. | sinktdt= sac 
to 2/k, per k dispari 


205. / cos kt dt = 0 
0 
206. / tsinktdt= 1(-1)t7? 
0 k 
Ù 0. per È pari. 
207. | cosktdt= {15 per k dispari 
ur 27 k 
208. / t coskt dt = ni 1) 
0 


Calcolare per parti i seguenti integrali indefiniti. 


209. x sino dr 


(R. ©? cosa + 2a sine + 2c0s1 + c) 


r*Inedr (r. pr nea +e) 


/1-x?+c) 


arcsin x dx (R.rarcsiner + v 


212. t? cos 2t dt 


Ho © 
0: 


(R i sin 2t + LIBRO, L in 2t + ) 
‘3 3 15 c 


sia e FA 
1+cosx 
(r. (x + sinr)tan au + cosr + e) 


214. Si consideri la funzione 
f(x) := x(ef — eT*). 


a) Calcolare mediante integrazione per parti l’inte- 
grale 


1 
r= f Ff(x)da. 


b) Determinare se f è pari oppure dispari. 
c) Utilizzando i risultati dei punti precedenti deter- 
minare, senza eseguire calcoli, il valore dell’integrale 


l'= f(x) dx.(R.I=2/e,I' = 4/e) 


JT-1 


215. Si consideri la funzione f(x) = 2re! 7”, sull’inter- 
vallo [0. 2]. Tracciarne il grafico e calcolare, mediante 
integrazione per parti, l'integrale 


1: Jj {da 


Dimostrare che, per ogni r dell'intervallo [0,1]. si ha 
f(x) > 2a. Calcolare l’area A dell'insieme dei punti 
del piano le cui coordinate verificano le condizioni 0 < 
T<ZL1 2r<y< f(x). (RI=2e-4, A=2e—5) 


Integrazione per sostituzione 


Calcolare gli integrali seguenti mediante opportune 
sostituzioni (in particolare si considerino sostituzioni 


del tipo t = ar + b, oppure t = Var + db). 


216. J rtVvr+4dx 
0 


dr 
217. ——- da 
J V9- 2a 
1 
218. | x°VI=xdx 
Jo 


6 


xr+1 
219. 
vor 
220 [ SC da 
” VIl+a 


221. fx 4- x? dr 


v2/2 de — 


222. 
V1I- VI = 


0 
223. 

a Venti 
ui eV1- x? dr 


. Mediante la sostituzione x = cos 2? verificare che 


È a de = 


226. Mediante la sostituzione r + 1 = # verificare che 


P; 22 +1), 22 
Di RT 80 


227. Mediante la sostituzione x° +1 = # verificare che 


1 3 
Sire i, 
Jo (e2+18 16 


228. tei la sostituzione x = tant verificare che 


[ai 


29. Mediante la sostituzione x = 4sin?# verificare 


2 
i = 
dr =7-2. 
. dea 


230. Mediante la sostituzione sin x = + verificare che 


»arcsin + 
$ COST } 1 In5 
T__——— dr = -1n5. 
o 2c0s2x — 1 4 


231 Mediante la sostituzione f = 3r? + a? verificare 
che 
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- 67 
——= dx = 2. 
o Vv3r2+a? 


Calcolare i seguenti integrali mediante la sostituzione 
Gi 

t=tan_. 
2 


ua dr 
232. i ——_—_—_—_ 
Ò 1+sinx +cosa 


233. J a 
Ò l+sinx 
n/4 
234. a DE 
5 1+sinx 
235. f; La 
7/2 1- cosa 
n/2 
236. J as 
o 2+cosr 
237. J = 
0 2- cosx 


Calcolare i seguenti integrali definiti. 


1 
238. J V1-x2dax 
0 
1 


1 
239. —= dr 
o Valta? 
3a 1 
240. ——- dxr,a > 0 


a 
241. J a? — x? dr,a> 0 
0 


3 2 
x 
242. ——_—=- dr 
o V25— x? 
243 i È: d. 
: ——- dx 
o V4+2? 
> 1 
244. ——- dx 
o V4- 2 
1 3 
ss, i Ed 


o VI+? 


SE 
246. | 3 da 
D 4d- rx 


Calcolare i seguenti integrali indefiniti 


247. Sai 
Vr? +4x +5 
= 


248. ——_______- dr 
Va? -4r+3 


249. SE 
Vr? —-2r +8 


250. / rs 
251. Data f(x) := vcose, —7/2 < x < 7/2, calcolare 
F'(x). In base a tale risultato calcolare l’integrale 
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J 13. sine 
da 
ò Vcost 
252. Mediante la sostituzione x = sint + 1, mostrare 


che 


ta dr T 


——- da = +. 
1/3 V2x—x2 3 
Calcolo di aree di regioni piane 


253. Date le funzioni 


f(x) :=-sinz, g(x) = gsin Di, 


calcolare l’area della parte di piano compresa tra i 
grafici di f e g per0<x< 7. 


254. Data la funzione f(x) := x? — 8x + 18, calcolare 
l’area della parte di piano delimitata dal grafico di f 
e dalla bisettrice del primo quadrante. 


255. Date le funzioni 

f(a) = e =3; io Be 

calcolare l’area della parte di piano compresa tra i 
grafici di f e g e l’asse delle ordinate. 


256. Data la funzione f(x) := 23 — 3r° + 4, calcolare 
l’area della parte di piano compresa tra il grafico di f 
e gli assi coordinati. 


257. Data la funzione f(x) := e” + 4e7”, calcolare 
l’area della parte di piano individuata dalle condizioni 
0<x<l]n4, fe) uu £ 5. 


258. Date le funzioni 

f(x) :=cosr+v2, g(a):=sine, 0<r<27, 
calcolare l’area della parte di piano compresa tra i 
grafici di f e g e l’asse delle ordinate. 


259. Data la funzione 
T 
=In| — 
f(0) P | 41 


tracciare il grafico di f. Detta A una costante com- 
presa tra 0 e 1, calcolare l’area A(A) della parte di 
piano compresa tra il grafico di f, l’asse delle ascisse, 
e le rette di equazione rx = A e x = 1 (si suggerisce 
un'integrazione per parti). Calcolare infine il limite 
limi_0+ A(A). (R. 21n2) 


260. Calcolare l’area del quarto di ellisse di equazione 

2 2 
ni 
a b? 


contenuta nel primo quadrante. 


=1 


261. La funzione f(x) := x? — 1 ha segno variabile 
nell’intervallo [-2, 2). Tenendo conto di ciò, si calcoli 
l’area della regione di piano compresa tra il grafico di 


f. l’asse delle ascisse e le rette di equazione x = —2, 
dad. 
262. Stesso problema del precedente esercizio per la 


funzione f(x) := x3 — x. 


263. Stesso problema del precedente esercizio per la 
funzione f(x) := 8x° — 8r + 1. 

264. Stesso problema del precedente esercizio per la 
funzione f(x) := sin o 

265. Determinare l’area della regione di piano delim- 
itata dai grafici delle funzioni f(x) := sinx e g(x) := 
cos x, relativamente all'intervallo [0, 7]. 
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266. Stesso problema del precedente esercizio per le 
funzioni f(x) := cosx e g(x) := tanx, relativamente 
all’intervallo {0, 7/3]. 


267. Determinare l’area della regione di piano delim- 
itata dalle parabole di equazione y = x° + x — 1 e 
y=-2r +2r+1. 


268. Stesso problema del precedente esercizio per le 
parabole di equazione y = x°/4ey= —x?/4+x+12. 


269. Stesso problema del precedente esercizio per le 
curve di equazione y = x° — 3rey=-x° +. 

270. Stesso problema del precedente esercizio per le 
parabole di equazione y= x' ey = #7. 


271. Trovare l’area della regione di piano delimitata 
dal grafico di f(x) := 1/x3, dall’asse delle ascisse e 
dalle rette di equazione r = ler=2. 


272. Trovare l’area della regione di piano delimitata 
dal grafico di f(x) := 1/cos? x, dall’asse delle ascisse 
e dalle rette di equazione 7 = 0 e x = 7/4. 


273. Trovare l’area della regione di piano delimitata 
dalle curve di equazione 


ST” =, =, c=4. 
v°-% sos E 
274. Stesso problema del precedente esercizio per le 
curve di equazione 


y=22°, y=2, y=%2. 
275. Si consideri il grafico cartesiano della funzione 
f(a) := x — 23 nell’intervallo [0, 1). Determinare il 


coefficiente m della retta di equazione y = mx in modo 
che essa suddivida la regione delimitata dal grafico di 
f e dall’asse delle ascisse in due sottoinsiemi di uguale 
area. 


Il teorema della media integrale. Il teorema 
fondamentale del calcolo integrale 


Per ciascuna delle funzioni indicate negli esercizi se- 
guenti, determinare un punto € appartenente all’inter- 
vallo [a, b] specificato per ciascuna, in modo che valga 
il teorema della media integrale. 


276. f(a)=x?-x, a=0,b=2. 
277. f(x)=x?-x, a=-1,b=3. 
278. f(ar)=-x2+4, a=1,b=2. 


279. f(x)=-x2+4, a=0, bd > 0 arbitrario. 
280. f(x)=x*—4r+1,a=0,b=2. 
281. f(a)=ax*—4r+1, a<0 arbitrario, b= —a. 


282. f(x) = Asin 20, a=0,b=T/2. 


283. f(x) = Asin sar, d=0 6=:T. 


284. f(x) = A? sin? cr, a=0,b=T/2. 


285. f(x) = A? sin? sn, 


&=:0, banT/2, 


286. Sia f(x) = |x|: determinare la funzione integrale 
F(x):= la f(t) dt. 


287. Sia ancora f(x) = |x|: determinare la funzione 
integrale M(2) := is f(t) de. 


n intero > 0. 


288. Sia 
fa) :={ 
Determinare F(x) := | e f(t) dt. 


0, pera<0 
x, perx>0. 


289. Sia f come nel precedente esercizio; determinare 
Fa):= [fa 


290. Studiare la funzione 
f(x) = f exp(—t°) dt. 
0 


291. Si verifichi che se f : R — Rè una funzione 
pari, allora F(x) := di f(t) dt. è dispari. Si confronti 
con il precedente esercizio. 

292. Si verifichi che se f : R + Rè una funzione 
dispari, allora F(x) := È f(t) dt. è pari. 

293. Sia f una funzione definita e continua per x > 0, 
e sia 


F(x) := fio c>0. 


Controllare la correttezza delle seguenti affermazioni: 
- se f(x) > 0, allora F è crescente; 
- se f'(x) > 0, allora F è convessa. 


294. Studiare la funzione 


f(x) = f V/t(2- t) dt, VESTA 
0 
Studiare il grafico di f, verificando, in particolare, che 


esso ammette un punto di flesso. 
295. Studiare la funzione 


2x 1 
12) = f i 


Verificare che f è una funzione non negativa e mono- 
tona descrescente per x > In 2. 


> 0. 


Applicazioni geometriche dell’integrale 
Integrazione numerica 


296. Calcolare il volume del solido generato dalla 
rotazione completa attorno all’asse 7 del trapezoide 
della funzione 


f(a):i= Y1-z, 0<T<I1. 


297. Stesso problema del precedente esercizio per la 
funzione 


f(a):=xV1-38, 0<EESIL 


298. Stesso problema dei due precedenti esercizi per 
la funzione 


f(a):=eV1- 23, 0a. 
299. Studiare la funzione 
a? -4 
y= ———. 
Calcolare il volume V del solido generato dalla ro- 


tazione completa attorno all’asse x dell’arco di curva 
che ha per estremi i punti 


A=(2,0)e B=(t,vt? —4/t), con t reale > 2. 
Determinare per quale valore di t il volume del cilin- 
dro, avente per altezza AC, dove C è il punto di co- 


ordinate (t,0), e per raggio di base BC, è uguale a 
(3/2V). (R.t= 4) 
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300. Data l’ellisse di equazione x? + 2y° = 9. deter- 
minare su di essa i punti P tali che sia retto l'angolo 


FPF'. dove F e F' sono i fuochi della conica. Cal- 
colare inoltre il volume del solido ottenuto dalla ro- 
tazione di 180° attorno all’asse x dalla parte di piano 
delimitata nel primo e secondo quadrante dall’ellisse 
sopraindicata e dalla circonferenza di centro l'origine 
degli assi e raggio OP. 


301. Data la famiglia di parabole di equazione 


pod Sata Laa, m$ 0. 
m m 

verificare che si tratta di parabole a due a due con- 
gruenti. Si determini il luogo descritto dai vertici e si 
studi il relativo grafico cartesiano. Calcolare il volume 
del solido ottenuto dalla rotazione completa attorno 
all'asse y della parte di piano delimitata dal grafico so- 
pracitato, dall'asse r e dalle rette di equazioni x = 1 e 
r = 2. Stessa questione per il solido ottenuto dalla ro- 


tazione completa attorno all'asse x della stessa figura. 


(R. Il luogo richiesto ha equazione y = (1° + 1)/x?: i 
volumi valgono rispettivamente 37 e 55/24) 


302. Tracciare il grafico della funzione y = cos2r. 
Calcolare l’area della regione di piano limitata dal- 
l’asse delle ascisse e dall’arco di curva con estremi nei 
punti di ascissa x = 0 e x = 7/4. Calcolare il vol- 


ume del solido generato dalla rotazione della predetta 
regione di piano. (R. Area = 1/2. volume= 7° /8) 


303. Studiare la funzione 
st 


2+x° 


Calcolare l’area A della regione di piano racchiusa dal 
grafico di tale funzione, dalle rette x = 0 e x = 1 e 
y= 1. Calcolare il volume V del solido generato dalla 
rotazione completa della precedente regione di piano 
attorno alla retta y = 1. 


(R. A=1n(9/4), V = 27/3) 


304. [Joint Matriculation Board]. Le curve y = 7 — 
r°e xy = 6 si incontrano nel primo quadrante in due 
punti A e B. Calcolare l’area della regione di piano 


tacchi isa dalle due c pe Verificare che il volume 
del solido generato dalla rotazione completa attorno 


attorno all'asse y della precedente regione di piano è 


Yy= 


3_ 
FI 


(R. A = (1.6), B= (2.3): l’area vale 14/3 — 61n 2) 
305. Studiare la funzione 
y=sinr+ 3 sin 2x + È sin 37. 


Scrivere le equazioni delle tangenti al grafico di f nel- 
l'origine O e nel punto A = (7.0). Calcolare l’area 
della regione di piano compresa tra l’arco di curva di 
estremi O e A e le due tangenti. Calcolare il volume 
del solido generato dalla rotazione completa attorno 
all'asse 7 del precedente arco di curva. 

(R. Area = (3/8)7. volume = (49/72)7°) 


306. Studiare la continuità e la derivabilità della fun- 
zione 


Poeg)e= 


lez(e— 2)|+|a] 

E: ‘ 
Dopo aver tracciato il grafico. calcolare l’area della 
regione di piano limitata dalle rette 7 = 2 e r = È. 
con k reale maggiore di 2. e dalla curva. Calcolare 
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inoltre il volume generato da una rotazione completa 
attorno all’asse x dell'arco di curva avente per estremi 
i punti (2, 1) e (K. f(K)). 


(R. area= k*/3— k° +k-—2/83, 
[eo 1) 


4 
volume = — 
5 


307. È assegnata la famiglia di funzioni 


fa) = h(1 — cos 2), x € [0,27], 


dove h è un parametro reale > 0. Sia C4 la curva che 
rappresenta la funzione fn. Si tracci la curva Ci e da 
essa si deducano le caratteristiche di Cx. Si tracci la 
curva Ch, per h = 3/2. Si calcoli l’area A1 della regione 
di piano delimitata da C4 e dall’asse delle ascisse, e il 
volume Vi del solido generato dalla rotazione di C4 
attorno all'asse x. Si deducano i valori di An e V,. 


(R. A1= 27, Vi = 3r2, Ah = 2rh?,V, = 3r?h3) 


308. Data la funzione f(x) := 2— var, x > 0, 
determinare la costante positiva a in modo che la tan- 
gente al grafico di f nel punto in cui questo interseca 
l’asse delle x risulti parallela alla retta di equazione 
y= —r +2. La parte di piano delimitata dal grafico 
di f e dai due assi coordinati viene fatta ruotare at- 
torno all'asse delle x: calcolare il volume del solido 
generato. 


309. L'area di un quarto di cerchio di raggio unitario 
è data da 


1 
= 1-a?dx. 
4 ni 


Applicare al calcolo dell’integrale a secondo membro la 
regola di Simpson con tre valori distinti del numero di 
intervalli in cui viene decomposto l’intervallo base (si 
veda l’unità 5.7-2 della seconda parte: Materiali per 
il Laboratorio di Informatica). Utilizzare i risultati 
ottenuti per stimare numericamente 7. 


310. Mediante la funzione arcotangente si trova subito 


cf dr 
4 Jo L+%° 


Ripetere l'esperimento proposto nel precedente eser- 
cizio. Si confrontino i risultati ottenuti. 


Integrali generalizzati 
Esercizi di ripasso sugli integrali 


311. Si consideri l'integrale 


I = / x" cosr dx, 
Jo 


con n numero naturale. Determinare, per n > 2. una 
relazione ricorsiva tra In e In-2. Calcolare Io e 11: 
dedurne /5 e /3. 


312. Stesso problema dell’esercizio precedente per 
l'integrale 


Ta = | x" sinx dr, 
0 


313. Calcolare il limite 


Ù di 
lim ni dx. 
b-+5c 1 T 


314. Per ogni a > 1. calcolare il limite 


Cap. 5 — Integrali 


505 


© 88-08-1148 
b 
iù 
lim — da 
b-+ac pe 


315. Verificare che 


"i 
lim RI -—dr=+x. 
b-+00 1 TC 


316. Calcolare il limite 


vg 
lim 3 dr. 
bito fo 1+7 


317. Verificare che 


T SI <a 
_ = ga D — dx. 
4 i 1+a? sa sim f 1+a? da 


318. Calcolare il limite 


im S + de. 
a—-0 


319. Dimostrare che 


53 
lim l| — dr = +. 
a-0, PA pi si 


320. Per ogni a. con 0 < a < 1, calcolare il limite 


»1 
lim i LO 
a-0 Ja gr 


321. Determinare d in modo che risulti 


b 
1 1 

la=1-—. 

} sula V/3 


322. Determinare d in modo che risulti 


b 
Ri |sinx|dr = 3. 
0 


323. Determinare d in modo che risulti 


b 
/ Vceos? 2x dr = 2. 
Jo 


324. Le funzioni f e g. entrambe definite e continue 
sull’intervallo [0, 1]. sono legate dalla formula f(x) = 
g(1- 2). 


a) Verificare che i grafici cartesiani di f e 9g si possono 
ottenere l’uno dall’altro mediante una opportuna rif- 
lessione. 

b) Dedurre dal punto precedente. senza fare calcoli 
che 


. f(x)da 2 g(a) da. 


) Verificare l'uguaglianza del punto precedente medi- 
". il cambiamento di variabile t := 1— x. 


325. Sia f ‘una funzione continua sulla retta reale. 
periodica di periodo T : f(x +T) = f(x). per ogni x 
reale. Verificare che l’integrale di f su un intervallo 


di lunghezza T è invariante rispetto alla collocazione 
dello stesso intervallo: 


DE a+T 
il f(x) da = ti f(x) de, Va € R. 


326. Sia f una funzione affine: f(x) := ar + db. Veri- 
ficare che per ogni coppia di numeri reali a e b si ha 


(5 0-0= f sd 


Giustificare geometricamente il risultato ottenuto. 


327. Calcolare la media integrale Mi della funzione 
identità x —  sull’intervallo I := [ln2,1n3].  Cal- 
colare la media integrale M3 della funzione x + e 
sullo stesso intervallo. Calcolare infine, mediante inte- 
grazione per parti la media integrale M della funzione 


x — re ” sempre sullo stesso intervallo. 


In base ai risultati ottenuti, discutere il seguente enun- 
ciato: “La media integrale del prodotto di sue funzioni 
è uguale al prodotto delle medie integrali di tali fun- 
zioni”. 


328. Verificare che 


T/A 
J (tan + tana) dr = 


0 


miu 


Utilizzare tale risultato per calcolare l’integrale 


er /4 
/ tan? cdr 
0 


329. Verificare che 


2 
J x In(x° +1)dr = 
1 


330. Verificare che, per ogni coppia di numeri naturali 
nedm. si ha 


3 
In5—-ln2—-_. 
no —In 5 


a 


Foagi : d T, sen=m 
sinnrsinma da = - ; 
Re 0. altrimenti 
bi T., sen=m 
cosna cosma da = ; 3 
0. altrimenti 
-©n 


J sin na cosmada = 0 


(SUGGERIMENTO. Usare le formule di Werner: 7 pro- 
blema 2.4-9) 


331. Studiare la funzione 
_ 2(0r+1)? 
+4 
Determinare per quale valore di & € R*l’area.della 


regione di piano delimitata dagli assi coordinati. dal 
grafico della funzione data e dalla retta di equazione 


x = kè uguale a (4 +In4- 5). (Ri. &i=:2) 


332. Studiare la funzione 
G 
1+a?° 
Determinare per quale valore del parametro reale pos- 
itivo & l’area della regione di piano delimitata dalle 
rette di equazione x = 0 e x = È. dall'asse delle ascisse 
e dal grafico della funzione data. vale 1. (R.k= 
ez — 1) 


y= 


333. Studiare la funzione 


e 
1+x2° 


Calcolare l’area della regione di piano delimitata dal- 
l’asse delle ordinate, dalla retta y = 1/4 e dal grafico 


della funzione data. (R. 7/6- V3/4) 
334. Determinare il dominio della funzione 


f(r) :— Intan 5: 


y= 
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e dimostrare che 


fa=+ 


sine” 


Utilizzare i risultati ottenuti per dimostrare che 


feto | sec È | +c. 
sine 2 


Verificare questo ultimo risultato utilizzando le trasfor- 
mazioni 


1- cose = 2 sin” a sing = - sin - cos È 

2° 2 2 2 
335. In uno stesso riferimento cartesiano ortogonale 
tracciare le curve di equazione y = e ey=3— 4x — 
x?. Indicata con t la radice positiva dell’equazione 
e” = 3- 4x — x, verificare che l’area della regione 
di piano delimitata, nel primo quadrante, dalle due 


A “ 1 
curve e dall’asse y è data da 7t — t+ 3° - 2. 
336. I grafici cartesiani delle funzioni f(x) = e” e 
9(x) = ex sono tra loro tangenti in un punto. Deter- 
minare l’area della regione di piano delimitata dai due 
grafici in questione e dall’asse delle ordinate. 


337. [London University Entrance Examination Coun- 
cil). Una curva ha equazione y = x(r — 2)(ax +b), con 
a e b parametri reali. La curva è tangente all’asse 7 
nel punto x = 2 e alla retta y = 2x nell’origine. Dopo 
aver determinato a e b, studiare la curva così ottenuta. 
Verificare che l’area della regione di piano racchiusa 
dalla curva e da un segmento della retta y = 2x è 
uguale a 32/2. (R.a=1/2,b=-1) 


338. [London University Entrance Examination Coun- 
dl Si consideri la funzione periodica definita come 
segue: 


Jk Deere 
He} = { -1, perz e [1,2[ 


e f(x) = f(x +2), per ogni x reale. Tracciare il grafico 
di f nell’intervallo [-4, 4]. Determinare se f è continua 
per x = 3. Calcolare infine 


de i f(x) da. 


(R. La funzione è discontinua nel punto a = 3, / = 0) 
339. Si consideri la funzione polinomiale 
p(x) := (r — 2)}(ar +), 


con a e bd parametri reali. Si determinino tali parametri 
in modo che la divisione di p(x) per (r — 1) valga -2, e 
la divisione di p'(x) per (r—1) valga 2. Si studi la fun- 
zione così ottenuta. Si calcolino le aree delle regioni 
finite di piano limitate dall’asse delle ascisse e dalla 
curva grafico di p, giacenti rispettivamente nel semip- 
iano delle ordinate positive e in quello delle ordinate 
negative. 

(R. a = 4,b = —2; le aree valgono rispettivamente 
499/160 e 243/160) 


340. Studiare, al variare del parametro reale k, la 
famiglia I di curve di equazione 


sa) =2°+ (6-3) 24 (k-2)e-3 


Dimostrare, in particolare, che tutte le funzioni di D 
ammettono tre zeri e che i relativi grafici cartesiani 
passano per due punti fissi A e B. Determinare il 
luogo dei punti di flesso e studiare la funzione g così 
ottenuta. Calcolare l’area S della regione di piano 
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delimitata da g, dalla retta per A e B e dalla retta di 
equazione x = —1/2. 

(R. A(-1,0), B(0,—1/3); 

g(x) = -—2x3 — 3x? — 30 - 3; S= 33/32) 

341. [Maturità Scientifica 1979, scuola italiana di 
Buenos Aires]. La circonferenza di equazione x? + 
y° — 5r — 10y = 0 incontra l’asse x e l’asse y, oltre che 
nell'origine, nei punti A e B rispettivamente. Siano 
P un punto del segmento AB e P' la sua proiezione 
ortogonale sull’asse x. Si determini P in modo che 
sia massimo il volume V del solido generato dalla ro- 
tazione completa del triangolo OPP’ attorno all’asse 
x. Indipendentemente dalla questione geometrica, si 
studi la funzione V e si calcoli l’area della regione finita 
di piano limitata dalla curva che rappresenta la fun- 
zione V e dall’asse delle ascisse. 

(R. Indicata con x l’ascissa di P, il volume massimo 
si ottiene per x = 5/3. 


* 4 suna 
Si ha V(x) = gra — 102° + 252); l’area richiesta ha 
il valore (625/9)7) 
342. Siano m un numero reale e p un numero reale 
non nullo. Si consideri la funzione g definita per ogni 
x reale > —1 da 
g(a):=x° + mx+pIn(e +1) (0 
Determinare m e p in modo che la funzione derivata 
g' si annulli per 7 = 0 e x = 3/2. Sia f la funzione 
che si ottiene sostituendo nella (*) i valori di m e p de- 
terminati poco sopra, e sia C la curva che rappresenta 
F in un riferimento cartesiano ortogonale. Risolvere 
graficamente la disequazione 
x° —5r+5ln(r+1)<0. 


Dimostrare che la funzione f ha uno zero nell’inter- 
vallo ]2,3[. Scrivere l’equazione della tangente T alla 
curva C' nel punto di ascissa x = 3. Calcolare l’area 
A della parte di piano delimitata dalla curva C, l’asse 
delle ascisse e le rette di equazione 7 = 0e x =2. 


(R.m=—-5, p= 5; l'equazione di 7 è 
y= gr +5In4- È A=1) 


343. Studiare la funzione 


f(a)=r+yvc2+|c +22]. 


Analizzare, in particolare, la natura dei punti x = —1 
e x = 0, verificando che si tratta degli unici punti in 
cui f s'annulla. Calcolare l’area della regione di piano 
individuata dalle condizioni -1 < x < 0,0<y < 


f(x). (R. 1/6) 
344. [Baccalauréat 1987, America del Nord]. Si con- 
sideri la funzione f definita in R da f(x) := e(e"-2). 
Sia F la curva che rappresenta f in un riferimento 
cartesiano ortogonale. 


a) Si studi la funzione f. 


b) Si scriva l'equazione della tangente D alla curva F 
nel punto di ascissa x = In 2. 


c) Si tracci la D e poi la F. 
d) Calcolare l’area della parte di piano definita dalle 


condizioni 
-1<x<In2, f(e)<y<0. 


e) Determinare graficamente in funzione del parametro 
reale m. il numero delle soluzioni dell'equazione 


e-2e —m=0. 


f) Risolvere in R la disequazione 


App. 6 —- Integrazione delle funzioni razionali fratte 


507 


© 88-08-1148 


e? — De - 3 <0. 

(R. D ha equazione y = 4r—4]n2; l’area richiesta vale 
Le: 
e) ha una soluzione per m > 0, due soluzioni per 
—1 < m < 0 nessuna soluzione per m < —1. La 
disequazione finale ha come soluzioni gli x < In3.) 


345. [Baccalauréat 1987, Clermont-Ferrand]. 


a) Sia v la funzione numerica della variabile reale x 
definita su R\ {2} da 


-8+x 
3(r- 2) 


Determinare il segno di u(r) su D :=]2, 8[. 


— 2e 1 + 2; la disequazione proposta al punto 


ue) = 


b) Sia f la funzione numerica della variabile reale x 
definita su D da f(x) := Inu(x). 

Calcolare i limiti di f agli estremi di D. 

c) Calcolare f'(x) e dedurne le variazioni di f. 


d) Sia C' la rappresentazione grafica di f in un riferi- 
mento cartesiano ortogonale. Scrivere l’equazione della 
tangente T a C' nel punto A di ascissa 5. Tracciare 7, 
C e i suoi asintoti. 

e) Sia F la funzione numerica della variabile reale x 
definita da 


F(x):= (cr —8)f(x)-6ln(e-2). 
Dimostrare che F è una primitiva di f su D. 


f) Calcolare l’area della parte di piano limitata da C' 
e dalle rette di equazione y= 0 e x = 5. 


(R. L’area richiesta vale ln(64/27)) 


346. [Baccalauréat 1987, Antille, America centrale]. 
Sia (I) la successione definita nel modo seguente 


n/6 1 
Io = J D dx, 
0 CoSs* X 


T/6_. n 
sin” x 
La = —_dr,n > 0. 
b; cos? x 


Problemi ed esercizi per l’ Appendice 6 


a) Calcolare Io e l1. 


b) Dimostrare che, per ogni naturale n > 0 e per ogni 
x appartenente all'intervallo [0, 7/6), si ha 


c) Utilizzare il risultato del punto precedente per de- 
durre che la successione (In) è convergente e per cal- 
colarne il limite. 


(R.Io=1/V3,1=v3/2-1) 
347. Sia f(x) := asinrx + bcosa. Determinare i 


2 
parametri reali a e d in modo tale che f (7) =1 


4T 
ed inoltre f abbia un estremante nel punto x = 3: 


Studiare f e tracciarne il grafico nell’intervallo [0, 27]. 
Calcolare l’area della parte di piano delimitata dal 


grafico di f, dall’asse x e dalle rette 7 = 0 e 7 = Lia 
348. Sia 

Inez, per0O<x<e, 
Fe} IS pere<xc< 5. 


Tracciare il grafico cartesiano di f, esaminando, in 
particolare, i punti d’intersezione con l’asse delle as- 
cisse. Calcolare l’area della parte di piano contenuta 
nel primo quadrante, compresa tra l’asse delle x e il 
grafico di f. 


349. Si consideri la funzione 


f)= a =, peéa<3 


— |3-21nz, per x > 3. 


Tracciarne il grafico, esaminando, in particolare, la 
continuità e la derivabilità di f nel punto x = 3. Cal- 
colare l’area della parte di piano delimitata dal grafico 
di f x dall’asse delle ascisse e dalle rette di equazione 
cr=2ex=4. 


INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI RAZIONALI FRATTE 


Per ciascuna delle funzioni di seguito indicate, deter- 
minare una decomposizione in fratti semplici del tipo 


A B 
bia? #4 | 


x—- r2° 
dove x1 e 72 sono gli zeri reali del polinomio di secondo 
grado a denominatore. 


1. f(a):= #5: Baz) 
2. f(2):= È ii (RR + a) 
RO Ra) 
4. f(2):= DZ (R-371+ 43) 


—x Il 2 
5. = È — 
f(@) x+3r+2 (R x-1 34 
xr_-5 2, 1 
6. = ———_—_—_ È _ 
f(2) a-a-2 (R c+1 i 
—5r +3 —-2 3 
LS E S _ 
(2) a2-2x-3 (R c+1 4) 
3rx +5 -2 CL 
8. = i; - 
f(x) 2x2? — 8r+6 (R ata) 
2x-1 1 3 
9. = —_————_—a A 
fa= az eat) 
—18 3 3 
10. = ——_—_—_—_—_— ; —— 
FR 7-4 ri n 
11. Data la funzione 
fa 2x +1 


x? +3x — 4° 
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determinarne la decomposizione in fratti semplici del 
tipo 

A % B' 
a-1 +4 


calcolare infine l'integrale / f(a)da 
2 


(R. A= 3/5, B= 7/5; 
I = (3/5)ln4+(7/5)n(3/2)) 
Procedendo come nell'esercizio precedente. e tendendo 


conto anche dei risultati degli esercizi 1-10. calcolare 
i seguenti integrali. 


a 
ww 


2a 
12. J = da 
A a? — 1 
pn] [Sa 
ia / bi 12 
o € —5£+6 
1 
r+6 
14. da 
f T?-4 a 
0 
9x — 7 
15. da 
f 2a -8r +6" 
ti —T 
16. da 
J x? +3r +2 sa 
; t_-5 
* Bot 
—5r + 
18. ——_- da 
J a? -2r-3 iù 
0 È 
Za + 5 
19. ———___- di 
f 2a? — 8r +60" 
1 
2x-1 
ut J at Te+10°° 
4 È 
21. Ri a 
ò dr — 5 


Determinare una primitiva per ciascuna delle funzioni 
di seguito elencate. 


1 1 TC 
22. ZIA (R. 3 avetan 3) 
fa) x? +3 V3 V3 
1 2 4x +1 
23. f(x) := 3ELEFi (R. N i esi Ji ) 
il 2 DE + 
24. f(@) = Pisti (R. Wa arctan 
1 2 2xr— i 
25. f(x) = == R. v arctan 2) 
26. f(x) = = (R-È VII I. na 


Sfruttando i cinque esercizi precedenti, <_- 
una primitiva per ciascuna delle funzioni di seguito 
elencate. 


27. fa): IL 
sa ti E 


2x2 +r+1 
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TL 

29. f(a)= ——___- 
f(2) a+r+2 

dr — 5 
30. = 
}(a) x?-—x+1 

4rx +1 
31. f(x) = pe geaprar ag 


Sfruttando i dieci esercizi precedenti. determinare una 
primitiva per ciascuna delle funzioni di seguito elen- 
cate. 


x°-2x-1 
32. f(x) = i43 
3x2 +r+1 
FR ppi 
x3 —T 
34. f(x) s= roseenap) 
3x3 +x—5 
SAREI 
4x° — 1 
36. f(x) = di -s4$ 


Per ciascuna delle funzioni di seguito indicate. deter- 
minare una decomposizione in fratti semplici del tipo 


A B C 
+ 
x—-X1 T-tT2 


3e° — 12x + 11 


be Sa 


SR T Ma-Me=3 

(RH *nata 
38. f(x) := ES sa 3) 

(R a 
39. f(2):= ie 

(RA -L «al 
40. f(2):= 7 aa es 

(Ra È rg 
ie 5x2 + 18r +15 


(cr +1)(r +2)(c +3) 


(R ca dg Ai 
‘x+1 xr+2 r+3 
In base ai risultati dei cinque precedenti esercizi, cal- 

colare i seguenti integrali 


© 3r°-Deeil 
basti J r-lle-e-D 


0) n 32 p 
6x2 — 22x + 18 
Ì IO sd 
* Dj is- Dea 9 


1/2 ic 
da J __40°-50+38 jp 
o (@-De+Lble-2) 


App. 6 — Integrazione delle funzioni razionali fratte 


509 


© 88-08-1148 


1 i 5 
45. 3 8542 su 
O) 


(r+1)(r+2)(c-2) (R.81ln2—1n3) 


1 2 e 

5x° + 18x +15 
46. ————_—_—__-d 
o @+D(7+2)(1+3) 


Per ciascuna delle funzioni di seguito indicate, deter- 
minare una decomposizione in fratti semplici del tipo 


A Br+C 
ax? + ba + c' 


(R.3ln4—21n3) 


dd 


essendo ax? + br + c un trinomio privo di zeri (= ir- 
riducibile sul campo reale). 


siti 
48. f(x) := el 
(R. È * = ") 
(R. x - DE eri) 
50. f(x) := ii 
(R. # ‘a Provi) 
si. fa e. 
52. fla)= x +2r +6 


(cr +1)(e? — 1 +3) 


ih S) 
ita 


In base ai risultati dei sei precedenti esercizi, calcolare 
i seguenti integrali 


x? +2r 
53. 
/ (@-1)(c2+r+1) 
1/2 Ha 
sa. | rr gi 
o (€—-1D(e+x+1) 
1 2 
55. 3x° +2x+1 de 


(c +1)(2x2+x+1) 


(R È ln2- e arctan Ra — arctan di ) 
2 2V7 VT VI 


= °° 3x2125+3 
i O EPRORTTE 
5x2 — 7r 


n da 


1 
(RS vi [aretan Fi arctan V3Big] _ £ 1n3) 


3 2 
r°+2r+6 
il — ESSI 
J +)? -r+3) 


Calcolare gli integrali delle seguenti funzioni razionali 
fratte: 


13 
dai / ila (R.10/3 — 71n(3/2)) 
o E+2 


. —— dx R.ln2— 1/2 
60 | Gel I (R.ln /2) 
45°-3 
s1. f - — da (R.70/3+51n2) 
$ r-2 
LL une 
r°+3x 505 a 2) 
= T .— l 5)- — 
62 { raf da (R 32 n(7/5) 24 
"o 3 
e, | tg, (r. Sinboi sin 3) 
9 x2—-1 D 
1 A 
4. R.0 
6 È, aa ( ) 


E T 
Sg pre Lee 
n J 2° -2r +10 


(r. 5 In n + ; arctan 3) 
1 
dr Ri 
66. hi "=" Ion (r. In 5) 
o (€+1)(22+1) 2 
1 


3x2 — x 3 
Si eni (R In 5) 


68. Calcolare l'integrale indefinito 


sax —-1 
——_- da 
[È : 


determinando la decomposizione in fratti semplici del- 
l’integrando nella forma 
AB. Cr+D 


x È Tr? È x2+3° 


(R be-l _oe-1 . 1- 5x ) 
‘a41+3x2 3x2 3(72 +3) 


69. In base al risultato del precedente esercizio calco- 
lare l'integrale 


* Soi 
TT di 
J ni + 352 © 


70. Pierino si è dimenticato che per trovare una prim- 
itiva di una funzione razionale fratta in cui il grado 
del numeratore è maggiore o uguale al grado del de- 
nominatore occorre prima dividere il numeratore per 
il denominatore: dovendo integrare la funzione 

ne. 
x2 — 4° 


il nostro amico cerca una decomposizione in fratti sem- 
plici del tipo 

e __ A ap 
x-4 x-2° x+2° 
Che cosa gli succede quando cerca di trovare le costanti 
A e B? 
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71. Si debba integrare una funzione razionale fratta 
propria, cioè p(x)/g(x), con p di grado inferiore a 
quello di g, e q ammetta soltanto zeri semplici. Si 
verifichi che i coefficienti della decomposizione 


A y An 
p(r) _ e Ao SR A 


q(x) x-x. x-sx2 


T_- In 
si possono determinare moltiplicando primo e secondo 
membro per (x — xx),k = 1,2,..., n. e successiva- 


Esercizi e problemi per il Capitolo 6 
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mente ponendo x = xx nell’uguaglianza ottenuta. Si 
ritrovino, con questo metodo, le decomposizioni rela- 
tive agli esercizi 37-41. 


72. Con il metodo descritto nel precedente esercizio 
si valuti 


MI sa 
x3 + 3x2 — 10x 


1. Scrivere i primi quattro termini della serie 
È nt 
= 10° +n° 
(R. 1/11, 2/102, 3/1003, 4/10004) 


2. Scrivere i primi quattro termini della serie 


va 9 
resi 


n=1 


(R. 1/11, 1/1111, 1/111111, 1/11111111) 


3. Scrivere l’espressione del termine generale della 
serie 

10 + 100 i 1000 + 10000 

T 9 11 13 

(I numeratori sono in progressione geometrica, i de- 
nominatori in progressione aritmetica.) 


(R. an = 10"/(2n + 5)) 


4. Scrivere l’espressione del termine generale della 
serie 


LG, BT, 
D'd0 


(R.an=(2n—1)/2n) 
5. Scrivere l’espressione del termine generale della 
serie 
1 3 5) 7 
atatgatat: 
(I numeratori sono in progressione aritmetica, i de- 
nominatori in progressione geometrica.) 


(R.an=(2%"-—1)/2") 


6. Scrivere l’espressione del termine generale della 
serie 


2 3 4 
2 3 4 5 
3+(£) +(4) +($) Dass 


(I numeratori ed i denominatori delle frazioni indicate 
sono in progressione aritmetica.) 


(R.an={[(n+1)/(4n-1)]") 


7. Scrivere l’espressione del termine generale della 
serie 


sila cat 
22.3 2:34 


Pipes 
(R.an=2"/n!) 


8. Scrivere l’espressione del termine generale della 
serie 
1 1 
9 11 ECC 
(R. an = (-1)"/(2n+1)) 


9. La somma dei primi n termini di una serie è espressa 

dalla formula sn = n° + 3n; determinare l’espressione 

dell’n-simo termine della stessa serie. 
(R.an=2n+2) 


10. La somma dei primi n termini di una serie è 


espressa dalla formula sn = n? — 2n; determinare 
l’espressione dell’n-simo termine della stessa serie. 


(R. 3n° — 3n-—1) 


11. Su un segmento di lunghezza d viene costruita 
una semicirconferenza; su una delle due metà viene 
costruita un’altra semicirconferenza. Così si prosegue, 
costruendo ogni volta una semicirconferenza di diame- 
tro pari alla metà di quella precedente. Si chiede di 
calcolare la somma delle lunghezze di tutte le semicir- 
conferenze così costruite. (R. rd) 


24 
3 


d 


12. All’interno di un quadrato di lato L si costruisce 
un altro quadrato congiungendo i punti medi dei lati; 
all’interno di questo si costruisce un terzo quadrato 
con la stessa regola e così via. Calcolare la somma dei 
perimetri e la somma delle aree di tutti i quadrati così 


costruiti. (R. 4L(2+ v2);2L? ) 


13. Stesso problema dell’esercizio precedente, a par- 
tire da un esagono regolare di lato L. (R. 6V3L?) 


14. Su uno dci lati di un angolo avente l'apertura di 
30° si considera il punto avente distanza a dal vertice; 
da questo si manda la perpendicolare all’altro lato, dal 
piede di questa perpendicolare al primo lato, e così 
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via. Si chiede di calcolare la lunghezza complessiva 
dei segmenti di perpendicolare tracciati. 


\ 


(R. a(2+ v3)) 


15. Utilizzare la serie geometrica per trovare le frazioni 
generatrici dei seguenti allineamenti periodici: 
a) 1,12; b) 0,57: c) 0,345. 


16. Determinare per quali valori di x le due serie 
seguenti convergono: 


i dre hw bee, 
1+xe (1+2)? (1+2)3 (1+a)t UU 
1 l+x (1+ 2)? 
1+3r' (1+32)? (1+32)3 


Dimostrare che la somma della prima serie è uguale a 
1/2. 

(R. La prima serie converge per x > 0; la seconda per 
L<-1/2e perx>0.) 


17. Studiare la convergenza della serie 
‘bai 
9 si 0 ID 24 

(R. Serie convergente con somma 4/3.) 
18. Studiare la convergenza della serie 
bill 
2° 8 dl 
(R. an = n/(3n — 1); la serie diverge positivamente in 
quanto il termine generale non tende a 0.) 
19. Studiare la convergenza della serie 

1 2 3 4 5) 


Per peepnm 
vV3 3 3v3 9 9v3 


(R. an = n/3"/2; la successione dei rapporti an+1/an 
tende a 1/v3, dunque ... .) 


20. Studiare la convergenza della serie 
+00 
Va 
241 
n=1 
(R. Si ha an < 1/2", dunque ... .) 


21. Studiare la convergenza della serie 
4.2 -3° 
n=1 


(R. Il rapporto an+1/@n tende a 1/2, dunque ... .) 


22. Studiare la convergenza della serie 


n=1 

(R. Il rapporto an+1/an tende a 2, dunque ... .) 
23. Studiare la convergenza della serie 

1 2 3 4 


(R. an = n/(10" — 1): la serie diverge in quanto il 
termine generale ... .) 


24. Studiare la convergenza della serie 

+00 ne 

Dagr 

n=1 

(R. Il rapporto an+1/@n tende a 1/3, dunque ... .) 


25. Calcolare la somma della serie 
+00 


il 
d. n(n+1)(n+2) 0 

ali + 1 - 1 + 
CID deg © Beda 


Si cominci con una decomposizione in fratti semplici 
di an del tipo 
1 A B Cc 
n(n+1)(n+2) n n+10n+2 
(R. A=172,B=-1,C=1/2,8=1/4) 


26. Calcolare la somma della serie 


+00 1 

d. (2n— 1)(2n +1)(2n+3) — 
scatto ta 
1-84 get sere 

Si cominci con una decomposizione in fratti semplici 

di an del tipo 


1 
(2n—-1)(2n+1)(2n+3) 
E ichest. 
2n-1 2n+1 2n+3 
(R. A=1/8,B=-1/4,C=1/8,s=1/12) 
27. Calcolare la somma della serie 
> 2n+1 
n?(n +1)?" 


n=1 


Si cominci con una decomposizione in fratti semplici 
di an del tipo 
2n+1 _A B 
n2(n+1)? n° (n+1)?° 
(R.A=1,B==1,s=1) 


28. Calcolare la somma della serie 


(2n- 1)(2n+1) 
n=1 
Si cominci con una decomposizione in fratti semplici 
di an del tipo 
lei 
(2n—-1)(2n+1)  2n-1' (2n+1) 


(R. A=1/2,B=-1/2,s= 1/2) 
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29. Il primo e il secondo termine di una serie geomet- 
rica sono rispettivamente 2 e r. Determinare per quali 
valori di x la serie converge e dimostrare che la somma 
della serie è maggiore di 1 per qualunque valore di x 
per cui è assicurata la convergenza. 

Posto x = 1/2. determinare il minimo intero positivo 
n per il quale la somma parziale n-esima differisce 
dalla somma della serie per meno di 271°, 


(R. La serie converge per |r| < 2: n = 6.) 


po: Trovare la somma della serie i pui termini > o 
e aree dei quadrati aventi per lato Ie ordinate della 


curva y = 2!7" corrispondenti a valori interi positivi 
di x. 


(R. Si ottiene la serie geometrica di primo elemento 1 
e ragione 1/4: la somma vale 4/3.) 


31. Verificare che la serie 


(i) 


k=0 


è convergente per r > —1/2 e che la sua somma è una 
funzione crescente di x su tale intervallo. 


32. Determinare per quali valori di 7 ambedue le serie 


geometriche 
+oc +oc k 

-1)fat, = 
vene Y(13 
k=0 R=0 


sono convergenti. Dette s1(r) e sa(x) le rispettive 
somme, dimostrare che s1(r)sa(r) = 1. 


(R.-1/2<x<1) 


33. Determinare per quali valori di x converge la serie 
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+50 2r k 
(#4) 


k=0 

e calcolarne la somma. 

(R. La serie converge per ogni x reale con somma 
(2° +4)/(a? — 2r +4).) 


34. Determinare per quali valori di x converge la serie 


Lai 


e calcolarne la somma. 


(R. La serie converge per x < —2/3 e per x > 4, con 
somma (3r — 5)/(3r — 12).) 


35. Mediante confronto con la serie armonica. sta- 
bilire la divergenza delle seguenti serie 


+90 +00 +0 

3: 1 n+1 > 3 
2n+ 3° 2n2+n+1° n+5° 

n=0 n=0 n=0 


36. Mediante confronto con la serie armonica gene- 
ralizzata (cfr. esempio 6.2-2), stabilire la convergenza 
delle seguenti serie 


= 1 “e 1 i 8n 
Bier ron ra 


37. Studiare mediante il criterio del rapporto le se- 
guenti serie 


+09 È +00 


+oc 
n n! l+n 


ni” nn° 7° 
n=l n=1 n=0 


Esercizi e problemi per il Capitolo 7 


APPLICAZIONI 


Polinomi di Taylor 


1. Calcolare il polinomio di Taylor di primo grado 
relativo alla funzione f(x) := v# e al punto iniziale 
« Wa 30 


(RT) sala a 3 z0)) 

In base al risultato del precedente esercizio, si dia un 
valore approssimato per ciascuna delle quantità di se- 
guito indicate. utilizzando il punto xo specificato in 
ciascun caso. 


VIMIVATE to=3 

3. v8.89: Cgye=3 
4. 100.2: xo = 10 
5. v99: to = 10 
6. x/25,. Li to = 5 
fe 25: 01; to=5 


8. V24.99: ro = 5 
9. V0,088: x0=0,3 
10. v0.24: co = 0,5 
LL. yi to= 1 
12. v0.99: ro = 1 


13. Scrivere il polinomio di Taylor di secondo grado 
della funzione f(x) := 1/(1+ x) e al punto iniziale 
ro = 0. Verificare che tale polinomio si può ottenere 
dall’analogo polinomio relativo alla funzione g(x) := 
1/(1- x) (cfr. esempio 6.3-2) scambiando x con —x. 


14. Calcolare il polinomio di Taylor di primo grado 
relativo alla funzione f(x) := sinx e al punto iniziale 
To = T/4. 

15. In base al risultato del precedente esercizio, cal- 
colare un valore approssimato per sin(0.7). tenendo 
presente che 7/4 = 0.785... . 


16. Dalla formula di De Moivre 


(costr +isinr)? = cos3r + isin3r. 
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si può dedurre la formula 
sin3r = 3sinr — 4sin? a. 


che esprime sin3r in funzione di sinx (si riveda il 
problema 2.5-15). Sostituendo x al posto di 3x si ot- 
tiene la formula 


. ._ TL a 

sino = 3sin 4sin° +, 
3 9 

da cui si deduce che la conoscenza della funzione seno 
sull’intervallo [0, 7/6] implica la conoscenza della stessa 
funzione sull’intervallo [07/2] e dunque su tutta la 
retta reale. Procedendo come nell'esempio 7.3-7. si 
valuti l'errore che si commette quando si sostituisce 
sin con 
T3(x) = Ti(a) = x — x3/6 sull’intervallo [0, 7/6]. 
Si tenga presente che 7/6 = 0,523... < 0,6 = 3/5. 


(r. L'errore non supera — 120 5a (3) = 0.000648 ) 


17. Problema analogo a quello precedente: si chiede 
di valutare l'errore relativo alla sostituzione di sin x 
con T5(a) = Ts(xa) = a—x*/6+x?/5040 sull’intervallo 
(0, 7/6]. 


(R. L'errore non supera 6 - 109) 


18. Si chiede di valutare l'errore relativo alla sosti- 
tuzione di cos x con T3(r) = T3(x) = 1-2? /2 sull’inter- 
vallo [0, 7/6]. 


19. Problema analogo a quello dell’esercizio prece- 
dente: si chiede di valutare l’errore relativo alla sosti- 
tuzione di cos r con Ti(x) = T5(r)=1—x2/2+x'/24 
sull’intervallo [0. 7/6]. 


20. Scrivere i polinomi di Taylor di secondo grado per 
le funzioni (v. problema 4.7-16) 


f(x) := cosha, g(x) := sinhe, 


e di punto iniziale ro = 0. Ricordiamo che la fun- 
zione coseno iperbolico e seno iperbolico sono definite 
mediante le formule 
e + e7® : e — e 7° 
i sinhai= —————— 

2 2 
21. Scrivere i polinomi di Taylor di grado n per le 
funzioni 


cosh x := 


f(x) := cosha, g(x) := sinha, 


e di punto iniziale ro = 0: verificare che i polinomi 
di Taylor del coseno iperbolico contengono soltanto 
potenze pari di x, i polinomi analoghi del seno iper- 
bolico contengono soltanto potenze dispari di x. 


22. Verificare che la derivata del polinomio di Taylor 
di grado n della funzione coseno iperbolico fornisce il 
polinomio analogo di grado n — 1 della funzione seno 
iperbolico e viceversa. Esaminare la stessa questione 
per le funzioni seno e coseno (si rivedano gli esempi 
7.3-4 e 7.3-5). 


238. Scrivere i polinomi di Taylor di secondo grado 
della funzione f(x) := V1+x+2x? relativi ai punti 
iniziali ro =0ex0=1. 

(R. Ta(a) = 1+x/2+(7/8)x?; 
1) +(7/64)(x — 1)?) 


24. Scrivere il polinomio di Taylor di secondo grado 


T2(x) = 2+(5/4)(x- 


della funzione f(x) := e”. Verificare che tale poli 
nomio si può ottenere dall’analogo polinomio relativo 
alla funzione g(7) := c” scambiando v con —.w. 


25. Scrivere il polinomio di Taylor di secondo grado 
della funzione f(x) := (1+ x)®, a reale, relativo al 
punto iniziale ro = 0. 


(RI) =l1l+ar+ steli) p) 


26. Si utilizzi il risultato del precedente esercizio (con 
a = 1/2) per determinare un valore approssimato per 
ciascuna delle due radici 


VI.I v0.99. 


Si confronti con i risultati degli esercizi 11 e 12. 


27. Si utilizzi il risultato dell’esercizio 25 (con a = 
1/3) per determinare un valore approssimato per cias- 
cuna delle quantità 


Y1.1 0.99. 


28. Stesso problema per i numeri 


Y81 &7.95 27.05  V26.99. 

29. Siano f e g due funzioni definite sulla retta reale, 
quattro volte derivabili. Si dimostri che se f(1) = 
g(1). (1) = gl2(1), per k = 1,2,3, e f®(1) < 
9° (1). allora esiste un intorno di 1 tale che per tutti 
i punti di esso (diversi da 1) si ha f(x) < g(@). 


Calcolo approssimato delle soluzioni di una 
equazione 


Avvertenza: Una trattazione completa degli esercizi 
di questa sezione può richiedere l’utilizzo di un elab- 
oratore, secondo le linee mostrate nei Materiali per il 
Laboratorio di Matematica. 

30. Verificare che l'equazione cost = x ammette 
un’unica soluzione nell'intervallo 0 < x < 7/2: de- 
terminarla numericamente. 

31. Stesso problema del precedente esercizio: si chiede 
di determinare preventivamente in quale dei due in- 
tervalli [0.7/6]. oppure [m/6.7/2] giace la soluzione 
cercata. 

32. Verificare che l'equazione 2x + sinv = 3 am- 
mette un'unica soluzione nell’intervallo [0,7]: esam- 
inare il problema della determinazione numerica di 
tale soluzione. 

33. Stesso problema del precedente esercizio; si chiede 
di determinare preventivamente in quale dei due inter- 
valli [0, 7/2]. oppure [7/2, 7] giace la soluzione cercata. 


34. Studiare numericamente l'equazione sinra = 1—x. 


35. Studiare numericamente l'equazione e” = cos x. 


36. Verificare che l'equazione x? — x — 1/2 = 0 am- 
mette un'unica soluzione nell’intervallo [1,2]. 


asterminar gpu ericamente tale soluz ione. $ pdliare 
nt ella soluzione ottenuta, confe ntandola con 
a so uzione stessa ottenuta per via analitica. 
37. Verificare che l'equazione 4r — cost = 0 ammette 
un'unica soluzione nell’intervallo [0, 7/2]: studiare il 
problema della sua determinazione numerica. 


so: Data l'equazione x3 — 2x° — 1 = 0, determinare 


intervallo della retta reale contenente una ed una 
sO a soluzione: studiare il problema della sua determi- 


nazione numerica. 


39. L'equazione x* + 2x — 1 = 0 può essere scritta in 
forma equivalente 
1 


(a +29) =16e= 2773 
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Ci siamo così ricondotti al problema della determi- 
nazione di un punto fisso della funzione 


1 
a2+2° 


Verificare che esiste una ed una sola soluzione nel- 
l'intervallo [0, 1] dimostrando che 


(€) := 


- © trasforma tale intervallo in se stesso, 

- si ha |&'(x)] < 1/2 sullo stesso intervallo. 

dunque è applicabile il metodo delle approssimazioni 
successive. Si applichi tale metodo e si determini nu- 


mericamente la soluzione cercata con un’approssima- 
zione inferiore a 1/100. 


40. Stesso problema del precedente esercizio: ora però 
si utilizza la forma equivalente 


(x) := 


Studiare il problema della convergenza del metodo 
delle approssimazioni successive. 


41. Utilizzando il “metodo di Erone” mostrato nel- 
l'esempio 3.7-3, si calcoli V10 a partire dal valore ap- 
prossimato ro = 4, con quattro decimali esatti. 


42. Studiare la convergenza del metodo delle ap- 
prossimazioni successive applicato alla funzione 
(x) :=> 2 Lt 1 

SF rt 
a partire dal valore iniziale ro = 2. Calcolare espli- 
citamente almeno le prime tre iterazioni del metodo 
stesso. 


43. La funzione f(x) := x° — x — 1/2 è continua e 
derivabile su tutta la retta reale e possiede uno zero 
nell’intervallo [1, 2] (perché?). Volendo applicare il 
metodo delle approssimazioni successive, si può scri- 
vere l'equazione f(x) = 0 in una delle due forme 


cr=@1(x):=x° — 5: 

oppure 

r= @2(x) iii 
2x 


Quale delle due forme consente l'applicazione del me- 
todo stesso? 


Per ciascuna delle funzioni dei quattro esercizi seguenti 
si determini un intervallo del tipo (n, n + 1], con n in- 
tero, tale che la funzione ammetta in esso uno zero. Si 
determinino esplicitamente i primi tre intervalli gene- 
rati dal metodo di bisezione. 


44. f(x):=x° —x-1 
45. f(x):=x° +3r-1 
46. f(x) := x? — cosx 
at. f(a):=x*-x- ve, x>0 


Ciascuna delle equazioni dei sette esercizi seguenti am- 
mette una soluzione nell’intervallo [0, 1]. Si giustifichi 
tale affermazione tracciando il grafico di @. Si studi 
poi la convergenza del metodo delle approssimazioni 
successive. 


1 


48. v= @(«): 5’ +3). 


1 
49. r= @(x):= 5 COST. 
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50. r = @(xr) := 3 c+1 
51. e=@(x) = 3@ — 243) 
52. r= (x) = a 3 
1 

53. r=@(x):= er 

1 
i Sd pa 


Ciascuna delle equazioni proposte nei cinque esercizi 
seguenti è equivalente all’equazione r° +r—2= 0 (si 
verifichi tale affermazione), che ammette la soluzione 
x = —2. Studiare in ciascun caso la convergenza 
del metodo delle approssimazioni successive a partire 
dall’approssimazione iniziale ro = 3. 


55. r=@(x):=2-x? 


56. r= (x) :=vV2-x 

sm. acdlo=i-1 
L 

58. r=@(x):=x-—k(x°+x-2), k#0 
2 

sp. sedie x#-1 


Per ciascuna equazione proposta nei quattro esercizi 
seguenti, determinare un intervallo della retta reale 
contenente una soluzione; si studi poi la convergenza 
del metodo di Newton a partire dall’estremo destro 
dello stesso intervallo. 


60. f(x) :=x*—-7=0 

61. f(x) :=x°+3x° -8=0 
62. f(x) :=x°3+3r-1=0 
63. f(a):=x'-3r8-3=0 


64. Si vuole determinare il punto della curva di equa- 
zione y = e” che ha distanza minima dal punto A = 
(3.0). Per fare ciò si scriva, in funzione di x, il quadrato 
della distanza di A dal punto (x,e”); si calcoli la 
derivata prima di tale funzione e poi si risolva nu- 
mericamente l'equazione che si ottiene uguagliando a 
0 la derivata ottenuta. 


65. Si consideri la successione (rn) definita ponendo 


Lo :="2 
1 2 


Si rappresenti il grafico della funzione 


f()= 3(27+ 3) 


Se ne deduca che per ogni n, tn > 0 e più precisa- 


mente x, > 2. Dimostrare che (rn) è descrescente. 
Dedurne che essa converge e calcolarne il limite. 


Tn+1 = 


Equazioni Differenziali 


Risolvere le seguenti equazioni differenziali del primo 
ordine a coefficienti costanti, con le condizioni ini- 
ziali specificate per ciascuna. Dopo aver calcolato la 
soluzione, verificarne l’esattezza. 
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66. y' = 3y, y(0)=1 
67.y=2y+1, y(1)=0 
68. y = -4y+2, y(0) = 0 
69. y=-y+4, y(1)=1 
70. y =4y+1, y(0) = 1/2 
71: y =y+2; y(1)=0 
72.y =y+2, y(0) = 0 
73.y=-y+2, y(1)=0 
T4A.Y=-y+2, y(0) = 0 
75.y=-y+2, y(0)=1 


Risolvere le seguenti equazioni differenziali del pri- 
mo ordine a coefficienti variabili, con le condizioni in- 
iziali specificate per ciascuna. Dopo aver calcolato la 
soluzione, verificarne l'esattezza. 


7 

76. y' = + y(1)=1 

77.y =-xy+2x, x>Q@(0)=1 
78.y =xy-%, y(0) = 0 
79. y = 2xy, y(0)=1 
80. y=2xy+%, g(d)=i 
81. y=-y+e”, y(-1)=1 
82. y=(1-r°)y, y(0)=1 


Determinare la soluzione generale delle seguenti equa- 


zioni differenziali lineari del secondo ordine a coeffici- 
enti costanti. 


83. y” +64 +8y=0 

84. y" — 2y'+2y=0 

85. 4y” — 8y/+5y=0 

Risolvere i seguenti problemi di valori iniziali 
86. y" +29 —-3y=0, y1)=y(1)=1 

87. y"+2y+5y=0, y(0)=0,y(0)=1 
88. y"+4y+4y=0,  y(-1)=1,y/(-1)=2 
89. y+2y—-3y=9, y1)=y(1)=1 

90. y” + 2y' +5y = —10, y(0)= 0,y/(0) = 1 
91. y"+4y+4y=9, y(-1)=1,y(-1)=2 


Determinare la soluzione generale delle seguenti equa- 
zioni differenziali. 


92. y' = 3y 
08. g/= —2y 
94. y = sinx 
95. y' = cosa 
96. y=x? —2 
97. y" = 


98. Dimostrare che l’equazione differenziale 


n i 

DE 
rappresenta una famiglia di parabole che hanno in co- 
mune l’asse di simmetria e la tangente nel vertice. 


y 


99. Risolvere l’equazione differenziale 


y=(c+1)(y-2). 


Determinare la soluzione particolare che si ottiene me- 
diante la condizione y(0) = 0. Dopo aver tracciato il 
grafico di tale soluzione particolare, si delineino grafi- 
camente le caratteristiche della famiglia di curve che 
rappresentano la soluzione generale. 


(R. Soluzione particolare: 
2 


y)=2U1-exp(7)): 


soluzione generale: 


> 


n 
L; — 2 po) —_—_—_—_m 
y(®) +cep (552) 
100. Si verifichi che l'equazione differenziale 


y'+y-2y=x°+2x+1 


ammette una soluzione particolare sotto forma di poli- 
nomio di secondo grado. Calcolare tale soluzione e 
dedurne la soluzione generale della stessa equazione. 


101. Si verifichi che l’equazione differenziale 
y' +2y' =5y= 2cosr 

ammette una soluzione particolare sotto forma 
y(x) = Acosr + Bsine. 


Calcolare tale soluzione e dedurne la soluzione gene- 
rale della stessa equazione. 


102. Si verifichi che l’equazione differenziale 
y' +9y = cos3x 

ammette una soluzione particolare del tipo 
y(x) = x(Acos3x + Bsin3x). 


Calcolare tale soluzione e dedurne la soluzione gene- 
rale della stessa equazione. 


103. Una colonia di batteri è tenuta in coltura su 


un disco di area 100cm°, La crescita della colonia è 
regolata dall’equazione differenziale 


da 
dt 
dove x è l’area, in centimetri quadrati, della superficie 


del disco ricoperta dopo t giorni. Risolvere l'equazione 
differenziale, sapendo che al tempo iniziale t = 0 la 


colonia occupa un’area di 1cm?. Verificare che il tasso 
di crescita della colonia è massimo per # = 5 e che 


l’area occupata è, in tal caso, di circa 40cm?. Tracciare 
il grafico di x in funzione di t per t > 0. 


(R. x = 100 — 99exp(—t°/50)) 


t 
= 33(100— 2), 
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1. Trovare l'errore nella seguente “dimostrazione” che 
ogni numero del tipo 10” + 1 è divisibile per 9. Si ha 


10"*! +1= 10-10" +1=(9+1)10" +1=9-10" + 
10" +1. 


Dunque, se 10” + 1 è divisibile per 9 lo stesso vale per 
10”*!, da cui l’enunciato. 


2. Trovare l'errore nella seguente “dimostrazione” che 
ogni numero naturale è uguale a zero. 

Sia P(k) la proprietà “ogni numero naturale non su- 
periore a & è uguale a zero”. Si ha che P(0) è vera. 
Supponiamo che P sia vera fino ad un assegnato n, e 
consideriamo la proprietà P(n + 1). Per ipotesi, ogni 
numero non superiore a n è nullo, dunque, in partico- 
lare. sono nulli 1 e lo stesso n: ne segue che n + 1 è 
nullo, dunque P(n + 1) è vera. 


3. Trovare l'errore nella seguente “dimostrazione” che 
ogni insieme finito ha gli elementi tutti uguali tra loro. 
La proposizione è vera per gli insiemi costituiti da un 
solo elemento (i cosiddetti “singoletti”). Supponiamo, 
per induzione, che l’affermazione sussista per gli in- 
siemi di n elementi, e consideriamo un insieme costi- 
tuito da n + 1 elementi: 


E := {ro. 1. c2 "ROERO Cal. 
Per l'ipotesi induttiva, i due insiemi di n elementi 
{ro.c1,.c2 RATE Han, {x1.2, 13 PRIA Ca} 


hanno, ciascuno, tutti gli elementi tra loro uguali, cioè 


To = TX; = X2=.... = Tn-1. Trl=%x2= 3 = 
sino 

Ne segue che 

Xo=%1=%2=...=Tn-1= Tn; 


dunque la proposizione sussiste per gli insiemi di n+1 
elementi. 

4. Verificare che 7!=5040 è divisibile per ogni intero 
compreso tra 1 e 10. Ne segue che esso è divisibile per 
11? 

5. Stabilire per induzione la validità della disugua- 
glianza 


6. Stabilire per induzione la validità dell'uguaglianza 


E E 
ca (£+1)! (n+1)! 


7. Stabilire per induzione la validità dell'uguaglianza 


ur vr_ @-1)nn+1) 
23 1)k= n 


8. Dimostrare che, per ogni coppia di numeri reali a 
e b. sussiste la doppia disuguaglianza 


la+b___lal+bl la] ib] 
1+|a+b| 7 1+|a|+[b| T1+|a|  1+|b| 


(Suggerimento. Si cominci col dimostrare che la fun- 
zione ( — t/(1+ t) è crescente per £ = 0.) 


9. In una certa nazione, il costo della vita cresce ogni 
anno del 10%. E vero che dopo 5 anni è cresciuto del 


50%? È vero che dopo 10 anni il costo della vita è 
raddoppiato? 


10. In genere una autovettura si deprezza ogni anno 
del 12% del suo valore. Calcola il valore di una mac- 
china, acquistata nuova, dopo 5 anni che è stata com- 
perata. 

11. Un malato riceve per iniezione quantità uguali 


di una certa medicina. E necessario che, ad ogni is- 
tante, la concentrazione di tale sostanza non vada al di 
sotto di un minimo. Sappiamo che l'organismo elim- 
ina questa sostanza secondo la relazione: 


C(t) Pa ke 79111550. 


con t > 0, essendo C(t) la concentrazione al tempo t, 
espresso in ore, & = C(0) la concentrazione immedi- 
atamente dopo che è stata fatta la prima iniezione. 
La seconda iniezione viene fatta quando la concen- 
trazione è caduta al valore &/2. Calcolare 


a) il tempo tra la prima e la seconda iniezione: 


b) la concentrazione immediatamente dopo la seconda 
iniezione: 

c) la concentrazione T ore dopo la seconda iniezione; 
d) quante ore dopo la seconda iniezione occorre farne 
una terza per mantenere la concentrazione non al di 
sotto del valore &/2. 

12. Dimostrare che l’espressione a costr +bsin 7, dove 
a? + b? > 0. si può scrivere nella forma 


Acos(r— 7) 

con un’opportuna scelta delle costanti A e 9. 
[SUGGERIMENTO. Si moltiplichi e si divida per A := 
Va? + b? e si usino le formule di addizione.) 


13. Siano a, 8 e y le misure degli angoli di un trian- 
golo acutangolo: si verifichi che 


tanatanBtany = tana + tan 8 + tan 9. 
14. Calcolare i seguenti limiti 


lim [Ve?2+2x+3-(c+1)); 


T-+-00 


lim [Vre2+2r+3-(c+1)]: 


15. In base alla legge degli esponenti, si verifichi che, 
per ogni x reale, si ha 


et = et Flelt], 

dove s'intende che [x] sia la “parte intera” di x (vale 
a dire l’approssimazione intera per difetto del numero 
stesso). Se ne deduca che se la funzione esponenziale è 
nota sull’intervallo [0, 1], essa è nota su tutta la retta 
reale. 

16. Dalla formula di De Moivre 


(cosa + isin x)? = cos3x + i sin 3x, 

dedurre la formula 

sin3r = 3sinr — 4sin? x, 

che esprime sin 37 in funzione di sin x (si riveda il pro- 


blema A.2-15). Sostituendo x al posto di 3x si ottenga 
la formula 
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ÙI side +. BL 
sing =3sin—- —4sin°—. 
3 3 


Se ne deduca che la conoscenza della funzione seno 
sull’intervallo [0. 7/6] implica la conoscenza della stessa 


funzione sull’intervallo [0.7 /2]. 


17. Combinando il risultato del precedente problema 
con le formule (da verificare) 

sin(-x)=—sinz. sin(7—x)=sinz, 

sin(r +27)=sinz. 

si deduca che la conoscenza della funzione seno sull’in- 
tervallo [0. 7/6] implica la conoscenza della stessa fun- 
zione su tutta la retta reale. 

18. Verificare che le formule 

sin3r = 3sinx — 4sin? x. 

cos3r = —3cosr — 4c0s5 x, 

si possono dedurre una dall'altra mediante derivazione. 


19. L’ago di una macchina da cucire si muove secondo 
la legge 


y(t) = ; sin(127t). 


t in secondi. y in cm. 


a) A quale distanza dalla piastra della macchina si 
trova la punta dell'ago quando è nella posizione più 
elevata? 

b) Quanti punti fa al secondo? 

c) La velocità con cui si muove l'ago è y'(t): quanto 
vale tale velocità quando la punta dell’ago raggiunge 
la piastra della macchina? 


20. Sia f una funzione non negativa. derivabile per 
ogni x reale. Si verifichi che se in un punto xo si ha 
f(xo) = 0. allora necessariamente f'(x0) = 0. 


21. Sia f una funzione non negativa. In base alle 
regole per la manipolazione delle disuguaglianze. si 
verifichi che i punti di massimo e di minimo relativi. 
così come gli intervalli di crescenza e di descrescenza, 
delle due funzioni f(x) e g(x) := f?(x) sono gli stessi. 
Nell'ipotesi che f sia due volte derivabile per ogni x 
reale, si ritrovi lo stesso risultato calcolando le derivate 
prima e seconda della funzione g. È vero che i punti 
di flesso di f coincidono con quelli di g? Si consideri, 
ad esempio. la funzione f(x) :=1+ sine. 


22. Siano f e g due funzioni definite sulla retta reale. 
e sia f monotona crescente. Si verifichi che le due fun- 
zioni g(x) e f(9(x)) hanno gli stessi punti di massimo 
e di minimo relativi, così come gli stessi intervalli di 
crescenza e di decrescenza. Nell'ipotesi che le funzioni 
f e g siano due volte derivabili. si ritrovi lo stesso 
risultato calcolando le derivate prima e seconda della 
funzione composta r — f(g9(x)). 


23. Della funzione f(x) si sa che f(x) = ax? — 2. 
dove a è un parametro reale. Dimostrare che f è com- 
pletamente determinata dalle seguenti condizioni: 


- il punto x = 0 è un estremante: 

-f(1)=0; 

- f1)=2. 

24. Dedurre dal “teorema del valor medio” (cfr. Prop. 


4.5-2 e il relativo corollario 3) che, per ogni coppia di 
numeri positivi a e bd. con a < b. si ha 


Prà late 
pe ga 


Dedurne che, per ogni naturale n > 0. 


Il 
i <In(n+1)-Inn<-. 
n+1 n 


Da quest’ultima dedurre infine che 


1 1 
Il+s+ueko She +#1) 
2 n 


s 


e dunque la serie armonica (cfr. esempio 6.2-1) diverge 
positivamente. 


25. Un serbatoio di gasolio ha la forma di una sfera. 
Si misura la quantità di gasolio contenuto in esso me- 
diante un bastone immerso verticalmente che permet- 
te di misurare l'altezza del gasolio nel serbatoio. Il 
serbatoio ha una capacità di 2500 litri. 


a) Mostrare che il raggio della sfera è (approssimati- 
vamente) r = 0.85 m. 


b) Il volume V di gasolio è espresso in funzione dell’al- 
tezza h dalla relazione 
h 


V(h)==(h° +3r°), 


G Osh2P 


Rappresentare graficamente la funzione fa + V(h). 


c) Quanti litri di gasolio sono stati consumati se l’'al- 
tezza h scende da 100 a 99 cm? E quando scende da 
10a9 cm? 


26. In un contenitore a forma di semisfera cava di rag- 
gio r viene appoggiata un'asta pesante di lunghezza 
2L. con 2r < 2L < 8r (v. figura seguente). Calcolare 
la posizione in cui il baricentro dell’asta è al livello 
minimo, cioè la posizione di equilibrio dell'asta. 


(R. cosp = (L+VL? + 32r?)/8r) 


27. Data la funzione f(x) := asin?x — sinr + 1, 
determinare per quali valori del parametro reale a essa 
è non negativa. Con tale limitazione, determinare per 
quale valore di a vale 47 l’area della parte di piano 
compresa tra gli assi cartesiani. il grafico di f e la 
retta di equazione x = 27. 


28. Determinare il valore del parametro reale a? nella 


funzione f(x) := va? — x? in modo che l’area della 
parte di piano delimitata dal grafico di f e dall’asse 
delle ascisse nel primo quadrante valga 8/3. 
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29. Le equazioni x = cosht, t reale, rappresentano il 
ramo dell’iperbole equilatera di equazione x? — y? = 1 
che è contenuto nel primo e quarto quadrante. Veri- 
ficare che l’area del triangolo mistilineo O AP, dove 
A = (1,0) e P = (cosht, sinht), vale t/2. 


(Suggerimento. Ci si può limitare a considerare un 
punto Po = (0,0) = (coshto,sinhto) con to > 0. 
L’area del triangolo mistilineo AP H è data dall’inte- 
grale 


co 
J x? — ld, 
1 


che può essere calcolato mediante la sostituzione x = 
cosht.) 


30. Data la funzione f(x) := ax(x — b)}, determinare 
i coefficienti reali a > 0 e d in modo che il grafico 
di f abbia un flesso nel punto (2, 0) e che valga 8/5 
l’area della parte di piano delimitata dal grafico delle 
funzioni e dall’asse delle ascisse. 
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Capitolo 1 NUMERI REALI 


i Laboratorio 1.1-1 
Divisione intera 
La determinazione del quoziente e del resto della divisione dell'intero n per l’intero 
m # 0 è direttamente implementata in tutti i linguaggi orientati alla matematica. La 


tabella seguente fornisce i nomi delle funzioni che nel testo sono chiamate div e mod 
(quoziente intero e resto) in alcuni dei più diffusi linguaggi: 


] 


DERIVE TI-92 MATLAB Maple Mathematica 


FLOOR(n,m) intDiv(n,m) fix(n/m) iquo(n,m) Quotient[n,m] 
MOD (n, m) mod(n,m) rem(n,m) irem(n,m) Mod[n,m] 


Nel sistema DERIVE è indifferente usare la minuscole oppure le maiuscole (esso non 
è case sensitive), a differenza, ad esempio di Mathematica e, in generale, di tutti i 
sistemi che utilizzano internamente il linguaggio C. 


EE Laboratorio 1.2-1 
» Rappresentazione decimale dei numeri razionali 


La seguente funzione, scritta nel linguaggio di DERIVE. consente di esaminare i resti 
che si generano nella divisione di p per q: 


resti(p,q):= iterates(mod(10 r, q), r, mod(p,q)) 


La sequenza di resti si arresta quando viene trovato il primo resto ripetuto. Ad 
esempio. se viene generato il vettore di resti (4, 6, 14. 7.16.14). si avrà un antiperiodo 
di 2 cifre e un periodo di 3 cifre (è stato sottolineato il resto ripetuto). 
Si studi la seguente funzione, che sfrutta l’iterazione di un funzione che agisce su un 
vettore bidimensionale v = (©. v2): 
rd(p,q):= 

iterates([mod(10-v, ,q),floor(10-v;,q)], v, [mod(p,q),floor(p,q)]) 


Si ricordi che floor(p,q) fornisce la parte intera del quoziente p/q. Per introdurre 
una variabile con indice, ad esempio vj. occorre digitare v sub 1. 


(. Laboratorio 1.2-2 
— Rappresentazione decimale dei numeri razionali: 
periodo e antiperiodo 


La lunghezza dell’antiperiodo è computabile direttamente dalla scomposizione in fat- 
tori primi del denominatore g: essa coincide con il più grande tra gli esponenti dei 
fattori 2 e 5 in tale fattorizzazione: 


q=2°-55.7°-.... =. (lunghezza antiperiodo) = maxfa. 8}. 


Sc g* è q “depurato” dci fattori 2 c 5: 
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= 2% .54.g*, dove MCD(g*,10) = 1, 
allora la lunghezza del periodo è il minimo esponente naturale n per cui 
mod(10"”,g*)= 1. 


La seguente funzione, scritta nel linguaggio del sistema Mathematica, realizza le idee 
precedenti: le variabili lunap e lunpe vengono utilizzate per il calcolo della lunghezza 
dell’antiperiodo e del periodo rispettivamente. 


In[1]:= rdf[p_,q-]:= 
Module [{r = Mod[p,q], c = Quotient[p,q]l, k= 0, 
cifre = {}, q0, lunap, lunpe = 0, stampa}, 
lunap = Length[FixedPointList[(GCD[10 #, ql)&, 1]]-2; 
(* lunghezza dell’antiperiodo *) 
q0 = q/GCD[q,10°lunap]; 


Irilg0 3 1, 
k = 1; While[Mod[107k,q0]!=1, k++]; 
lunpe = k; 


]; (&* lunghezza del periodo *) 
stampa = ToString[c] <> "."; 
Do[c = Quotient[10 r,q]; 

r = Mod[10 r,q]; 

AppendTo [cifre, ToString[c]], 

{lunap+lunpe} 
Ji 
stampa = stampa <> StringJoin[Take[cifre, lunap]] 

<> "/" <> StringJoin[Drop[cifre, lunap]]; 

stampa 


] 
Esempi: 
In[2]:= rd[1,8] 
Out [2]= 0.125/ 
In[3]:= rd[1,7] 
Out [3]= 0./142857 
In[4]:= rd[1,28] 
Out [4]= 0.03/571428 
In[5]:= rd[1,17] 
Out [5]= 0./0588235294117647 


La barra viene utilizzata per separare le cifre dell’antiperiodo da quelle del periodo. 
Suggeriamo di studiare la funzione nel linguaggio di DERIVE: 


lunpe(q) := if(gcd(q,10)=1, 
dimension(iterates(mod(10-k,q), k, 1)) - 1, 
"dato errato") 
Essa calcola la lunghezza del periodo della rappresentazione decimale di una frazione 
di denominatore g. nell'ipotesi che q non ammetta i divisori 2 e 5. Provare tale 
funzione col numero q = 113. 
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«& Laboratorio 1.6-1 
= Calcolo della radice ennesima 


Riportiamo una funzione, scritta nel linguaggio del sistema Mathematica. che calcola 
l'approssimazione decimale per difetto con kmax cifre esatte della radice n-sima di 
a> 0. 


In[1]:= rad[n_Integer?Positive, a_?Positive, kmax_Integer?Positive]:= 

Module [{k, c, x, cifrePartInt}, 

x = 1; While[x®n< = a, x = x+1]; 

x = x-1; (* parte intera *) 

cifrePartInt = StringLength[ToString[x]]; 
(* numero cifre della parte intera *) 

Do[c = 9; 

While[(x+c/107k)"n > a, c = c-1]; 

x = x + c/10°k, {k,1,kmax} 

]; (* calcolo di kmax cifre decimali *) 
N[x, cifrePartInt+kmax] 
] 


Esempio. Calcolo di 4 con 20 cifre decimali: 


In[2]:= rad[3,4,20] 
Out [2]= 1.58740105196819947475 


i Laboratorio A.4-1 

». Precisione di macchina 
Riportiamo un programma per il calcolo della precisione di macchina nel linguaggio 
della calcolatrice TI-92 (il simbolo + denota l’assegnazione): 


:imacheps() 
:Prgm 
:setMode("Exact/Approx","APPROXIMATE") 
o a K 
:L.4 x 
:While 1.+ x > 1. 
x/2 > x 
k+1 — k 
:EndWhile 
‘Disp 2x, k-1 
:EndPrgm 


La TI-92 fornisce i valori 44 e 5.68434 - 10714 = 2744, 
Ed ecco una versione nel linguaggio del sistema Mathematica: 


macheps := 
Module[{k = 0, x = 1.}, 
While[1.+ x > 1., x = x/2; k++]; 
Print [k-1]; Print[2x] 
] 
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Laboratorio A.4-2 
Rappresentazione binaria dei numeri razionali 


Il seguente programma nel linguaggio di Mathematica determina la rappresentazione 
binaria (= in base due) del numero razionale p/q. con p e q positivi. 


In[1]:= rbin[p_,q-]:= 
Module [{r = Mod[p,q], c = Quotient[p,q]l, k= 0, 
cifre = {}, q0, lunap, lunpe = 0, stampa}, 
lunap = Length [FixedPointList[(GCD[2 #, ql)&, 1]]-2; 
(* lunghezza dell’antiperiodo *) 
q0 = q/GCD[q,27lunap]; 
If[q0 > 1, 
k = 1; While[Mod[27k,q0]!=1, k++]; 
lunpe = k; (* lunghezza del periodo *) 
Ji 
stampa = ToString[c] <> "."; 
Do[c = Quotient[2 r,q]; 
r = Mod[2 r,q]; 
AppendTo [cifre, ToString[c]], 
{lunap+lunpe} 
Ji 
stampa = stampa <> StringJoin[Take[cifre, lunap]] 
<> "/" <> StringJoin[Drop[cifre, lunap]]; 


stampa 
] 
Esempi: 
In[2]:= rbin[1,7] 
Out [2]= 0./001 


In[(3]:= rbin[1,5] 
Out [3]= 0./0011 


In[4]:= rbin[1,10] 
Out [4]= 0.0/0011 


Laboratorio A.4-3 
Soluzione di un’equazione di secondo grado 


Il programma seguente risolve un'equazione di secondo grado a coefficienti reali ax? + 
be +c = 0.a # 0. Nel caso di radici reali e distinte. esso utilizza la formula risolutiva 
per il calcolo di quella. tra le due radici. che non comporta pericolo di cancellazione: 
l’altra radice viene determinata sapendo che il prodotto delle radici vale c/a. 


program equadue (input, output); 
var 
a; bi; € delta, red, xl, 22, re, im : ‘feal; 
begin {lettura dei coefficienti } 
write(’a = ?); readln(a); 
until a <> 0; 


?); readln(b); 
writeln; write(’c = ’); readln(c); writeln; 


writeln; write(’b 
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delta := b*b-4*a * Cj 
if delta > 0 then 
begin 
rad := sqrt(delta); 
if b >= 0 then 
x1 := (-b - rad) / (2 * a) 
else 
xl = (-b + rad) / O #.a); x2 0 / (a x1); 


writeln(’due radici reali e distinte:’); 


writeln; woitelaOz1 = ?, g1 8 7 8): 
writeln; ‘vriteln(@52 => >, x Ts 3); 
end 
else if delta = 0 then 
begin 
xi :=<b/ @a& 2J; 
writeln(’una radice reale doppia: ’); 
writeln; uriteln@Ox= ?, xl: Ta 3); 
end 
else 
begin 
re := -b / (2 * a); im := sqrt(abs(delta)) / (2 * a); 
writeln(’due radici complesse coniugate: ’); 
writeln: writeln(*zi = *, re i7 18, } +, im è 7:38, 1%) 
writelns writeln(#22 = *, re (17 13,  — 2, ima 753, ® 1°); 
end; 
end. 
Laboratorio A.4-4 


Aritmetica in precisione variabile 


Come abbiamo detto nel testo, il sistema Mathematica consente di definire insiemi di 
numeri di macchina con base e precisione a scelta dell'utente. 

Scegliamo un sistema a base 10 con precisione di due cifre. Mostriamo come la 
somma dei reciproci dei numeri naturali da 1 a 30 (si tratta della somma parziale 30- 
esima della serie armonica, | esempio 6.2-1) dia risultati diversi, secondo che si inizi a 
sommare dall’addendo più grande oppure dall’addendo più piccolo: il secondo metodo 
fornisce sistematicamente risultati più accurati. Infatti nel primo caso le somme 
parziali via via accumulate crescono mentre l’addendo che viene aggiunto diminuisce: 
nel secondo caso tanto le somme parziali quanto il secondo addendo crescono e di 
conseguenza diminuisce il pericolo di cancellazione. 


In[1]:= H30 = Sum[1/n,{n,1,30}] 
cut 1]= 9304682830147 
2329089562800 


In[2]:= N[%, 10] 

Out [2]= 3.994987131 

In[3] := Needs["NumericalMath‘ComputerArithmetic‘"] 
In[4]:= SetArithmetic[2,10] 


Out [4]= {2, 10, RoundingRule — RoundToEven,ExponentRange — {-50,50}, 
MixedMode — False,IdealDivide — False} 
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In[5]:= listai = Table[ComputerNumber[1/n], {n,1,30}]; 
In[6]:= sommati = Fold[Plus,0,lista1] 
Out [6]= 3.80 
In[7]:= lista2 = Reverse[lista1i]; 
In[8]:= somma2 = Fold[Plus,0,lista2] 


Out [8]= 4.00 


Cambiamo il sistema di numerazione, aumentando la precisione. Entrambi i risultati 
sono più vicini al valore esatto, ma il secondo risultato è migliore del primo. 


In[9]:= SetArithmetic[3,10] 
Out [9]= {3,10,RoundingRule + RoundToEven,ExponentRange — {-50,50}, 
MixedMode — False,IdealDivide — False} 


In[10]:= listai = Table[ComputerNumber[1/n], {n,1,30}]; 
In[11]:= sommai = Fold[Plus,0,listai] 

Out [11]= 4.000 

In[12]:= lista2 = Reverse[lista1]; 

In[13]:= somma2 = Fold[Plus,0,lista2] 

Out [13]= 3.990 


FUNZIONI 


Laboratorio 2.2-1 
Divisione tra polinomi 


Lo schema per l'esecuzione della divisione tra polinomi si può tradurre nel seguente 


Algoritmo. DIVISIONE TRA POLINOMI. 
I registri R(n), R(n-1)...., R(0), B(m), B(m-1)....,B(0), contengono, nell’ordine, i 


coefficienti an. Gn-1. --.. 00 € dm. Bm_1: « --: do. dei polinomi p e d; si suppone bm # 0 
en < m < 0 (l'algoritmo non verifica tali ipotesi). Vengono assegnati ai registri 
Q(n-m).Q(n-m-1)..... Q(0) e R(m-1),.R(m-2)...., R(0).i coefficienti cn-m, 
Cn-m=1: --.: Co e rispettivamente Tm_-1. Tm-2; ---;: ro dei polinomi q e r tali che 
p=qd+r. 


0. NenMe-m 

1. per K da N-M a0. con passo — 1, ripetere: 

1.1 Q(K) R(M + K)/B(M) 

1.2 per JdaM+K-1a K, con passo —], ripetere: 
1.2.1 R(J) — R(J)—- Q(K)- B(J- K) 

2. per K da N—-M a0. con passo — 1, ripetere: 

2.1 stampare Q(K) 

3. per K daM-1a0. con passo — 1, ripetere: 

3.1 stampare R(K) 

4. fine 
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Il dividendo viene inizialmente scritto in un“vettore” R di celle della memoria che, al 
termine dell’algoritmo, contiene, nelle sue componenti di indici m — 1,m—-2,...,1,0, 
i coefficienti di uguale indice del resto. 

I coefficienti del quoziente vengono determinati secondo valori decrescenti dell’indice; 
non appena un coefficiente stato determinato, il prodotto di tale coefficiente per il 
divisore viene sottratto dal polinomio memorizzato nel vettore A. 


L’istruzione 1. significa che l'indice K assume successivamente i valori N — M, N — 
M_-1,..., 1,0: stesso significato per le istruzioni analoghe. 


Segue una traduzione in Pascal. 


program pdiv (input, output); 
{Divisione tra polinomi} 
var 
m, n, k,j: integer; r: array[0..10] of real; 
b : array[0..10] of real; q: array[0..10] of real; 
begin 
write(’grado del dividendo = ’); readln(n); 
writeln; writeln(’introdurre i coefficienti’); 


writeln(’secondo le potenze decrescenti della variabile’); writeln; 


for j := n downto 0 do 
begin 
write(*a[*, j 1,4 71 = ?); readln(re[j1) 
end; 
writeln; write(’grado del divisore = ’); readln(m); writeln; 
for j := m downto 0 do 
begin 
write(b[?, j 3 1, /] = >); readln(b[j]) 
end; 
for k := n - m downto 0 do 
begin 
qlk] := rim + k] / b[m]; 
for j := m + k - 1 downto k do 
eil «= el] - gl & bbj — kl; 
end; 


writeln; writeln(’coefficienti del quoziente :’); writeln; 
for j := n - m downto 0 do 

walteln(?ql”, 3 ® 1, 2]J= *, all a 100: 6); 
writeln; writeln(’coefficienti del resto :’); writeln; 


for j := m — 1 downto 0 do 
uribeln©Ce 4 gg i, se ?,ebla i0: 6) 
end. 


Nei sistemi di calcolo algebrico più sviluppati il calcolo del quoziente e del reto della 
divisione tra polinomi sono direttamente disponibili. Nel sistema Maple provvedono 
allo scopo le funzioni 


quo[p(x).d(x),x] e ren[p(x).d(x). x]. 
Nel sistema Mathematica sono disponibili le funzioni 


PolynomialQuotient[p(x),d(x).x] e PolynomialRemainder[p(x), d(x). x]. 
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Laboratorio 2.2-2 
Regola di Ruffini-Horner 


Il seguente programma in Pascal calcola quoziente e resto della divisione di un poli- 
nomio assegnato per un binomio del tipo x — ro. I coefficienti del polinomio vengono 
introdotti da tastiera secondo le potenze decrescenti della variabile indipendente. 


program Horner (input, output); 

{Divisione di un polinomio per il binomio x - x0} 

var 

n, j: integer; x0 : real; a : array[(0..10] of real; 
begin 

write(’grado del dividendo = ’); readln(n); 

writeln; 

writeln(’introdurre i coefficienti’); 

writeln(’secondo le potenze decrescenti della variabile’); 
writeln; 
for j := n downto 0 do 

begin 

write(’al[’, j: 1, ?] =’); readln(a[j]) 

end; 
writeln; 
write(’divisore = x - ’); readln(x0); 
for j := n - 1 downto 0 do 

a[j] al] + «0 * abi #1]; 
writeln; 


writeln(’coefficienti del quoziente: ’); 


writeln; 

for j := n downto 1 do 

WeLteli(@ql*, 3 e i, j8* @0] a 10% 6): 
writeln; 


write(’resto = pil”, x0: 104 6 ‘)= >; al] = 10: 6); 


end. 


Utilizzando il linguaggio del sistema Mathematica possiamo dare una versione molto 
compatta della regola in esame: 


In[1]:= Horner[lista_,x_]:= Expand[Fold[ x #1 + #2 &, O, listal] 


La funzione Horner calcola il valore nel punto x del polinomio i cui coefficienti (ordi- 
nati secondo le potenze decrescenti della variabile) sono contenuti in lista 


Esempi: 

In[2]:= Horner[{1,2,-3}, 4] 
Out [2]= 21 

In[3]:= Horner[{a,b,c}, x] 
Qut[3]= (Ce#bx + a x°2) 
In[4]:= %//TraditionalForm 


Out [4] //TraditionalForm= ax? + br +c 
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Laboratorio 2.2-3 
Zeri razionali di un polinomio a coefficienti interi 


La funzione seguente calcola gli (eventuali) zeri razionali del polinomio p a coefficienti 
interi. dove coeff è la lista dei coefficienti ordinati secondo le potenze decrescenti 
della variabile: si suppone che il primo e l’ultimo elemento di tale lista non siano 
nulli. La funzione verifica le ipotesi sui coefficienti ed utilizza la funzione Horner 
definita nella precedente unità. 
In[5] := radiciRazionali[coeff_] := 
Module [{lista}, 
If [VectorQ[coeff,IntegerQ] A (Last[coeff]*First[coeff] # 0), 
lista= Flatten[Outer[Times, 
Divisors[Last[coeff]],1/Divisors[First{[coeff]]]]; 
lista = Union[Join[lista, -lista]]; 
Print["Candidati:"]; Print[lista]; 
lista = Select[lista, Horner[coefficienti, #) == 0 &]; 
Print["Radici razionali:"];Return[lista], 
Print["coefficienti non accettabili"] 
] (* fine If x) 
] 


Esempi: 


In[6] := radiciRazionali[{6,1,2,-1}] 
"Candidati:" 


BE 


"Radici razionali:" 


Out [6]= {i} 


In[7]:= radiciRazionali[{5,1,2,2, 3}] 
"Candidati:" 

Ss 11L89 
{ SA, 2.7.7: 2.1,3} 

5 DD D 


"Radici razionali:" 
Out [7]= { } 


Laboratorio 2.5-1 
Argomento principale 


La determinazione dell'argomento principale del numero complesso 2 = x + îy # 
0 è direttamente implementata in tutti i linguaggi orientati alla matematica. La 
tabella seguente fornisce i nomi delle funzioni che realizzano il calcolo dell’argomento 
principale in alcuni dei più diffusi linguaggi: 


DERIVE TI-92 MATLAB Maple Mathematica 


ATAN(y,x) angle (x+iy) atan2(y,x) argument (x+I*y) Arglfx + I y] 
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Si osservi lo scambio tra x e y nelle funzioni ATAN e atan2; si osservi ancora che 
lo spazio tra I e y nella funzione Arg di Mathematica può essere sostituito da un 
asterisco. 


: Rs Laboratorio 2.5-2 
*- =. Radice quadrata in campo complesso 


Il programma seguente, in linguaggio Pascal, calcola la radice quadrata principale di 
un numero complesso introdotto da tastiera. Se w := u+iv è il numero in questione, e 
z=x+iyèla radice cercata, si calcola 7 oppure y in modo da utilizzare una formula 
che non comporta pericolo di cancellazione, e successivamente si sfrutta il fatto che 
2xy = v. 


program radcompl (input, output); 
{Radice quadrata in campo complesso} 


var 
Uh Vs da x y meal; 
begin 
write(’Parte reale = ’); readln(u); 
writeln; 
write(’Coeff. dell’’immaginario = ’); readln(v); 
a := sgrt(u* u+ v&* v); 
if abs(u) + abs(v) > 0 then 
begin 
if u >= 0 then 
begin 


x := sqrt((a + u) / 2); 
yev/ 0%); 

end 

else 

begin 

y := sqrt((a - u) / 2); 
if v < 0 then 

pia 

x :=v/ (2% y) 


else 


begin 


end; 
writeln; writeln(’radice quadrata: ’); 
writeln; writeln(’x =’, x : 10 :6); writeln(’y = ?, y :10 :6) 
end. 
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Capitolo 3 


LIMITI E CONTINUITÀ 


gi_ 


Laboratorio 3.2-1 


Successione dei rapporti tra numeri di Fibonacci 
consecutivi 


Si calcola un certo numero di rapporti tra numeri di Fibonacci consecutivi, rn = 
Fn+1/Fn; in base allo schema ricorsivo rj = 1. rn41 = 1/rn. I valori sono arrotondati 
alla decima cifra decimale. 


In[2]:= fibo[n_]:=Module[{rapporti}, 
rapporti = NestList[(1+1/#)&,1,n]; 
N[rapporti,11]//TableForm] 

In[3]:= fibo[10] 


Out [3] //TableForm= 
Dre 


n 


. 6666666667 
-6 

.625 
.6153846154 
.6190476190 
.6176470588 
.6181818182 
.6179775281 


pHpiHpHiHWaHHEHKHHKN 


Suggeriamo di osservare che cosa accade se si modifica la condizione iniziale rj = 1. 


Laboratorio 3.7-1 
Successioni convergenti al numero di Eulero 


Si calcolano alcuni termini (arrotondati alla decima cifra decimale) delle successioni 
an e db, convergenti al numero e. 


In[1]:= numeroE[n_]:= Module[{tabella}, 
tabella = 
Table [k, 
N[(1+1/k)7k,11], 
N[(1+1/k)7(k+1),11],{k,1,n}}; 
tabella//TableForm] 
In[2] := numeroE[10] 
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Out [2] //TableForm= 
1 Di 4. 
2 2.25 3.315 
3 2.3703703704 3.1604938272 
4 2.44140625 3.0517578125 
5 2.48832 2.985984 
6 2.5216263717 2.9418974337 
7 2.546499697 2.910285368 
8 2.565784514 2.8865075782 
9 2.5811747917 2.8679719908 
10 2.5937424601 2.8531167061 


DERIVATE 


JM 


Laboratorio 4.4-1 
La retta dei minimi quadrati 


La maggior parte dei sistemi evoluti di calcolo oggi disponibili possiedono già diretta- 
mente implementato il calcolo della retta dei minimi quadrati. Riteniamo ugualmente 
utile dare al riguardo un programma in Pascal. 

Nel programma presentato in questa unità viene calcolata la retta dei minimi quadrati 
relativa ad un n-pla di punti (x;.y;) introdotti da tastiera. 

Per quanto riguarda la formula (10) del testo. relativa al coefficiente angolare della 
retta in questione, si osservi che 


n 
— 27 ) XL + nt? 
=1 


n 


n 


n 
= 2 
) (xi — 7)? = ) xi 
i=1 i=1 
n n 
2 
i=l i=1 
T 


dove si è tenuto conto del fatto che Y°}:_, x; = nT. Analogamente, per la quantità che 
figura a numeratore dell'espressione del coefficiente m si trova 


n 1 
y) = ) Lai — — 
4 n 
i=1 
Se si introducono le abbreviazioni sr, sy. sr2. sy2, sry ordinatamente per le quantità 
n n n n n 
x } > : 2 2 
Lis Yi. Da voni Dci 
i=1 i=1 i=1 i=1 


i=1 
allora si trova per le coordinate del baricentro l’espressione (sr/n. sy/n). per il coef- 
ficiente m l’espressione 


1 
— nz = = 
n 


È 
di 
1 


i= 


n 


Do (wi - yi - 


i=1 


n 


DT) 


=1 «= 


scy — sa - sy/n 
812 — (sx)2/n 


Il programma fornisce anche il coefficiente di correlazione r, dato dalla formula 


n - STY — ST - SY 


SE — n-s22— (sx)? 
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ia Vil: = TY -7) 
VI ia (i TV ia — 
Come si vede, tale coefficiente ha lo stesso segno di m, dunque è positivo se c’è una 


“correlazione positiva” tra x e y nel senso che al crescere di x la retta dei minimi 
quadrati fornisce valori crescenti per y. negativo in caso contrario. 


Il valore assoluto di r fornisce una stime della bontà del modello rappresentato dalla 
retta dei minimi quadrati: se i punti (7;, y;) sono perfettamente allineati di ha |r] = 1, 
mentre si hanno valori di |r| tanto più piccoli quanto più i punti in questione sono 
“dispersi” attorno alla retta trovata. 


program minquad (input, output); 

var 

i,n: integer; 

%, Y, 8%, SY, SX2, 8Y2, SxY, cx, CY, Cxy, xbar, ybar, m, r : real; 
begin 

write(’Quanti punti? ’); 

readln(n); 

writeln; 


s% = 0; sy = 05 sx2 = 05 sy2 "= 04 sxy := 0; 


for i i= 1 to n dò 

begin 
wirltteCa[, dis i, 5 = dg 
readln(x); 
Write(ly[®, i 3a 1, 3] = i 
readln(y); 
sx = SK + x; SY s= SY + y; 


sx2 := sx2 + sqr(x); sy2 := sy2 + sqr(y); sxy := sxy + x * y; 


end; 

xbar := sx/n; ybar := sy/n; 

cx := n * sx2 - sqr(sx); cy := n * sy2 - sqr(sy); 

CXxy := n * SXy - SX * SY; 

m := cxy/cx; r := cxy/(sqrt(cx) * sqrt(cy)); 

writeln; 

writeln(’Ascissa del baricentro = ’, xbar : 10 : 6); 
writeln(’Ordinata del baricentro = ?, ybar : 10: 6); 
writeln; 

writeln(’Coefficiente angolare = ?, m: 10: 6); 
writeln; 

writeln(’Coefficiente di correlazione = ?’, r: 10: 6); 
end. 


Ad ulteriore commento, aggiungiamo che le ascisse dei punti dati non sono necessaria- 
mente distinte tra loro, ma non possono nemmeno essere tutte coincidenti. Se ciò 
accade, i punti assegnati appartengono ad una parallela all'asse delle ordinate, dunque 
una retta che non può essere rappresentata da un'equazione del tipo y= ma + q. Se 
i valori x; sono tutti coincidenti, il denominatore dell’espressione che fornisce m si 
annulla. 

Analogamente non si richiede che le ordinate siano tra loro distinte. Nel caso limite in 
cui tutte le ordinate sono uguali tra loro, i punti dati appartengono ad una parallela 
all’asse delle ascisse. Il programma fornisce (correttamente) m = 0, ma il secondo 
fattore che compare a denominatore del coefficiente r si annulla. 
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Laboratorio 4.5-1 
Il teorema di Rolle 


Ripetiamo l’enunciato del teorema di Rolle: 


Sia f : [a,b] — R continua e derivabile (almeno nei punti interni all’intervallo [a, b]); 
se f(a) = f(b), allora esiste c € (a. b) tale che f/(c) = 0. 


Ci proponiamo di esporre un metodo costruttivo per la determinazione del punto c di 
cui il teorema afferma l’esistenza, seguendo un’idea di G. Prodi. 
Sia m il punto medio di [a, b), m := (a+b)/2; poiché è indifferente considerare f oppure 
—f agli effetti della tesi del teorema, possiamo supporre che sia f(m) > f(a)= f(b). 
Supponiamo di essere in grado di costruire ricorsivamente una successione di intervalli 
[an, bn] che gode delle seguenti proprietà: 

1) [ao. do] = a, b) 

2) (Gn: dn] (= [an-1:bn-1] 

bn1 — Qn- 
3) ba -an= ">, n > 0: 
4) f(mn) > f(an). f(Mn) > f(bn). dove mn := (an + bn)/2, ed anche f(mn) > 
f(Man-1); n > 0. 

La 2) implica che le successioni n + an en + bn sono monotòne, la prima crescente. 
la seconda decrescente. Supponiamo che gli intervalli [an, dn] possano essere scelti in 
modo che 


5) le successioni n + an en + b, non sono “definitivamente costanti”, cioè non si 
verifica la condizione “a, è costante da un certo indice n in poi”, né la condizione 
analoga “b, è costante da un certo indice n in poi”. 


Dalle 2) e 3) segue che esiste uno ed un sol punto comune a tutti gli intervalli (an, dn]: 
lande] = {3 
n>0 

Dalla 5) segue che si ha 
Gn CE Das Vi 


Inoltre (limn-.x Mn = c) > (limn-0 f(Mn) = f(c)), per continuità di f, dove la 
successione n + f(mn) è crescente per costruzione. Allora 

F(an) < f(mn)<f(0). f(bn) < f(ma) < f(c), Yn. 
Per i rapporti incrementali si ha allora 

{= fa) gg, SG) = f0 20, 
C- An sE bn — € 


passando al limite per n — cc si trova 


(f(c)=0, /()<0) > f()=0. 
Vediamo come effettuare la costruzione di [a;, bi] a partire da [a,b]: dopodiché si 
procederà allo stesso modo per tutti gli intervalli seguenti. Oltre al punto m = 
(a + b)/2 consideriamo i punti medi degli intervalli [a.m] e [m, b]. siano 


a+m _3da+bd mtb a+3b 


aa > 73 4 
Calcoliamo f nei punti p, m, q e consideriamo il valore massimo: 


fmax := max{f(p), f(m), f(9)}. 
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Se fmax coincide con uno soltanto dei valori f(p), f(m), f(g), allora [a1, di] è l’inter- 
vallo che ha centro nel punto corrispondente e ampiezza dimezzata rispetto all’inter- 
vallo di partenza. Dunque [a1, d1] è uno dei tre intervalli [a,m]. [p.g]. [m. bl. 
Se fmax coincide con più di uno dei tre valori f(p). f(m). f(g) e tra questi c'è m, 
scegliamo l’intervallo con centro in m, cioè [p, g]; se infine fmax = f(p) = f(4) > f(m) 
scegliamo sistematicamente l’intervallo di sinistra, cioè l’intervallo [a, m] (0, a seconda 
delle preferenze politiche, quello di destra). 

In termini algoritmici, il criterio di costruzione di [a1, dj] a partire da [a, b), è il 
seguente (dove l’ordine di esecuzione dei confronti è rilevante): 


1. fmar:=max{f(p). f(m), f(9)} 
2. se fmar=f(m), 
allora ai := p, bi := 9, 
altrimenti, se fmar = f(p). 
allora a; := a, by :=m 
altrimenti a; := m, bi := db 
Un'analisi accurata mostra che tutte le condizioni richieste sono soddisfatte (l’unica 


un po’ delicata è la condizione 5). Abbiamo dunque una dimostrazione costruttiva 
del teorema di Rolle. In realtà abbiamo dimostrato un teorema un po’ più generale: 


Proposizione. Sia f : [a,b] — FR continua e derivabile (almeno nei punti interni 
all’intervallo [a, b]): se f(m) > f(a) e f(m) > f(b), dove m := (a + b)/2 (oppure 
f(m)< f(a) e f(m) < f(b)). allora esiste c € (a,b) tale che f/(c) = 0. 


Da un punto di vista computazionale, possiamo scrivere un programma che localizza il 
punto c in un intervallo “abbastanza piccolo” relativamente alla precisione di macchina 
del sistema di calcolo utilizzato. 


Riportiamo di seguito un programma scritto nel linguaggio del sistema Mathematica: 


rolle[f_, x0_, x1_]:= 
Module [{flag, a = N[x0], b = N[x1], nm, p, q, 
fa, fb, fm, fp, fq, eps = 2°(-50), fextr} , 
m = (a+b)/2; fa = f[a]l; fb = f[b]; fm= f[(m]; 
If[(fa < fm < fb)|l|(fa > fm > fb), (* ipotesi non verificate *) 

Print["Ipotesi non verificate: f(a) = ", fa, 

pi f(m) =", fm, " fb) = ", fbl, 
If [fm >= fa, flag = 1, flag = -1]; (* ipotesi verificate *) 
While[b - a > eps (1 + Abs[m]), (* inizio ciclo *) 

p= (3a + b)/4; q= (a + 3b)/4; 

fp = f[p]; fq = f[q]; 

fextr = If[flag == 1, 

Max[fp,fq,fm], 
Min[fp,fq,fm] 
Jo 
If [fextr == fm, (* aggiornamento intervallo *) 
{a,b,fa,fb} = {p,q,fp,fqg} , 
If[fextr == fp, 
{m,b,fm,fb} = {p,m,fp,fm} , 
{a,m,fa,fm} {m,q,fm,fq} 


J (* fine aggiornamento intervallo *) 


J; (* fine ciclo *) 
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Print["c = ", N[m, 20], " f(m) =", N[fm, 20]] 
] (* fine If *) 
] 


Completiamo l’analisi dell’algoritmo descritto. mostrando che le due successioni (an) 
e (db) non sono “definitivamente” costanti. 

Poiché ciascuno degli intervalli costruiti si trova nelle medesime condizioni dell’inter- 
vallo inizialmente dato, supponiamo, per assurdo, che sia ao = Q; = ...= Gn =... 
per ogni n > 0. Se inizialmente si aveva f(m) > f(a) e f(m) > f(b). la scelta a, = ao 
si effettua se f(p) > f(m) e f(p) > f(g). Si ha dunque 


Fp)> f(m) = f(a). 


Il nuovo punto medio. sia m1. è il vecchio p: mi = p. 


a p m q b 
ai Di mi qi di 


P2 q2 


Si ha dunque f(m1) = f(p) > f(m). Se alla nuova iterazione si sceglie ancora 
l'intervallo di sinistra. vuol dire che f(p1) > f(m1) > f(m): all’iterazione successiva 
si avrà 


S(p2) > f(ma)= f(p1) > f(mi) > f(m) = f(a). 
In definitiva si ha che la successione mn + f(mn) è strettamente crescente ed è 
costituita da valori > f(a). dunque 


lim f(mn) = sup fn.) > f(a), 


mentre dal fatto che m, — a e dalla continuità di f segue limn_x f(Mn) = f(a). 


Laboratorio 4.5-2 


Rapporto incrementale bilaterale della funzione 
esponenziale 


Sequendo il suggerimento del testo, si calcola una successione di rapporti incrementali 
“bilaterali” relativi alla funzione esponenziale f(x) := a*. 0 < a # 1. a partire 
dall'intervallo [-1.1]. procedendo per dimezzamenti successivi. 

Se si indica con il simbolo ry il rapporto incrementale al passo n. vale a dire quello 
relativo all'intervallo [-1/2",1/2"]. si trovano senza difficoltà le formule ricorsive 


def 1 
roi=53(a-3). 


91/241 
2a 1/2 


Tui = ILLE ne N. 


al {2 


Nel programma che seguente. dopo aver introdotto da tastiera la base a. vengono 
calcolati alcuni termini della successione descritta e si arresta il procedimento quando 
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l'errore relativo |rns1 — rn|/|rn| scende al disotto di 107°. L'ultimo valore calcolato 
viene stampato come valore (approssimato) della derivata nell'origine. così come viene 
stampato il numero di iterazioni che sono state eseguite. 


program esp3 (input, output); 

var 

k : integer; 

a : real; 

tn, rv, s, den : extended; 
begin 

repeat 

write(’Introdurre la base: a =’); 

readln(a); 

until (a > 0) and (1 <> a); 

k _:= 0; 

tn := (a - 1 / a) / 2; {rapp. incrementale su [-1, 1] } 


den := s + 1; 
s := sqrt(s); 
tn := 2 * s * rv / den; 
until abs(rv - rn) < 0.000000001 * rv; 
writeln; 
writeln(’Stima della derivata nell’’origine = ?, rn: 10: 9); 
writeln(’dopo ’, k : 3, ’ iterazioni’); 
end. 


Suggeriamo di modificare il criterio di arresto, aumentando o diminuendo la quantità 
107° ed osservando come reagisce il numero delle iterazioni. 


Suggeriamo ancora di trovare “sperimentalmente” il numero e per tentativi. cioè cer- 
cando di introdurre come base un valore a a cui corrisponda una derivata uguale a 1. 
Si parta dai valori di tentativo 2 e 3. a cui corrispondono valori rispettivamente minori 
e maggiori di 1. e si proceda per successivi restringimenti dell'intervallo di estremi 2 
e 3 fino a determinare esattamente almeno la prima cifra decimale del numero e. 
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Capitolo 5 INTEGRALI 


- E Laboratorio 5.7-1 
< | Ze». Integrazione numerica col metodo dei trapezi 


Il programma seguente traduce il metodo dei trapezi per il calcolo approssimato 
dell’integrale di una funzione f su un intervallo [a, b). Si utilizza come funzione inte- 
granda la funzione f(x) := exp(—2?). 


program inttrap (input, output); 
{Integrazione col metodo dei trapezi} 


var 
i,ni integer; 
a, b,, Ly SX £ T6al; 
function fun (x : real) : real; {funzione integranda} 
begin 
fun := exp(-x * x); 
end; 
begin 


write(’a = ’); readln(a); 
write(’b = ’); readln(b); 
writeln; write(’Quanti intervalli? ’); readin(n); 
h = (b- a) / ns e += 05 x = a+ hi 
for 1 := 1 to n - 1 do 
begin 
s :=s+ fun(x); 


x is x + b5 


s := 2 * s + fun(a) + fun(b); 
se :=s*h/ 2; 
writeln; writeln(’Integrale = ?, s : 10: 6); 


end. 


Ezi Laboratorio 5.7-2 
LL». Integrazione numerica col metodo di Simpson 


Il programma seguente traduce il metodo di Simpson per il calcolo approssimato 
dell’integrale di una funzione f su un intervallo [a,b]. L'intervallo assegnato viene 
suddiviso in n di intervalli, ciascuno dei quali viene ulteriormente dimezzato. 


Si utilizza ancora come funzione integranda la funzione f(x) := exp(—2?). 
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program intsimp (input, output); {Integrazione col metodo di Simpson} 


var 
i, n: integer; 
ai, b, d., ll, s, Xx ® real; 
function fun (x : real) : real; {funzione integranda} 
begin 
fun := exp(-x * x); 
end; 
begin 


write(’a = ’); readln(a); 

write(’b = ’); readln(b); 

writeln; write(’Quanti intervalli? ’); readln(n); 
d = (6 - a)/n; h = d / 25 s = 0 


x := a + h; {punto medio del primo intervallo} 
for i := 1 to n do 
begin 
si i=s + funx); x = x + d; 
end; 
gs 2% sg 
x := a + d; {estremo destro del primo intervallo} 
for: i = 1 to n - 1 do 
begin 
s := s + fun(x); x := x + dj; 
end; 
s := 2 * s + fun(a) + fun(b); 
s = s * h/3; 
writeln; writeln(’Integrale =’, s: 10: 6); 
end. 


Sappiamo che 


sa! 
ine= / -— dt, x>Q0. 
q è 


Poiché la derivata quarta della funzione # + 1/t ha segno positivo, ne segue che 
il metodo di Simpson fornisce valori approssimati per eccesso di logx, per x > 1 
(T formula (4), par. 5.7). Si dimostra che l’errore relativo al metodo di Simpson è 


maggiorato dall’espressione 


— (b— a) ht 


dove C4 è una costante che maggiora il valore assoluto della derivata quarta: 


|D4 f(2)| < Ca, Va € [a,b]. 


Se integriamo la funzione t + 1/t sull’intervallo [1, x] con x > 1, poiché la derivata 
quarta di 1/t vale 24/t5, come costante C4 possiamo scegliere 24. In altri termini, 


l’errore dovute alla formula di Simpson si maggiora con 
24 2 


Noli (COME 4_ 
80 0 OR = 


(b— a)hf. 


Se indichiamo col simbolo s(n,x) la stima dell’integrale SE(1/6) dt (x > 1) ottenuta 
col metodo di Simpson dividendo l’intervallo [1,x] in 2n parti, abbiamo la stima 


dell’errore 
2 (c-1)° (e-1)° 
15 16-n4 — 120-n4° 
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e quindi. in definitiva 
(0-1)? 
120 - n4 
Si osservi che. per x razionale, il primo e il terzo membro della doppia disuguaglianza 
precedente sono razionali. 


s(c.n)— <logr < s(r.n). 


Si consideri la seguente funzione scritta nel linguaggio di Mathematica: 


simp[x_, n_]:= 
Module [{h = (x-1)/(2n), k, d, s}, 
d = 2 hs; 


s = Sum[1/(1+h+k*d),{k,0,n-1}]; 
s = 2s + Sum[(1/(1+k*d),{k,1,n-1}]; 
s=2s+1+ 1/x; 
sit = s h/3; 
s2 = si - (x-1)75/(120 n74); 
Print["s1 = ‘“, N[s1,20], " s2 =", N[s2,20]] 
] 
Per il calcolo di log 2 utilizzando s(2.10) si ottengono le stime (riportiamo soltanto 
le rappresentazioni decimali): 0.69314654..., 0.69314737...: utilizzando s(2,20) si 
ottengono le stime 0.6931471406.... 0.6931471927.... 


Si ha log2 = 0.6931471805.... 


Laboratorio 5.7-3 
Integrazione numerica col metodo del punto medio 


Il programma seguente traduce il metodo del punto medio per il calcolo approssimato 
di una funzione f su un intervallo [a, b). Si utilizza la stessa funzione integranda delle 
due unità precedenti. 


program intmed (input, output); 
{Integrazione col metodo del punto medio } 


var 
i,n: integer; 

à, Da db SS, ®& $ realj 

function fun (x : real) : real; {funzione integranda } 
begin 

fun := exp(-x * x); 

end; 
begin 


write(’a = ?); readln(a); write(’b = ’); readln(b); 
writeln; write(’Quanti intervalli? ’); readln(n); 
h := (b - a)/n;j s := 0; 


x := a + h/2; {punto medio del primo intervallo } 
for i := 1 to n do 
begin 
s := s + fun(x); x := x + h; 
end; 
s := s * h; 
writeln; writeln(’Integrale = ?, s: 10: 6); 


end. 
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Capitolo 7 


N 


APPLICAZIONI 


Laboratorio 7.1-1 
Calcolo approssimato del numero e 


Il seguente programma in Pascal calcola la somma 


Mn: 1 


che approssima per difetto e con un errore inferiore a 1/(n - n!). 


ripreso nell'unità 7.4-1 seguente. 


program eulero (input, output); 
{Approssimazione di e 


var 
k,n : integer; 
Ss : extended; 
begin 
repeat 


write(’Indice n = ’); 
readln(n); 
until n. > 1; 
s = 1+ 1/ns 
for k := n - 1 downto 1 do 
8 in 8/K + li 
writeln; 
write(’La somma di indice ’, n: 3, 


end. 


Laboratorio 7.1-2 
Calcolo approssimato di pi greca 


* vale 1, sv ‘10: 


Il problema verrà 


mediante la serie esponenziale } 


8); 


Le formule date nel testo. per il calcolo ricorsivo delle grandezze cn. A, e B,. con- 


ducono ad un algoritmo del tipo seguente: 


0. a-3.c v3/2 


1. ripetere n volte: 
ui ci-/(14c)/2 
1.2 a afc 

1.3 b- alc 

1.4 stampare a e db 


Za fine 
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Per la comprensione di ciò che segue è necessario aver assimilato il contenuto del 
paragrafo 7.3 (Polinomi di Taylor). Osserviamo che tanto i lati della poligonale in- 
scritta quanto quelli della poligonale circoscritta sono visti sotto un angolo al centro 
che tende a 0 al tendere di k all’infinito. Sia 2, la misura di tale angolo. 
Si trova subito 


cr = T/(3-24+1) 


Gp= pis 2441 sin cx. br =3-2F+ tan th, 


in quanto i lati delle poligonali considerate hanno lunghezza 2 sin rx e 2 tan xy rispet- 
tivamente. La differenza by — ax vale dunque 3 - 2F+! [tan xx — sin xx). 


N 
X 


FIGURA LAB.7.1-2. La misura dell'angolo al centro che sottende i lati delle poligonali 
regolari, inscritte e circoscritte alla semicirconferenza unitaria, di 3 - 2* lati viene indicata 
con 2xx.. 


Se si conosce lo sviluppo di Taylor delle funzioni seno e tangente si può valutare 
l'ordine di convergenza a 0 della quantità entro quadre; come riconosceremo strada 
facendo, la conoscenza dei polinomi del quinto ordine è sufficiente. Per quanto 
riguarda la funzione seno, sappiamo dal paragrafo 7.3 che 

sp 


asset eta 


Per quanto riguarda la funzione tangente, si può ricorrere ad un sistema di calcolo 
simbolico (Derive, Mathematica, Maple, ...) e trovare 


+0(2°). 


3 5 


tmecap a E 
Ea 1 


La differenza tan x; — sin rx tende dunque a 0 come il cubo di xy, più precisamente 
come È /2: 


+0(x°). 


3 
a Tk 5 
tanxy — sinox = Di +0(c%). 


Poiché ny = 3 - 2* è inversamente proporzionale a xx, si arriva alla conclusione che la 
differenza by — ay tende a 0 con la stessa velocità del quadrato di xy: 


be— Gr = O(xî). 


Il calcolo dei polinomi di Taylor di suggerisce un’idea migliore: anziché accontentarsi 
di a, e bx come stime per difetto e per eccesso di 7, cercare una media pesata tra le 
due stime in modo da ottenere una successione di approssimazioni di 7 convergente 
ad esso più rapidamente. 

Poiché la tangente e il seno hanno in comune i termini di primo grado nei rispettivi 
sviluppi di Taylor, ci chiediamo se è possibile determinare una media pesata delle due 
funzioni, sia psinx + (1— p)tan x, in modo da avere uno sviluppo di Taylor del tipo 
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r+0(x°) e dunque per la differenza tra tale funzione e x uno sviluppo che abbia nulli 
tutti i coefficienti di ordine minore di 5. 
Partiamo di nuovo dai polinomi di Taylor del seno e della tangente: 
e. a a 29 
ps(e) = x - id pi(x) sui ii 15 
Calcoliamo una media pesata di tali polinomi, con i pesi p e 1 — p rispettivamente: 


Pm(x)=p-ps(x)+(1-p)-p:(x)= 


e 1 p 13 2 _p ,5 
-2+(3 a +3 DI . 


Vogliamo calcolare il parametro p in modo che il coefficiente del termine di terzo grado 
sia nullo: 


I 2 
---=0 > = 
"E di 
Con tale scelta del peso p il polinomio pm si scrive 
Ù 
Pm(0)=x- 20 n: 


Ciò significa che le sviluppo di Taylor della funzione (2/3) sinx +(1/3)tan x è del tipo 
x +(1/20) x° +0(x°), o ancora che (2/3) sinx +(1/3)tanx —x= (1/20) x° +0(x). 
Come si vede. con questa scelta di p si ottiene una media pesata che approssima (per 
eccesso) x con un errore dell’ordine di 2°, mentre separatamente ps e p; approssimano 
x con un errore del terzo ordine. Ne segue che la successione di medie pesate 


dp = sa DE 3Di = ut LL 
converge (decrescendo) a 7 con un errore che è O(xi). Infatti 
dy=3-2%+1[(2/3)sinxx + (1/3) tanzxx]. 
La media pesata entro parentesi tende a 7 come la quinta potenza di xx, più precisa- 
mente come (xx)? /20. e ny = 3 - 24 è inversamente proporzionale a xy. 


La sperimentazione numerica conferma i calcoli precedenti. Si consideri la seguente 
funzione, scritta nel linguaggio del sistema Mathematica: 


In[1] := pigreca[nmax_] := 
Module [{a = 3, b, c = N[Sqrt[3]]/2, d}, 
Do[c = N[Sqrt[(1+c)/2]]; 
a/c; 


a 
b a/c; 
d = (2a+b)/3; 
Print [N[a;15], " *%, N[b;,15], ©", N[4,15]], 
{nmax}] 


] 


Si osservi la struttura dell’iteratore che in questo caso assume la forma più semplice 
possibile: {nmax}. La sequenza di espressioni all’interno del comando Do (separate 
l’una dall'altra dal segno ;) viene valutata nmax volte. La funzione pigreca, così come 
è stata scritta, stampa una sequenza di nmax terne del tipo: (ax. bx, dx). La prima è 
una stima per difetto di 7, le due restanti sono stime per eccesso. La terza stima è 
migliore delle due stime precedenti. Ad esempio: 


In[2]:= pigreca[14] 


Out [2]= 
3.10582854123025 3.21539030917347 3.14234913054466 
3.13262861328124 3.1596599420975 3.14163905621999 
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3.13935020304687 3.14608621513143 3.14159554040839 
3.14103195089051 3.14271459964537 3.1415928338088 

3.14145247228546 3.14187304997982 3.14159266485025 
3.14155760791186 3.14166274705685 3.14159265429352 
3.14158389214832 3.14161017660469 3.14159265363378 
3.14159046322805 3.14159703432153 3.14159265359254 
3.14159210599927 3.14159374877135 3.14159265358997 
3.14159251669216 3.1415929273851 3.1415926535898 

3.14159261936538 3.14159272203861 3.14159265358979 
3.14159264503369 3.141592670702 —3.14159265358979 
3.14159265145077 3.14159265786784 3.14159265358979 
3.14159265305504 3.14159265465931 3.14159265358979 


Nei dati della tabella precedente l'ultima cifra decimale non viene stampata quando 
vale 0. Controllo: 7 = 3.141.592 653 589793 238 46.... 


Osservazione. Lo sviluppo di Taylor della tangente di punto iniziale ro = 0 (sviluppo 


di MacLaurin) è del tipo 


aL 
ml igor 


h>0 


avendo posto 


2h+ 
cn = D+ tana 


c=0 
Si tenga presente che si tratta di una funzione dispari. Per il calcolo dei coefficienti 
cn vale la formula ricorsiva 

È DR 

co=l, ca= d, È n i) CrCh-s-1: 

(Per la dimostrazione si può vedere: G.C. Barozzi: Alcune osservazioni sullo sviluppo 
di Taylor della funzione tangente. Didattica delle Scienze. n. 154 (maggio 1991): S. 
Campi. M. Picardello. G. Talenti: Analisi Matematica e calcolatori. Bollati Bor- 
inghieri (Torino). 1990: pag. 208.) 
Per un'interpretazione combinatoria dei coefficienti c,, si veda: M. Cerasoli. F. Eugeni. 
M. Protasi: Elementi di Matematica Discreta. Zanichelli (Bologna). 1988. p. 103. 


Laboratorio 7.4-1 
Calcolo della funzione esponenziale 


Per il calcolo approssimato della funzione f(x) = e”. cominciamo osservando che 
l'uguaglianza 
DL, 
e=— 
et 
ci consente di limitarci ai valori positivi di x. Inoltre abbiamo. per le note proprietà 
della funzione esponenziale. 
ee, conni=la yi #- lo. (1) 
Abbiamo indicato col simbolo [x] la parte intera di x (il massimo intero che non supera 


x. T esempio 3.4-2) ce con y la sua parte frazionaria. Dalla (1) segue che la conoscenza 
della funzione esponenziale sull’intervallo [0.1] è sufficiente ai nostri scopi. 


La serie esponenziale 


Materiali per il Laboratorio di Matematica 545 


© 88-08-1148 
lee) 
LT x” 
ela 
n 


=0 
si presta la calcolo. Poniamo 


n al 
Bali) a= È ui (2) 
k=0 


la diretta trasposizione della (2) in un algoritmo non è conveniente né dal punto di 
vista della complessità (numero eccessivo di moltiplicazioni richieste dai fattoriali), 
né dal punto di vista della precisione, se il calcolo viene effettuato in virgola mobile. 
Infatti, per n “abbastanza grande”, il valore calcolato di sn+1(x) coincide col valore 
calcolato di sn(r), e precisamente quando il rapporto tra r?*1/(n+1)! e sn(7) scende 
al disotto della precisione di macchina. 


Una buona soluzione ad entrambi i problemi è costituita dal seguente algoritmo 


0. s-a/n+1 

1. ripetere perk=n—-l1l,n—-2,...,1 
L.1 se s-r/k+1 

2. stampare s 

3. fine 


Per una corretta comprensione del precedente algoritmo (una sorta di variante dello 
schema di Ruffini-Horner per il calcolo del valore di un polinomio). può essere utile 
considerare la seguente identità, relativa al caso n = 3: 

3 2 


mo=S+i i ((a)ia)ta 
Una soluzione alternativa sfrutta la formula ricorsiva 

sd a ghi 

RI K(k=1) 


che consente di calcolare ogni termine della serie esponenziale a partire dal precedente. 
Prima di tradurre il tutto in un algoritmo, stimiamo l’errore di cui è affetta la somma 


Sn(c). Si ha 
ant! qnt? 
e METTI eg" 

Dr He È 

«Bag ata) 
ra D x? 

< Sn(2)+ " a pel 

= sn(0)+È = 


nl n+1-x 
dove abbiamo sommato la serie geometrica scritta entro parentesi nella penultima 
riga. In definitiva, per ogni x > 0, si ha 


ant! 


——_————_-; 3 
nl(n+1-2) (8) 
Il tutto può essere tradotto nell’algoritmo seguente, in cui vengono calcolate, nell’or- 
dine, un’approssimazione per difetto e un’approssimazione per eccesso di e”. 


0. se lLtel 

1. ripetere per #= 1,2,...,n 

L1 te r-t/k 

L.2 se8F% 

2. stampare s 

3. te xr-t/(n+1-2) { stima dell’errore } 
4. S-S+É£ 


Sn(1) < e < Sn(c) + 
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ò. Stampare s 
6. fine 


La traduzione del precedente algoritmo in un linguaggio che consenta l’aritmetica 
razionale esatta fornisce valori razionali approssimati per difetto e per eccesso di e”, 
che possono successivamente essere tradotti in valori decimali. 

Ecco una funzione scritta nel linguaggio del sistema Mathematica: 


exp[x_,n_]:= 
Module[{s = 1, t = 1, k}, 
Do[t = x*t/k; s = stt, {k,1,n}]; 
si = s; Print[s1]; 
t = t*x/(n+t1-x); (* stima dell’errore *) 
s2 = stt; Print[s2]; 
] 


La variabili s1 e s2 forniscono le approssimazioni per difetto e per eccesso rispettiva- 
mente. Ecco i valori forniti dal comando exp[1,10]: 


_ 9864101 _ 4697191 
— 3628800 — 1728000 
Abbiamo sottolineato le cifre coincidenti nei due valori approssimati. 


si =2.7182818011..., s2 = 2.1182818287.... 


Possiamo sfruttare l’identità eP/9 = (e!/9)P per “tabulare” la funzione esponenziale 
con passo 1/g. Possiamo anche sfruttare la formula precedente nella versione 


e= (e/9) (4) 


per calcolare e, soprattutto scegliendo come q una potenza di 2 : q = 2*. Si tenga 
presente che la potenza di esponente 2* si calcola con & moltiplicazioni, mediante 
successivi elevamenti al quadrato. A titolo di esempio, forniamo i valori calcolati per 
e scegliendo [s10(1/2%)]?" con k=0,1,2,3,4: 


k | ([s10(1/24)]?" [s10(1/2*) + errore]?" 

0 2.7182818011... 2.7182818287... 

1 2.7182818284169... 2.7182818284592... 

2 2.71828182845899... 2.71828182845904... 

3 2.718281828459045178... 2.718281828459045235... 

4 2.7182818284590452353018... 2.7182818284590452353603.... 


Come si vede, con un modesto incremento della complessità, la sfruttamento della 
formula (4) consente di migliorare sensibilmente la precisione del calcolo. 


Laboratorio 7.4-2 
Calcolo delle funzioni circolari 
Possiamo limitarci a considerare la funzione seno sull’intervallo [0, 7/2], in quanto 


ogni altro valore reale x si può riportare ad un valore appartenente a tale intervallo. 
Si ha lo sviluppo di Taylor 


aaa (1) e 
SnXz=Z_- 7 ra PIO = SCCI East 
CE (k+1) 
Anche in questo caso abbiamo una somma a termini di segno alterno. Poniamo 
3 5 2n+1 
45 ho n Di 
Sn(a):=x- —+-+...+(1)° —_. 1 
n(2) 33 CI Eredi (1) 
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Per il calcolo dei termini successivi di tale somma si può utilizzare lo schema ricorsivo 
p2k+1 Re. g2k-1 
(2k+1)!  2k(2k+1) (k-1! 


Possiamo dunque considerare l’algoritmo 


0. sezr,tear 

1. ripetere per k= 1,2,...,n 
11 t--22-t/(2k(2k+1)) 
1.2 8s-S+i 

3. stampare s 

4. fine 


Per ogni x razionale possiamo calcolare valori razionali per difetto e per eccesso di 
sin r. Ad esempio, per il calcolo di sin 1 abbiamo 


101 4241 
= — =0.841666... 1)= — =0.841468.... 
s2(1) 150 0.841666 s3(1) 5040 0.841468 
Possiamo sfruttare la migliore convergenza della serie di Taylor quanto più piccolo è 


x, utilizzando l’identità 


sin3t = 3sint — 4(sint)}. (2) 
Questo riporta il calcolo di sin con x € [0, 7/2] al calcolo di sint con t € [0, 7/6]. 
Si osservi che 7/6 = 0.523... . Si osservi ancora che il polinomio p(s) = 3s — 453 è 


crescente nell’intervallo [0,1/2]. Dunque valori per difetto (risp. per eccesso) di sint 
vengono trasformati dalla (2) in valori per difetto (risp. per eccesso) di sin x. 

Ad esempio, per il calcolo di sin 1, cominciamo stimando sin(1/3). Utilizzando le 
stesse somme di prima abbiamo 


9541 3606497 
Applicando alle due frazioni ottenute la funzione polinomiale p si ottengono le stime 
(ci limitiamo ai valori decimali) 0.84147114..., 0.84147098... rispettivamente per 


eccesso e per difetto di sin 1. 


= 0.327194696... . 


Laboratorio 7.4-3 
Calcolo della funzione logaritmo 


Consideriamo la funzione f(x) := In(1+ x),x > -1. Dalle proprietà del logaritmo 
segue che se f è nota sull’intervallo [1,a], con a > 1, allora essa è nota su ogni 
intervallo del tipo [a*, af+!] con k intero. 
Partiamo dallo sviluppo di Taylor 
e di _ 

ln(1+<)=%x a" ato (1) 
valido per x € (—1, 1]. Trattandosi di una serie a termini di segno alterno per x > 0, 
le somme parziali forniscono stime per difetto o per eccesso a seconda della parità 
dell’indice. La convergenza è poco soddisfacente, quando x è prossimo agli estremi 
dell’intervallo di convergenza. Poniamo 


Sn(0) = Venti =, 
k=1 


Volendo stimare In 2, calcoliamo le somme s20(1) e s21(1) ottenendo 


155685007 166770367 
232792560 — 0.668771..., sz:1(1) = aaa = 0.716390.... 


1)= 
820(1) 232792560 
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Non si ha alcuna cifra decimale certa: In 2 = 0.693.... La convergenza migliora se si 
esegue il calcolo analogo per x = 1/2. cioè se si stima ln 1.5: 
8247859122731 
1/2)= ————__- =0.405465092.... 
$20(1/2) = 30341724282880 i 
2749286528207 
21(1/2)= ——______ = 0.405465115.... 
$21(1/2) = 780574760960 se 
Scrivendo —x al posto di x si ottiene 
pd È # A 
In(1—-x)=-x-- x - Tauss 1 
n(1- 2) rs 3 T* (1°) 
Sottraendo le due serie abbiamo 
l+% O 
In 2 a2(2+7+ +...) (2) 
l-x 3 5 
La serie scritta converge per |r| < 1. Scriviamola con + al posto di x: 
1+t E 
I =2(1+3+7 sul 2 
n iu a 3 TP 3 sia (2°) 
Possiamo porre 
dpi c-1 
cgt=— > t= |; 3 
Ù 1-t + 1 (3) 


La variabile 7 descrive l’intervallo [1.2] quando + descrive l'intervallo [0. 1/3]. 


= =04:5 0.3 1 


FIGURA LAB.7.4-1. L'equazione x = (1+t)/(1— #) descrive un’iperbole equilatera. 


Ovviamente. per # > 0 le somme parziali della (2°) forniscono stime per difetto del 


logaritmo a primo membro. Poniamo 
n {2R+1 
sda(t) ="2 — 
2k+1 
si k+ 


Per valutare l’errore da cui è affetta sd,,(t) osserviamo che 


E, {2n+3 p2n+5 
Pra RTRT ini HE 
ET adult} anti" ba 
pens 2i3.; Qo+3 
= sd,(t)+2 (1 e +...) < 
sd (8) 2n +3 2n+5 2n+7 
2n+3 
sd,(t) +2 lifaf4. = 
< sdn(t) + 33 ( +1 +1 + ) 
2 {2n+3 


= sdy(t) + 


2n+31-t#2 
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LL 


Indichiamo con se, (t) l'ultima quantità considerata. Per stimare In 2 possiamo usare 
sdn(1/3) e sen(1/3). Si ottengono. ad esempio, i valori 


sd10(1/3)= 0:6931471805589163 ... se10(1/3) = 0.6931471805589955.... 


Si riveda in proposito quanto abbiamo trovato nell’unità di Laboratorio 5.7-2. 


Laboratorio 7.4-4 
Calcolo della funzione arcotangente 


Per la funzione arcotangente possiamo innanzitutto limitarci a considerare valori posi- 
tivi dell'argomento. trattandosi di una funzione dispari. Abbiamo poi l'identità 


1 
arctanr + arctan — = 
T 


che ci consente di limitarci a valori x € [0.1]: T problema 4.5-10. 
Per tutti gli x con |x| < 1 vale lo sviluppo di Taylor 
3 5 i; 
G x x 
arcani o = B— — Poeta (1) 
3 5 7 
Per tale sviluppo si possono fare considerazione analoghe a quelle fatte nell’unità 


precedente per lo sviluppo della funzione seno. In particolare. per x = 1 si ottiene 


T Dt 
- | PO agg da 2 
A i d9 DL (2) 


L'idea di utilizzare la serie appena scritta per la stima di 7 si scontra contro l'estrema 
lentezza di convergenza della stessa serie. Posto 


a3 x? gznt1! a 

Snl2) = biisr iN 7 
Bnl a gp *PL'aTri (3) 
si ha ad esempio s19(1) = 3.091..., s20(1) = 3.189..., cioè 21 termini della serie (2) 


non consentono nemmeno di stabilire con certezza la prima cifra decimale di 7. 
Un'idea simile a quella che abbiamo visto nella precedente unità consente di riportare 
il calcolo di un sottomultiplo intero di 7 al calcolo della funzione arcotangente per 
argomenti prossimi a 0, e dunque tali da dar luogo ad una serie rapidamente conver- 
gente. 
Un'identità dovuta ad Eulero è 

sd — AI £ 1 Ar € l 

x arctan 3 + arctan 3} 
preferibile l'identità dovuta allo scozzese John Machin (1706): 


T 1 1 1 1 
- =4arctan- — arctan — > = 16arctan-—4arctan —. 
4 5 239 5 239 
Una formula simile. dovuta a C.F. Gauss. è 
1 1 1 
t = 48arctan — + 32 arctan — — 20 arctan —. 
7 archani 35 57 arctan 539 
Osserviamo che le somme s, (x). per 7 positivo. forniscono approssimazioni per difetto 
di arctana per n dispari. per eccesso per n pari. Per ottenere una stima per difetto 
di 7 dovremo dunque sottrarre da una somma sn(1/5) con n dispari una somma 
Sn(1/239) con n pari. Il contrario occorrerà fare per avere una stima per eccesso. 
Tenendo conto della diversa velocità di convergenza della serie (1) per x = 1/5 e per 
x = 1/239. possiamo. ad esempio. calcolare 
1657(1/5) — 452(1/239) = 3.1415926535886 ... . 
165g(1/5) — 451(1/239) = 3.1415926535908 ... : 
1659(1/5) — 454(1/239) = 3.14159265358979169... . 
16510(1/5) — 4s3(1/239) = 3.14159265358979329 ... . 
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Li Laboratorio 7.6-1 
=». Zeridiuna funzione continua col metodo di bisezione 


Il programma seguente traduce l’algoritmo 7.6-1. Si utilizza come funzione di prova 
la funzione f(x) := 3 — 3 ( dunque il programma calcola un valore approssimato 
della radice cubica di 3). 


program bisec (input, output); 
{Zeri di una funzione col metodo di bisezione} 
var 
k, kmax : integer; 
di, Di Xs 3, in Fealj 
function fun (= : real) : real; 


{funzione di cui si cerca uno zero} 


begin 
fun = x Ex &#x = Si: 
end; 
begin 
repeat {Controllo sull’intervallo iniziale} 
write(’Estremo sinistro = ’); readln(a); 
write(’Estremo destro = ’); readln(b) 
until fun(a) * fun(b) < 0; 
writeln; write(’Numero massimo di iterazioni = ’); readln(kmax); 
k := 0}; 
repeat 


k :=k+ 1; xm := (a + b)/2; fm := fun(xm); 
if fm <> 0 then 
if fun(a) * fm < 0 then 


b := xm 
else 
a 15 xm; 


until (fm = 0) or (k = kmax); 
writeln; writeln(’Valori calcolati:’); 


writeln; writeln(’x = ?, xm: 10 : 6); 
writeln(?£() = è, fm za 10 : 6)s 

writeln; writeln(’dopo ’, k : 3, ? iterazioni’); 
end. 


Gi ._ Laboratorio 7.6-2 
=» Zeri di una funzione continua col metodo di falsa 
posizione 


Il programma seguente traduce l’algoritmo 7.6-2. Si utilizza ancora come funzione di 


prova la funzione f(x) := x3 — 3 
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program regula falsi (input, output); 
{Zeri di una funzione col metodo di falsa posizione} 
var 
k, kmax : integer; 
è, Db; Ga Vi, fa, fb, ff, tol £ reali 
function fun (x : real) : real; 
{funzione di cui si cerca uno zero} 
begin 
fun := x * x * x - 3; 
end; 
begin 
repeat {Controllo sull’intervallo iniziale} 
write(’Estremo sinistro = ’); readln(a); 
write(’Estremo destro = ’); readln(b) 
until fun(a) * fun(b) < 0; 
writeln; write(’Tolleranza = ’); readln(tol); 
writeln; write(’Numero massimo di iterazioni = ’); readln(kmax); 
k := 0; 
e > aj 


repeat 


CV t= 6}; 
fa := fun(a); fb := fun(b); 
c := (a * fb - b * fa)/(fb - fa); 
fc := fun(c); 
if fc <> 0 then 

if fa * fc < 0 then 


bi 53 € 
else 
a, = wi 


until (fc = 0) or (k = kmax) or (abs(c - cv) < tol); 


writeln; writeln(’Valori calcolati:’); 


writelin:; writelnlWa = *, ct 10: 6); 
writeln(’f@) =, fe 10: 6); 
writeln; writeln(’dopo ’, k : 3, ’ iterazioni’); 
end. 
Laboratorio 7.6-3 


Zeri di una funzione continua col metodo di Newton 


Il programma seguente traduce l’algoritmo 7.6-3. Si utilizza sempre come funzione di 
prova la funzione f(x) := x3 — 3, dunque si determina la radice cubica di 3. 


program Newton (input, output); 
{Zeri di una funzione col metodo di Newton} 
var 

k, kmax : integer; 
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%, 2V, fx. dfx, tol è #61; 
function fun x : real) : real; 


begin {funzione di cui si cerca uno zero} 


fud E RERKL- 
end; 
function dfun (x : real) : real; 


begin {derivata della funzione precedente} 
dfun :=3* x * Xx; 

end; 
begin 

write(’Punto inixiale = ’); 

readln(x); 

writeln; 

write(’Numero massimo di iterazioni = ’); 
readln(kmax); 

writeln; 

write(’Tolleranza = ’); 

readln(tol); 

k _:= 0; 

repeat 

kiki: 

XV 13 Xx; 

fx := fun(x); 

dfx := dfun(x); 

x s>axv- fe / dfx; 

until (abs(x - xv) < tol) or (k = kmax); 
writeln; writeln(’Valori calcolati:’); 


writeln; writeln(?x = ?, x: 10: 6); 

writeln© f(x) = *, fx: 10: 6); 

writeln; writeln(’ dopo ’, k : 3, ’ iterazioni ’); 
end. 


Nel programma mostrato vengono fornite esplicitamente tanto la funzione f quanto 
la sua derivata prima f’. Utilizzando il linguaggio di un sistema di calolo algebrico si 
può demandare il calcolo di f’ al sistema stesso. 

Il listato seguente. scritto nel linguaggio della TI-92. realizza il metodo di Newton per 
determinare uno zero di una funzione f a partire da un'approssimazione iniziale ro. Il 
programma richiede f (più precisamente: f è un'espressione. contenente la variabile 
indipendente x. che rappresenta il secondo membro della formula che definisce la 
funzione r + f()): al calcolo di f' provvede il sistema stesso. 


newton(f,x0) 

Prgm 
setMode("Exact/Approx","APPROXIMATE") 
Local x,f0,df 

d(f,x) — df 

flx=x0 — £0 

While abs(f0)>1.E-4 

x0-£0/(df|x=x0) — x0 

flx=x0 — £0 
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EndWhile 
Disp " " 

Disp "zero = "&string(x0) 

EndPrgm 
Per comprendere il programma scritto basta sapere che il simbolo — indica l’opera- 
zione di assegnazione di un valore ad una variabile, mentre una scrittura come f | x=x0 
sta ad indicare il valore assunto dall'espressione f quando alla lettera x che in essa 
compare si assegna il valore x0. 
L'istruzione interessante è: 

d(f,x) — df: 
essa provvede al calcolo della derivata della funzione f e ad assegnare l’espressione 
ottenuta alla variabile df. L'istruzione per determinare la radice cubica di 3 può 
essere newton(x73-3,1). 


Laboratorio 7.6-4 


Calcolo di un polinomio e della sua derivata in un 
punto assegnato 


Sia p(x) un polinomio di grado n scritto nella forma 


si 


P(x) = Gna" + an-1r1" 7 +...+@1r + ag: 


il metodo di Newton richiede (ripetutamente) il calcolo del valore di p e della sua 
derivata prima in un punto assegnato. diciamo ro. Sia q il quoziente della divisione 
di p per il binomio x — xo: 

p(x) = q(x)(x — ro) = 

= (Ba E digg +...+birx + bo)(x > xo) = i P(xo). 

Derivando si trova 

P'(a)=q'(x)(x — xo) + q(a). 
da cui ponendo xo al posto di x. p'(r0) = g(ro). 
In altri termini: il valore della derivata prima nel punto xo si può ottenere calcolando. 
nello stesso punto, il quoziente q. 
Abbiamo visto (] unità di laboratorio 2.2-2) che il valore di p in zo si ottiene mediante 
lo schema 

0. pe @n 

I. Perg=mn=1l=Zoc05 10 

l.l pe p'ro+Gj 
Analogamente. i coefficienti del quoziente q si ottengono mediante lo schema 

0. bdDn-1T An 

i. Pergat= 1 =Bceas 251 

di b;-1 — bj: rota; 
Un confronto tra i due schemi mostra che i valori assunti dalla variabile p sono esat- 


tamente di coefficienti del polinomio quaziente, tranne il valore finale p(:r0) che è il 
resto della divisione di p per x — xo. 

Possiamo dunque calcolare contemporeaneamente p(x0) e p'(10) senza la necessità di 
ricavare (e memorizzare) i coefficienti di p’. 


Il calcolo può essere fatto mediante il seguente schema: 
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0. pran 

l. D1 Gn 

2. Perj=n—-1,n-2,..., 2,1 

2.1 pi p-Totd 

2.2 P1 Pr -To+P 

3 p—DP-To+a0 
I valori finali delle variabili p e pi sono rispettivamente p(x0) e p'(c0). L'ultimo schema 
pu essere tradotto in una procedura in Pascal e incorporato in un programma del tipo 


di quello presentato nell’unità precedente al posto delle due funzioni che forniscono i 
valori di p e di p'. 


Laboratorio 7.6-5 


Calcolo del punto fisso di una funzione con il metodo 
delle approssimazioni successive 


Il programma che segue determina la soluzione dell’equazione cosa = x con il metodo 
delle approssimazioni successive. 


program approx (input, output); 


{Punto fisso di una funzione col metodo delle approssimazioni 


successive} 

var 

k, kmax : integer; 

X, Xv, fx, tol : real; 

function fun (x : real) : real; 


begin {funzione di cui si cerca un punto fisso} 


fun := cos(x); 
end; 
begin 
write(’Punto iniziale = ’); readln(x); 
writeln; write(’Numero massimo di iterazioni = ’); readln(kmax); 


writeln; write(’Tolleranza = ’); readln(tol); 


k := 0; 

repeat 

E ee Ré& 15 
AV 55 XK 

x := fun(xv); 


until (abs(x - xv) < tol) or (k = kmax); 
writeln; writeln(’Valore calcolato:’); 


writeln: writelna(0x = ?, x: 10 6); 
writeln(’dopo ’, k : 3, ’? iterazioni’); 
end. 


Il linguaggio del sistema Mathematica consente una programmazione estremamente 
compatta del calcolo precedente: 
In[1]:= FixedPoint[Cos, 1., SameTest — (Abs[#1 - #2] < 10.7(-4)&)] 
Out [1]= 0.739055 
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I 


La funzione coseno viene iterata a partire dal valore 1. (si osservi il punto decimale, 
che obbliga il sistema a valutare numericamente la funzione stessa) fino a quando la 
differenza tra due valori consecutivi scende in valore assoluto al disotto della tolleranza 
iù, 


Laboratorio 7.7-1 
Soluzione di equazioni differenziali 


I sistemi di calcolo algebrico consentono la soluzione per via analitica di ampie classi di 
equazioni differenziali. Quando una soluzione per via analitica non può essere trovata 
occorre ricorrere a metodi di soluzione numerica approssimata, argomento che non 
viene trattato in questo volume. 


Mostriamo come gli esempi forniti nel testo possano essere trattati con il sistema 
Mathematica. utilizzando la funzione DSolve. 


Esempio 7.7-2: 

In[1]= DSolvely’ [x] == x - x y[x], y[x], x] 
Out [1]= {{y[x] > 1+ E-?°/? c[1]}} 

Esempio 7.7-3: 

In[2]= DSolvely? [x] == x + y[x], y[x], x] 
Out [2]= {{y[x] + -1- x + E” C[1]}} 


‘Possiamo aggiungere una condizione iniziale: 


In[3]= DSolve[{y? [x] == x + y[x], y[0]==0}, y[x], x] 
Out [3]= {{y[x]l — -1+ E® - x}} 


Esempio 7.7-7: 

In[4]= DSolvel[y?? [x] - 3y’[x] + 2y[x] == 0, y[x], x] 

Out (4]= {{y[x] + E° C[1] + E?° C[2]}} 

Esempio 7.7-8: 

In[5]= DSolve[y?? [x] - 2y’ [x] + y[x] == 0, y[x], x] 

Out [5]= {{y[x] — E” C[1] + E x C[2]}} 

Esempio 7.7-9: 

In[6]= DSolve[y??[x] + y[x] == 0, y[x], x] 

Out [6]= {{y[x] + C[2] Cos[x] - C[1] Sin[x]}} 

Si tenga presente che C[1] e C[2] sono costanti arbitrarie. 

Esempio 7.7-11: 

In[7]= DSolvel[y?? [x] - 3y’ [x] + y[x] == x72+ 1, y[x], x] 
Out [7]= {{y[x] — 17 + 6x + x? + E(8-v5)/22 c[1] + EGB+v5)/2=G[1]}} 
Esempio 7.7-12: 

In[8]= DSolvely?? [x] + y?[x] == x - 2, y[x], x] 

Out [8]= {{y[x] + -3x + x2/2 - EC” C[1] + C[2] }} 

Esempio 7.7-13: 

In[9]= DSolvel[y??[x] - 3y’[x] + 2y[x] == Exp[-x], y[x], x] 
Out [9]= {{y[x] — E7/6 + E” C[1] + E?° C[2] }} 

Esempio 7.7-14: 
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In[10]= DSolvely?? [x] - 3y’ [x] + 2y[x] == Exp[x], y[x], x] 
Out [10]= {{y[x] + -E° - E x + E® C[1] + E°” C[2] }} 
Esempio 7.7-15: 
In[11]= DSolvely?? [x] - 2y’ [x] + y[x] == Exp[x], y[x], x] 
Out [11]= {{y[x] — E° (x2/2 + C[1] + x C[2] )}} 
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